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I. 

Ueber  besondere  affine  Räume.'-  -'.-: 

-  • 

Von 

Dr.    F.    BÜTZBERGER 

bh  Langenthal  (Schweiz). 


I. 

Zwei  beliebige  Tetraeder  AB  CD  und  Ä'B'Ciy^  deren  Elemente 
einander  gemäss  der  Bezeichnung  zugeordnet  sind,  bestimmen  eine  Affini- 
tät, das  ist  eine  Collineation ,  in  welcher  sich  die  unendlich  ferne  Ebene 
selbst  entspricht.  Drei  Punkte  XYZ  dieser  Ebene ,  sowie  ein  im  End- 
lichen gelegener  Punkt  W  entsprechen  sich  ebenfalls  selbst.  Der  letztere 
ist  das  sogenannte  Situations-Centrum  und  die  sich  selbst  entsprechenden 
Geraden  TTX,  WYj  WZ  nennen  wir  die  Achsen  der  Affinität. 

Wir  betrachten  nun  den  besonderen  Fall,  wo  die  drei  Achsen  paar- 
weise rechtwinklig  sind  und  wählen  sie  als  Achsen  eines  Coordinatensjstems. 
Sind  xyz  und  xyz'  die  Coordinaten  irgend  zweier  entsprechender  Punkte  P 
und  /^,  so  können  wir  nach  Euler  setzen: 

1)  x'=lx    y  =  my    z'^ne. 

Die  sich  selbst  entsprechenden  Richtungen  XYZ  bilden  ein  Tripel 
harmonischer  Pole   des  imaginären  Kugelkreises,   der  projicirt  wird  durch 

den  Kegel: 

2)  l*  +  i?*  +  J'  =  0. 

Die  Polaren  der  Strahlen  WP  und   WP*  in  Bezug  auf  denselben  sind: 

a;S  +  yi?  +jerg    =0 
lxl+myri+net  =  0. 

Erklären  wir  die  erstere  Ebene  als  eine  Ebene  des  gestrichenen 
Systems,  so  entspricht  ihr  im  ungestrichenen  Systeme  die  zweite  Ebene, 
das  heisst: 

Sind  U  und  "R  zwei  entsprechende  Richtungen  (unendlich  ferne  Punkte) 
der  Affinität,  so  sind  die  zu  B  normale  Stellung  s  und  die  zu  B!  normale 
Stellung  5  zwei  entsprechende  unendlich  ferne  Gerade. 

Wir  fällen  nnn  von  den  Ecken  AB  CD  des  ersten  Tetraeders  die 
Itoihe  ah  cd  anf  die  zugehörigen  Seitenebenen  B'C'D'^CTD'A',  D'AK^  A!ÄCf 
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Ueber  besondere  affine  Räume. 


*         • 
des    zweiten.     Ebenso   ziehen    wir  'dpr'ch    die   Ecken    Ä B' C  D'   des   letz- 

ieren    die    Lothe   aV cS    aa£,  die*  zugehörigen    Seitenebenen   des   ersten. 

Die  Lothe  aa',  &&\  cc   un'^U^'  sind  entsprechende  Strahlen  der  Affinität. 

Sind  nun  die  Copi^at^n  der  acht  Punkte: 

* '-  ••  •' 

Ä:     oi^    y      z  B>\     lx\      fny\      ne 

/-.U:-    X      y       z  U:     Ix  ^     my  ,     nz 

*  D:     a;      y       5  D  :     Ix    ,    niy    ,    n» 

nji^  '^iad'li]  i  laufende  Coordinaten,  so  lautet  die  Gleichung  der  Ebene  BCD: 


4) 


*     • 


5) 


X 


V 

y 


z 


x'    y 
X      y 


f 


z 
z 


1 
1 
1 


=  «x  .  I  +  «y  . »/  +  ffa  .  ?  +  COnSt  =  0. 


Bezeichnen  nämlich  oßyö  die  doppelten  Flächen  der  Dreiecke 
BCD,  CDA,  DAB,  ABC,  so  sind  axo^a^  die  doppelten  Flächen  der 
Frojectionen  des  Dreiecks  BCD  auf  die  Coordinatenebenen.  Die  Grössen 
o^ßtefs^x  sind  daher  die  Determinanten,  welche  stehen  bleiben,  wenn  man  in: 

1 
1 

/  >w."  -/'  -''  1 

1 

die   erste  Colonne  und  resp.   die   erste,    zweite,    dritte   oder  vierte   Zeile 
streicht.     Man  hat  demnach: 


X 

y 

z 

X 

y 

z 

X 

y 

z 

Hl 

X 

y 

z 

7) 


ffx  —  /?x  +  yu:  —  ^x  =^  0 

y .  a*  -  y-  ßx  +  y".  y*  —  y".  ^^  =  0 

jer .  lY,  —  z\  ßx  +  z\  Yx  —  js"  .  ^«  =  0. 

Diese   Relationen   gelten   auch,   wenn   man  darin   die  Buchstaben  xyz 
cyklisch  vertauscht.     Die  Gleichungen  der  Lothe  a'Vcd  lauten  nun* 

^—Ix    ^rj  —  my  __^i—  nz 

«X  Oy  or- 

^  —  Ix    _^ri  —  my  __i—nz 
"TT"" 


8) 


ft 


ß. 


^  —  Ix"      fj  —  my"     i—nz 


l  -  Ix" 


'X  »y 


fj  —  my 


/// 


i—nz 


itt 


Bezeichnen    wir    weiter   die   doppelten    Inhalte   der    Seitenflächen   des 
Tetra^Hfini    Ji'JB'CD'    mit     a'ß'y'i'    und    zeigen    m\\»    dem    ^\i^<^\i^\i^\»\i 


Von  Dr.  F.  Bützberobr. 


">-—.-%.•  -  ,  •  d  ' 


Index   xy    oder  b  wieder  die   Projection    auf  die   betreffende   Coordinaten- 
ebene  an,  so  ist: 


Die  Gleichungen  der  Lethe  ah  cd  lauten: 


10) 


«'* 

it\ 

n» 

V 

—  x 

V 

1 

-y 

y 

ß-^ 

ß'y 

ß--. 

1 

^  X 

V 

t 

■ 

t 

— 

^^"~ 

# 

y* 

y» 

y* 

1 

ttr 

»*» 

S 

ff» 

—  X 

^M^ 

V 

-y 

__^ 

—  z 

d\ 


d', 


ö" 


Schreiben    wir  nun  die  Bedingungen  aaf,  unter  welchen  die  Gerade 

^  k  fl  V 

jedes  der  Lethe  6)  schneidet: 

({X-lx  )(vcry-|*a,)  +  (r-»iy   ){ka^-va^)  +  {Z-ng   )(f4rf,-A«y)=Ö 
{X-lx  )  {vß,-(,ß,)  +  (Y-my' )  {kß,-vß.)  +  {Z-nz  )  (fii5,-A|3,)=0 


12) 


\{X-lx")  (vd^-fid,)  +  {Y-my'")  (kö.-vö^)  +  (Z-nz")  {(i6.,-Xöy)  =0. 


Mnltiplicirt  man  die  zweite  und  vierte  Gleichung  mit  —1  und  addirt 
dann  alle  vier,  so  verschwindet  die  Summe  links  zufolge  7)  identisch. 
Eine  dieser  vier  Gleichungen  ist  also  die  Folge  der  drei  anderen ,  oder,  wenn 
die  Gerade  11)  drei  der  Lothe  8)  schneidet,  so  trifft  sie  auch  das  vierte. 
Die  vier  Lothe  8)  liegen  daher  auf  einem  Hyperboloid;  die  vier  Lothe  ahcd 
liegen  im  entsprechenden  Hyperboloid. 

Wenn  also  die  Achsen  zweier  affiner  Bäume  paarweise 
rechtwinklig  sind,  so  liegen  je  zwei  entsprechende  Tetraeder 
80,  dass  die  Lothe  von  den  Ecken  des  einen  auf  die  zu- 
gehörigen Seitenebenen  des  anderen  (von  A  auf  B'Clf  etc.)  in 
je  einem  Hyperboloid  liegen.  Die  Lothe  entsprechen  sich 
paarweise  in  der  Affinit&t. 

Die  Bedingung,  dass  die  zwei  ersten  Lothe  8)  oder  d  und  h'  sich 
schneiden,  lautet: 

\?^)\{X''X){a,jß^'-^a^ßy)-\-m{y-y){oi,J^-^^ 

Die  analoge  Bedingung  für  die  zwei  ersten  Lotbe  10)  oder  a  und  5 
ist  folgende: 


üeber  besondere  affine  Räume. 


Die  Relationen  9}  verwandeln  aber  diese  Bedingnng  sofort  in  die  vor- 
hergebende. Schneiden  sich  daher  zwei  der  Lothe  ah'cd!^  so  schneiden 
sich  auch  die  zwei  entsprechenden  Lothe  der  Gruppe  ah  cd.    Nun  ist  aber: 
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Abgesehen  von  dieser  Determinante,  lässt  sich  demnach  die  Bedingung  13) 
schreiben: 

16)    l(x-x)  {x'-x")  +  m  iy-y)  {y'-y'")  +  n  {e-g')  (/'-  e'")  =  0. 

Verschwindet  die  Determinante,  so  liegen  sowohl  die  Punkte  ^^C72>, 
als  auch  die  Punkte  Ä B'C'D'  in  je  einer  Ebene,  und  die  Lothe  a&cdf, 
sowie  die  Lothe  dllci  sind  unter  sich  parallel.  Ist  die  Bedingung  16) 
erfüllt,  dann  schneiden  sich  die  Lothe  dl!  in  einem  Punkte  und  die  Lothe 
c€  in  einem  anderen.  Da  aber  jede  Gerade ,  welche  drei  dieser  Lothe  trifft, 
auch  das  vierte  begegnet,  so  ist  die  Verbindungslinie  der  Scheitel  der 
Linienpaare  a&'  und  cd!  identisch  mit  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen. 
Dasselbe  gilt  von  den  Lothen  dhcd. 

Sind  schliesslich  folgende  drei  Bedingungen  erfdllt: 

Kx-a;')(«"-0  +  w(y-y'  )(/^y")  +  w(;^-/?'  )(/'-O=0 

\l)\l{X''X)(x''^x   )  +  nt  (y-/ )  (y'"--y'  )  +  n(£^-/')(/''-iP'  )=0 

\l(x^x'){x  -aj")  +  ni(y-y'")(y   ^/)  +  n(^-0(^'  -^")=0, 

wovon  übrigens  die  eine  die  Folge  der  zwei  anderen  ist,  so  gehen  die 
Lothe  dli c  d  durch  einen  Punkt  und  die  Lothe  atcd  durch  seinen  ent- 
sprechenden. 

II. 

Vorstehende  Untersuchung  wurde  veranlasst  durch  die  drei  ersten 
'  Lehi-sätze  von  Steiner  in  Crelle's  Journal  Bd.  II,  S.  287—292  (Ge- 
sammelte Werke  Bd.  I,  S.  155—  162).  Diese  drei  Sätze,  welche  sehr 
interessante  .und  wichtige  Anwendungen  gestatten,  lassen  sich  verall- 
gemeinern f  wie  ich  in  einer  von  der  Hochschule  Bern  prämirten  Preisarbeit 
gezeigt  habe.  Hier  beschränke  ich  mich  auf  den  dritten  und  gebe  ihm 
folgende  Fassung: 

Haben   irgend   zwei    (irreguläre)   Tetraeder   solche  gegen- 
seitige  Lage,    dass,    wenn    aus   den    Ecken    des    einen    auf   die 
Seitenehenen  des  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen, 
J^othe  gefällt  werden,  diese  vier  Lothe  aui  einem B.'J'^^t>öoW\^ 


Von  Dr.  F.  Bützberoer. 
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liegen,  so  liegen  alle  Mal  auch  diejenigen  vier  Lothe  anf 
einem  Hyperboloid,  welche  man  in  entsprechender  Ordnung 
aas  den  Ecken  des  zweiten  Tetraeders  auf  die  Seitenebenen 
des  ersten  fällt. 

AB  CD  und  ÄS  CD'  seien  die  Ecken  der  beiden  Tetraeder.  Wir 
setzen  voraus,  die  Lothe  ah  cd  von  den  Ecken  AB  CD  resp.  auf  die 
Ebenen  B' C D\  C'D'A\  D'ÄB^  und  A! ßC  liegen  auf  einem  Hyper- 
boloid und  beweisen,  dass  dann  auch  die  Lothe  dVc  d'  von  den  Ecken 
A'B'C'D'  resp.  auf  die  Ebenen  BCD,  CDA,  DAB  und  ABC  in  einem  ' 
Hyperboloid  liegen. 

Zu  dem  Zwecke  projiciren  wir  die  Figur  auf  die  Ebene  A'B'C\  Die 
Projectionen  der  Lothe  ahc  stehen  senkreckt  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
A'ßC'\  denn  diese  sind  die  Spuren  von  Ebenen,  zu  denen  ahc  Lothe  sind. 
Da  aber  die  vier  windschiefen  Geraden  ah  cd  in  einem  Hyperboloid  liegen 
und  d  senkrecht  auf  der  Ebene  A'ßC  steht,  so  steht  noch  eine  zweite 
der  anderen  Schaar  angehörende  Erzeugende  des  Hyperboloids  senkrecht 
zur  Ebene  A'B'C]  diese  schneidet  die  Lothe  ahc^  weshalb  ihre  Projec- 
tionen auf  Alß  C*  durch  einen  Punkt  gehen. 

Nach  dem  ersten  Lehrsatze  der  genannten  Abhandlung  gehen  nun 
auch  die  Lothe  abc  von  ÄBl  C  auf  die  Projectionen  der  zugehörigen  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  durch  einen  Punkt.  Dies  sind  zugleich  die  Lothe  von 
A  IB^C  auf  die  nach  der  Ebene  ÄßC  orthogonal  projicirenden  Ebenen  des 
Dreiecks  ABC. 

Nun  projicire  man  die  Figur  auch  auf  die  Ebene  ABC.  Die  Lothe 
ah'c  projiciren  sich  als  Senkrechte  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  J.  ^  (7;  mit 
diesen  Projectionen  sind  diejenigen  der  Lothe  abc  identisch.  Da  aber 
letztere  durch  einen  Punkt  gehen,  so  schneiden  sich  auch  die  Projectionen 
von  a'h'c  auf  die  Ebene  ABC  in  einem  Punkte.  Errichten  wir  in  diesem 
Punkte  das  Loth  zur  Ebene  il^C,  so  schneidet  dasselbe  die  Geraden  a  6' c 
und  ist  zu  d^  parallel.  Es  giebt  daher  zu  jeder  Seitenebene  des  Tetraeders 
eine  Normale,  welche  alle  vier  Lothe  ah' ci  schneidet,  weshalb  diese  in 
einem  Hyperboloid  liegen. 

Die  Stellungen  der  Seitenebenen  der  soeben  betrachteten  Tetraeder 
bestimmen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  Collineation.  Wir  behaupten, 
dass  die  drei  sich  selbst  entsprechenden  Richtungen  derselben  paarweise 
rectangulär  sind  und  also  ein  Tripel  harmonischer  Pole  des  imaginären 
Eugelkreises  bilden.  Dies  schliesst  drei  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
Lage  der  acht  Tetraeder  -  Ebenen  ein. 

Legen  wir  nun  durch  die  Ecken  AB  CD  eines  Tetraeders  vier  Gerade 
ahcd^  welche  in  einem  Hyperboloid  liegen.  Zwei  davon,  etwa  a,  &;  sind 
willkürlich.  Durch  C  und  D  lege  man  ihre  gemeinsamen  Transversalen  c 
and  d.    Die  Geraden  c,  d  müssen  nun  mit  a,  b  Tran&Ne\*^^<^u  ^o^  c  «^  £ 


üeber  besondere  affine  Räume.     Von  Dr.  F.  Bützbbrobr. 


sein   und  die  vier  Geraden  ah  cd  müssen   c^,  cf   nach   demselben    Doppel- 
verhäHniss  schneiden,  so  dass: 

(c*.  ahcd)=  {d\  ahcd)=^(d^ .  hadc). 

Legt  man  also  durch  ahcä  das  Büschel  von  Hyperboloiden ,  so  bilden 
die  Schnittpunkte  cd  und  cd'  auf  (f  und  dC  zwei  projectivische  Reihen. 
Von  den  Richtungen  der  Geraden  ah  cd  sind  also  zwei  willkürlich,  die 
dritte  liegt  in  einer  vorgeschriebenen  Stellung  und  bestimmt  die  vierte. 
Diese  vier  Richtungen  haben  demnach  auch  drei  Bedingungen  zu  genügen; 
*dass  letztere  mit  den  oben  genannten  identisch  sind,  erhellt  aus  folgender 
Betrachtung: 

Man  kann  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  als  Situations-Centrum  und 
drei  durch  ihn  gehende  paarweise  rectanguläre  Gerade  als  Achsen  der 
Affinität  erklären ;  zudem  sind  die  drei  ProportionalitätsFactoren  Imn  will- 
kürlich. Weil  nun  der  Raum  oo^  Punkte  und  der  Kugelkreis  oo'  Tripel 
hat,  so  giebt  es  oo^  Affinitäten.  Ist  AB  CD  irgend  ein  Tetraeder,  so 
liegen  stets  die  Lothe  von  seinen  Ecken  auf  die  zugehörigen  Seitenebenen 
des  entsprechenden  Tetraeders  in  einem  Hyperboloid. 

Durch  die  Ecken  AB  CD  kann  man  aber  oo^  Gruppen  windschiefer 
Geraden  ah  cd  legen,  die  in  einem  Hyperboloid  sich  befinden.  Zu  jeder 
dieser  Geraden  können  wir  irgend  eine  senkrechte  Ebene  legen  und  diese 
vier  Ebenen  denen  des  Tetraeders  AB  CD  zuordnen;  letzteres  ist  auf 
00^  Arten  möglich.  Es  giebt  daher  wieder  oo^  solcher  Affinitäten;  diese 
sind  mit  den  vorigen  identisch. 

Liegen  also  zwei  Tetraeder  so,  dass  die  Lothe  aus  den 
Ecken  des  einen  auf  die  zugehörigen  Ebenen  des  anderen  in 
einem  Hyberboloid  liegen,  so  bestimmen  sie  eine  Affinität, 
deren  Achsen  paarweise  rectangulär  sind;  die  Lothe  ent- 
sprechen sich  paarweise. 

Langenthai,  Juli  1892. 


II. 

Untersuchungen  über  die  auf  die  Krümmung  von 
Curven  und  Flächen  bezüglichen  Eigenschaften  der 

Berührungstransformationen. 

Von 

R.  Mehmke 

in  Darmstadt. 


Erste  Mittheilung. 

Krümmimgseigeiisohaften  der  BerührimgstranBformationeii  in  der  Ebene. 

£s  scheinen  noch  keine  Untersach  ungen  darüber  veröffentlicht  worden 
zü  sein,  nach  welchen  Gesetzen  die  Krümmung  von  Curven  und  Flächen 
sich  ändert,  wenn  diese  Gebilde  einer  Berührungstransformation  unter- 
worfen werden.  Der  Verfasser  hat  im  Frühjahr  1891  diese  Frage  in  An- 
griff genommen  und  theilt  nun  die  einfachsten  seiner  Ergebnisse,  soweit 
sie  die  Berührungstransformationen  in  der  Ebene  betreffen,  hier  mit* 

Der  an  die  Spitze  gestellte  Satz  liefert  u.  A.  (siehe  §  3)  eine  bemerkens- 
werthe  absolute  Invariante ,  welche  die  Form  eines  Doppelverhältnisses  hat 
und  aus  Krümmungen  bezw.  Krümmungshalbmessern  zusammengesetzt  ist, 
femer  (in  §  5)  eine  neue  Methode  zur  Construction  der  Krümmungsmittel- 
punkte von  Curven;  in  §  6  wird  eine  Anwendung  davon  auf  die  kine- 
matische Geometrie  veränderlicher  Systeme  gemacht.  Besonderer  Werth  ist 
auf  die  geometrische  Deutung  der  vorkommenden  analytischen  Ausdrücke, 
namentlich  der  in  §  9  definirten  „Determinante"  einer  Berührungstrans- 
formation, gelegt. 

Nennenswerthe  Kenntnisse  aus  der  Theorie  der  Berührungstransforma- 
tionen sind  zum  Verständniss  dieser  Mittheilung  nicht  erforderlich.  Es 
genügt,  die  ersten  Seiten  von  Herrn  Lie's  ^Theorie  der  Transformations- 
grnppen,  zweiter  Abschnitt,  Leipzig  1890*'  gelesen  zu  haben,  oder  zu  wissen, 
dass     bei     einer    Berührungstransformation    Curvenelemente     transformirt 


*  Inzwischen  sind  zwei  kurze  vorläufige  Mittheilnngen  des  Verfassers  über 
das  Verhalten  der   geodätischen  Krümmung  von  Curven   auf  beliebigen  Flächen 
sowie  der  Hauptkrümm  ungen  von   Flächen  bei  Berührungstransformationeu   er- 
schienen, erstere  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  37  1892  S.  189,  letztere  in  der  Bivista 
^  di  Matern Atica,  p.  169,  1892.    (Anm.  während  des  Druckes.) 


Von  B.  Mehmke. 


da=^da.h 

ist,  unter  de  den  Contingenzwinkel ,  unter  h  eine  zur  Curvennormale  in  x 
parallele  Strecke  von  der  Länge  Eins  verstanden.  Wählt  man  di6  Richtung 
Yon  &  immer  so,  dass  [a &]=>+!,  also  b  aus  a  durch  Drehung  um  einen 
rechten  Winkel   in   positivem  Sinne    erhalten   wird,   so  fällt  da  und  damit 

ds 
auch  der  Krümmungshalbmesser  (>  =  t-  positiv  oder  negativ  aus,  je  nach- 
dem das  Durchlaufen  der  betreffenden  Curvenstelle  im  Sinne  des  Zunehmens 
von  t  eine    Bewegung  bedingt,   welche  mit  einer  positiven  oder  mit  einer 
negativen  Drehbewegung  gleichartig  ist. 

Der  Punkt  x  und  die  durch  ihn  gehende ,  zu  a  parallele  Gerade  bilden 
nach  der  Ausdrucksweise  des  Herrn  Lie  ein  „ Linienelement ^  oder  „Ele- 
ment**  der  Ebene.  Ich  werde  dasselbe  der  Kürze  wegen  das  Element  oder 
Linienelement  (x,  a)  nennen.  Die  Richtung  von  a  soll  als  die  positive 
Richtung  jenes  Elementes ,  die  Richtung  von  b  als  die  positive  Richtung  der 
Normalen  des  Elementes  bezeichnet  werden. 

Eine  beliebige  Berührungstransformation  lässt  sich  durch  zwei  Gleich- 
ungen der  Form 

1)  x  =  f(x,  a), 

2)  ä  =  <p(a;,  a) 

darstellen,  worin  (£,  ä)  das  vermöge  der  Transformation  aus  (2;,  a)  her- 
vorgehende Linienelement  bezeichnet.  Wir  haben  uns ,  wenn  eine  bestimmte 
Curve  transformirt  werden  soll,  x  und  a  als  bestimmte  Functionen  von  t 
zu  denken.     Es  folgt  alsdann  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen 

d^=r-(«a?  +  r-da, 

dx  da 

~      dop  dw 

da  =  ^-dx  +  ^-da, 

dx  da 

oder  da 

dx^=d8,af     da  =  d<s,b 

und   bei    Benützung   entsprechender   Bezeichnungen   für   das   transformirte 

System  _ 

dx=ds.a^     da=^dä.b 
ist, 

3)  ds.ä^dS'^-a  +  da'T-  5, 

dx  da 

jx  —  —  dg>  dq> 

4)  da .b  =  ds--T—a  +  da'-^-  b. 

dx  da 

Die    innere   Multiplication   der  Gleichungen  2)   und  3)   ergiebt   wegen 
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und   ferner   die   äussere   Multiplication   der  Gleichungen  2)   und  4)  wegen 
[«6]=1: 

6)  dä=  ^^  [<P-  ^  ö]  +  <^<^  I  9>  •  ^  M  • 

Man  hat  also 


,_      ds 
d  s 

d  6  f      dq) 


H'^-^^^'h^'i"'!^^] 


oder  da 


ds     -       ds 


d'ä 

df 

dx' 

'      da' 

da 

9    <P 

dx 

a    +    q> 

dq>' 
da 

^) 


Es  erscheint  mithin  ^,  der  zur  Stelle  x  gehörige  Krttmmungshalb» 
messer  der  transformirten  Curve,  als  gebrochene  lineare  Function  des  ent- 
sprechenden Krümmungshalbmessers  q  der  ursprünglichen  Curve.  Liegen 
mehrere  Curven  mit  einem  gemeinsamen  Elemente  (a;,  a)  vor,  so  ist  für 
dieselben  auch  b  gemeinsam  und  es  erhalten  daher  die  Coefficienten  auf 
der  rechten  Seite  der  auf  dieses  Element  bezogenen  Oleichung  7)  bei  allen 
jenen  Curven  dieselben  Werthe.    Hieraus  folgt  aber  der  oben  aufgestellte  Satz. 

Nicht  ganz  überflüssig  mag  die,  vermöge  des  Vorhergehenden  ohne 
Weiteres  als  richtig  zu  erkennende  Bemerkung  sein,  dass  irgend  zwei 
sich  berührende  Curven,  welche  im  Berührungspunkte  die- 
selbe Krümmung  haben,  durch  jede  Berührungstransformation 
in  zwei  Curven  der  gleichen  Beschaffenheit  verwandelt 
werden. 

§  2.  Einige  boBondere  Fälle. 

Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  die  Punkttmnsformationen  und 
unter  den  „eigentlichen^  Berührungstransformationen  im  Sinne  des  Herrn 
Lie  diejenigen,  welche  —  wie  die  Transformation  durch  reciproke  Polaren 
und  die  Fusspunkttransformatiou  —  alle  Punkte  in  gerade  Linien  oder 
umgekehrt  verwandeln,  und  ferner  die  zu  den  Punkttransformationen  dua- 
listischen Transformationen,  welche  gerade  Linien  stets  wieder  in  gerade 
Linien  überführen.  Diesen  drei  Arten  von  Berührungstransformationen 
sollen  später  ausführliche  Untersuchungen  gewidmet  werden;  hier  kommt 
es  zunächst  nur  auf  die  Besonderheiten  an,  welche  bei  denselben  die  pro- 
j'ecii'ven  Panktreibea,  von  denen  im  Fundamentalsatie  die  Rede  iat.^  zeigen. 


Von  B.  Mbhmkb.  13 

g|  —  gs  .  Qi  —  Qi 

seinen  Werth  nicht,  wenn  man  auf  jene  Cnryen  eine  beliebige 
Berührnngstransformation  in  ihrer  Ebene  anwendet. 

Die  in  §  2  besprochenen  besonderen  Fälle  geben  Anlass  zu  folgenden  Sätzen: 
Bezeichnen   Ä;^,  X;^,  h^^  h^  die  Krümmungen  von  vier  belie- 
bigen,  sich  in  einem  Punkte  berührenden  ebenen  Curyen  im 
Berührungspunkte,  so  bleibt  der  Werth  des  Verhältnisses 

A^  —  A3 

oder  allgemeiner  der  Werth  des  Verhältnisses 

von  allen  in  ihrer  Ebene  ausgeführten  Punkttransforma- 
tionen, die  man  auf  die  gegebenen  Curven  anwenden  mag,  un- 
berührt. 

Ferner : 

Sind  Qij  Q^j  ^3,  ^4  die  zum  gemeinsamen  Berührungspunkte 
gehörigen  Krümmungshalbmesser  von  vier  beliebigen,  sich 
in  einem  Punkte  berührenden  ebenen  Curven,  so  bleibt  der 
Werth  des  Verhältnisses 

oder  allgemeiner  der  Werth  des  Verhältnisses 

93  —  94 
ungeändert,   falls  man  jene  Curven  einer  derartigen  Berühr- 
ungstransformation  in   ihrer   Ebene   unterwirft,   welche   alle 
geraden  Linien  wieder  in  gerade  Linien  überführt« 

Für  die  linearen  Transformationen  endlich  erhält  man  auf  dieselbe 
Weise  den  längst  bekannten  Satz,  dass,  wenn  auf  zwei  sich  in  einem 
Punkte  berührende  ebene  Curven  eine  solche  angewendet  wird,  das  Ver- 
hältniss  der  zum  Berührungspunkte  gehörigen  Krümmungen  dieser  Curven 
hierdurch  keine  Aenderung  erleidet.* 

§  4.  Curven  einer  Schaar  mit  gemeinsamem  Element,  deren  Krümmung 

nicht  geändert  wird. 

Eine  weitere  naheliegende  Anwendung  des  Fundamen talsatzes  besteht 
in  der  Bestimmung  derjenigen  Curven  einer  unendlichen  Schaar  mit  einem 
gemeinsamen   Elemente,   deren  Krümmung  in   diesem  Elemente  bei  einer 


^  S.  Stephen  Smith,   On   the  focal  properties  of  homographic  figures, 
Proeeedio^s   of  the  London  Matbem.  Society,  Bd.  2,  S.  19ö— ^4%,  \%^^— \^^^\ 
der  betreffende  Satz  ßndet  eich  auf  8.  212. 
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entsprechende  Curventangenten  xt  und  xt  (Fig.  1)  unter  rechtem  Winkel 
anf  einer    festen  Achse  A,     Dass  man  es  mit  einer  Berührungstransforma- 
tion za  thun  hat,  ist  ohne  Weiteres  klar.    Weil  augenscheinlich  alle  geraden 
Linien    in   eben   solche  transformirt   werden,  so   sind  je  zwei  Reihen  ent- 
sprechender  Krümmungsmittelpunkte  ähnlich  (§  2),   weshalb  die  Kenntniss 
▼on    zwei    Paaren    (im  Endlichen    gelegener)    entsprechender  Krümmungs- 
mittelpnnkte  ausreicht.     Nehmen  wir  zur  Gewinnung  solcher  als  Cnrven  im 
ersten  Systeme  den  Punkt  x  und  diejenige  Curve  an,   deren  Transformirte 
der  Pankt  Ic  ist.     Dreht  xt  sich  um  o;,   so  umhüllt  tx  die  Parabel,  deren 

Fig.  1. 


Brennpunkt  x  und  deren  Scheiteltangente  Ä  ist;  umgekehrt  verwandelt  sich 
die  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  x  und  der  Scheiteltangente  Ä  durch  die 
Transformation  in  den  Punkt  x.  Sehr  leicht  folgt  hieraus  mit  Hilfe  des 
Satzes,  dass  jede  Parabelnormale  mit  dem  zugehörigen  Brennstrahle  und 
der  Achsenrichtung  gleiche  Winkel  bildet,  eine  von  den  genannten  Geo- 
metem  bereits  angegebene  Beziehung:  Das  im  Tangentenschnittpunkt  t  auf 
Ä  errichtete  Loth  geht  durch  den  Schnittpunkt  u  der  entsprechenden  Curven- 
normalen  xu  und  xu.  Nun  weiss  man,  dass  bei  der  Parabel  die  Projec- 
tion  des  Krümmungshalbmessers  auf  den  zugehörigen  Brennstrahl  gleich 
dem  Doppelten  des  letzteren  ist.  Weil  die  vorhin  betrachteten  beiden 
Parabeln  den  in  Frage  kommenden  Brennstrahl  xx  gemeinsam  haben,  so  liegt 
es  nahe,  die  in  den  Normalen  xu  und  xu  befindlichen,  aus  entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkten  bestehenden  ähnlichen  Punktreihen  auf  xx  zu 
projiciren,  wodurch  man  wieder  zwei  ähnliche  Punktreihen  erhält.  Seien 
p  und  ]p  die  Projectionen  der  zu  x  bezw.  x  gehörigen  Krümmungsmittel- 
punkte der  in  Rede  stehenden  Parabeln  auf  xlc^  dann  ist  also 

xp==2xx^    xp=^2xx^ 
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^■^^w,-*.     N.'N.'^w-  X.   -S.-X   . 


Nach  dem  Satze  in  §  1  bilden  dann  die  zum  Punkte  x  ge- 
hörigen Krümmnngsmittelpunkte  der  gegebenen  Sjstem- 
cnrven  und  die  zum  Punkte  x  gehörigen  Krümmungsmittel- 
punkte ihrer  HUllbahnen  zwei  projective  Punktreihen. 

Bei  starren  Systemen  kommt  dieser  Satz  auf  Bekanntes  hinaus. 

§  7.  Geometrische  Bedeutung  der  Coefflcienten  in  der  Oleichung 

^     qy  +  i 

In  §  1  ist  gezeigt  worden,  dass,  wenn  ds  und  da  Bogenelement  und 
Contingenzwinkel  für  irgend  eine  Stelle  einer  beliebigen  Curve,  d's  und  d'ä 
dieselben  Grössen  für  die  entsprechende  Stelle  ihrer  Transformirten  be- 
zeichnen, zwei  Gleichungen  der  Form 

5')  dl^dsct'\-dcß 

und 

6*)  dö^=dsy +  (J<yd 

bestehen.  Die  Coefficienten  a,  /3,  y,  d  lassen  sich  in  einfacher  Weise  geo- 
metrisch deuten.     Zunächst  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  5)  und  6) : 

8)  «  =  (p|^a  =  ä||^a,    ^  =  ,,|^6  =  ä||^5 

'  ^ox  dx  da  ^da 

und 

9)        ,_[,.|£,]=S|||,.   a  =  [,.|f.]=F|U. 

isi    Gehen  wir  jetzt  noch  einmal  auf  die  Streckengleichungen 

3)  (J5.a  =  d5  •  T^  a  +  (f  (^  •  —  5, 

gx  da 

4)  dä.6=(f5.|^a  +  ci(y-|^& 
'  dx  da 

zurück.  Da  eine  Berührungstransformation  vorliegt,  so  dürfen  die 
Strecken  ä,  h  nur  von  der  Lage  des  Elementes  o^,  a,  nicht  aber  vom  Ver- 
hältnisse der  Grössen  ds  und  da,  d.  h.  von  der  Krümmung  der  zu  trans- 
formirenden  Curve  an  der  betreffenden  Stelle  abhängen.  Dazu  ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  Strecken 

^-  a   und   TT-  0 
dx  oa 

parallel  sind  und  ebenso  auch  die  Strecken 

^a  und   ^6. 
dx  da 

Die  ersten  beiden  Strecken  sind  alsdann  parallel  zu  ^,  die  beiden 
letzten  parallel  zu  2».  Ausserdem  haben  die  Strecken  ä  und  &  die  Länge 
'E'iDB,    Folglich  Ist  beiapielaweiae  das  innere  Product 

Zeiuohrift  f.  MMtbematik  u.  Physik.  38.  Jahrg.  ISys.  1.  Heft.  ^ 
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gleich  der  Länge  der  Strecke  t-  a ,  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  plus  oder 

dx 

minus,  je  nachdem  die  genannte  Strecke  dieselbe  Richtung  hat,  wie  a,  oder 
die  umgekehrte,  ebenso 


gleich  der  mit  richtigem  Vorzeichen  genommenen  Länge  von  ^—  a  u.  s.  w. 

Also: 

Die  Coefficienten  a,  /3,  y^  ö  sind  der  Reihe  nach  gleich 
den  mit  bestimmten  Vorzeichen  yersehenen  Längen  der 
Strecken 

äi^'      Fa^^      ä^^'      F^^^ 

bei  deren  Messung  als  positive  Richtungen  diejenigen  von 
ä  und  T  genommen  werden  müssen. 

Hiervon  wird  in  §  10  Oebrauch  gemacht  werden. 

Was  ist  aber  die  eigentliche  Bedeutung  z.  B.  der  Strecke  -^  a?     Sie 

ex 

stellt  die  partielle  Ableitung  von  ^=  f{x,  a)  nach  x  iji  der  Richtung  a  vor. 
Daraus  folgt:  Ertheilt  man,  ohne  die  Richtung  von  a  zu  ändern,  dem 
Punkte  X  eine  kleine  Verschiebung  von  der  Grösse  ds  in  der  Richtung  von 
a  und  nennt  man  d\  die  Grösse  der    hierdurch   hervorgerufenen    (zu  ä 

parallelen)  Verschiebung  von  F,  dann  ist  die  Länge  von  r—  a,  also  o,  gleich 

ox 

lim  ^  für  ef5  =  0. 
ds 

Ferner:  Lässt  man  bei  festem  x  die  Strecke  a  sich  um  einen  kleinen 
Winkel  da  drehen  und  bezeichnet  man  mit  dl^  die  Grösse  der  zugehörigen 

(wieder  zu  a  parallelen)  Verschiebung  von  F,  so  ist  die  Länge  von  -r-  b. 

da 

also  /?,  gleich 

Um  ^  für  (l<y  =  0. 
de 

Eine  ähnliche  Bedeutung  haben  y  und  6. 

Eine  vielleicht  noch  anschaulichere  Erklärung  der  fraglichen  Grössen 
wird  durch  die  Benützung  des  Geschwindigkeitsbegriffes  ermöglicht,  nämlich: 

Es   ist    €t  bez.   y  gleich   der   Grösse   der   Geschwindigkeit, 

mJi  welcher   der  Punkt   des   Linienelementes,    das    durch    die 

-BerühruDgatrauBformAtion      aus     einem     göge\>^Ti^\i     lA\\i\^v\.- 
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elemente  hervorgeht,  sich  in  seiner  Linie  bewegt  bezw.  gleich 
der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  die  Linie  des  Ele- 
mentes um  den  Punkt  sich  dreht,  wenn  bei  fest  bleibender 
Linie  des  gegebenen  Elementes  dessen  Funkt  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Eins  rn  seiner  Linie  verschoben  wird.  Dagegen 
ist  ß  bezw.  d  gleich  dem  Wertbe,  den  die  genannte  Geschwindig- 
keit bezw.  Winkelgeschwindigkeit  annimmt,  wenn  bei  fest- 
bleibendem Punkte  des  gegebenen  Linienelementes  die  Linie 
desselben  um  den  Punkt  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
Eins  dreht. 

Auf  Grund  vorstehender  Ergebnisse  können  bei  geometrisch  definirten 
Berflhrungstransformationen  die  Werthe  der  Coefficienten  o,  ß^  y,  ö  mit- 
unter durch  ganz  elementare  Betrachtungen  gefunden  werden. 


§  8.  Beispiel:  FnsspunlEt« Transformation. 

Bei  dieser  Transformation  entspricht  jeder  Geraden  der  Fusspunkt  des 
von  einem  festen  Punkte  o  auf  sie  gefällten  Lothes;  eine  beliebige  Curve 
wird  also  in  ihre  Fusspunktcurve  bezüglich  des  Punktes  o  übergeführt.  Es 
entsteht  die  Aufgabe,  den  zu  einer  beliebigen  Stelle  gehörigen  Krümmungs- 
halbmesser "q  der  Fusspunktcurve  durch  den  entsprechenden  Krümmungs- 
halbmesser Q  der  gegebenen  Curve  auszudrücken.  Wir  wissen  bereits,  dass 
eine  Beziehung  der  Form 

gy  +  ö 

vorhanden  sein  muss  und  wollen  jetzt  nach  der  im  letzten  Paragraphen  ent- 
wickelten Methode  die  Coefficienten  in  derselben  bestimmeu ,  indem  wir  uns 
auf  die  elementarsten  Hilfsmittel  beschränken. 

Seien  x  und  "x  zwei  entsprech-  ^-  ^• 

ende  Punkte  der  beiden  Curven. 
Wird  X  in  der  Tangente  der  ge- 
gebenen Curve  verschoben,  so  än- 
dert H  seiue  Lage  nicht;  folglich 
ist  a  =  0.  Dreht  man  die  Tan- 
gente der  gegebenen  Curve  um 
ihren  Berührungspunkt  x^  etwa  im 
Sinne  der  ührzeigerbewegung ,  um 
einen  kleinen  Winkel  da,  so  be- 
wegt sich  X  bis  zu  einer  Stelle  ü^ 
(s.  Fig.  2)  auf  dem  Kreise,  der  ox 
zum  Durchmesser  hat.  Folglich  geht 

die  Normale  der  Fusspunktcurve  durch  den  Mittelpunkt  m  dieses  Kreises, 
wie  bekannt    Die  Winkel  xoxi  und  xxHi  sind  einander  gVeiväcL.   \i^tet^«t 
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in  jedem  Dreieck  der  Quotient  aus  einer  Seite  und  dem  sin  des  Gegen- 
winkels gleich  dem  Durchmesser  des  nmbeschriebenen  Kreises  ist,  so  hat  man 


ß 


da 


Qu  SC* 


Um    .    .- '  -  ,  =  005,  oder  ß  =  r. 
8in{xoxi) 


wenn  mit  r  der  Abstand  des  Punktes  x  von  dem  festen  Punkte  o  bezeichnet 
wird.     Ferner  ist  offenbar  Winkel  xmx^,  der  zu  da  gehörige  Drehwinkel 

der  Normalen  Um  und  folglich  auch 
derjenige  der  Tangente  in  x  an  die 
Fusspunktcurye,  gleich  2 da.  Auch 
drehen  sich  die  beiden  einander' ent- 
sprechenden Tangenten  in  gleichem 
Sinne.  Daher  ist  d  =  2.  Um  endlich 
noch  /  zu  bestimmen,  verschieben  wir 
X  in  der  Tangente  der  gegebenen  Curve 
etwa  bis  o?,  (Fig.  3).  Dadurch  komme 
m  nach  ni].  Die  Normale  xm  hat 
sich  in  anderem  Sinne,  als  das  erste 
Mal,  gedreht,  also  ist  y  negativ.  Sei 
Winkel  mxm^'=d'ä^  dann  wird, 
weil  Winkel  tninii  =  Winkel  mom^ 
s=  Winkel  xox^^ 

d'ä      ,.    sin{xox^) 


y  =  Um  —  =  Um 


XXt 


XX, 


d.  h.  y  ist  gleich  dem  Beciproken  vom  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchen 
der  um  das  Dreieck  xx^o  beschriebene  Kreis  beim  Zusammenfallen  von  x^ 
mit  X  übergeht«  Der  fragliche  Kreis  berührt  x'x  in  x  und  geht  durch  o, 
zieht  man  daher  on  senkrecht  ox  und  xn  senkrecht  xlc^  so  ist  xn  ein 
Durchmesser  jenes  Kreises.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  nxo  und 
xox  folgt  jedoch  1  _  o  « 

Wird  also  noch  die  Entfernung  ox  mit  r  bezeichnet,  so  ist 


Man  hat  somit 


y  =  -7r 


^  = 


r» 


-^■^  +  2     -^r+2r« 


§  9.  Determinante  einer  Berührung stransformation.   Elemente^  für  welche 

die  Determinante  verschwindet 
Der  Ausdruck  A  =  a6-/Sy, 

dessen  Werlh  natürlich  im  Allgemeinen  von  der  Lage  des  Linienelementes 
(a?,  a)  abhängt,  soll  die  Determinante  der  Bei\\\ixxx\vgÄVTWL^lo\m%XivöXL  ^^x 
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jenes  Element  oder  in  demselben  genannt  werden.  Wir  wollen  untersuchen, 
welche  Folgen  es  hat,  wenn  die  Determinante  A  in  einem  gegebenen 
Linienelemente  (x,  d)  yersch windet 

Von  dem  Falle,  dass  die  Grössen  o,  /?,  y^  i  nicht  alle  endlich  sind, 
soll  hier  abgesehen  werden.  So  lange  nur  die  Krümmungshalbmesser  von 
Carven,  die  jenes  Element  enthalten,  und  zwar  die  zu  eben  diesem 
Elemente  gehörigen,  in  Frage  kommen,  sind  die  Grössen  a,  ß,  y,  ö  in 
der  Gleichung 

-      9<»  +  ß 


?  = 


gy  +  8 


constant.     Bildet  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Ableitung  von  g  nach 

Qf  so  kommt 

d'g aÄ  — jSy A 

Wenn  daher  A  verschwindet,  ohne  dass  (py  +  ^)  Null  ist,  so  ver- 
schwindet anch  dö'/dQ  und  es  wird  folglich  ^  constant.  Verschwindet 
neben   A   auch   (^/  +  d),   nicht  aber  jede  der  Grössen  y  und  6,   so   wird 

offenbar  {ga  +  ß)  ebenfalls  Null,  also  erhält  man  für  ^  den  Ausdruck  ^i 

d.  h.  lg  hängt  von  g  nicht  mehr  ab  und  kann  jeden  beliebigen  Werth  an- 
nehmen. Sind  y  und  6  beide  Null,  so  erhält  g^  immer  denselben  Werth, 
nämlich  oo,  so  lange  nicht  igci  +  ß)  verschwindet;  im  letzteren  Falle  wird 
p~  unbestimmt.     Wir  haben  somit  gefunden: 

Werden  zwei  Curven,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren, 
ohne  hier  gleiche  KrUmmung  zu  haben,  einer  Berührungstrans- 
formation unterworfen,  deren  Determinante  im  gemeinsamen 
Elemente  jener  Curven  verschwiudet,  so  gehen  dieselben  ver- 
möge der  Transformation  im  Allgemeinen  in  zwei  solche  Curven 
über,  die  sich  im  gemeinsamen  Punkte  osouliren. 

Umgekehrt  kann  man  leicht  zeigen,  dass  zwei  sich  lediglich  berührende 
Curven  blos  dann  in  zwei  sich  osculirende  übergeführt  werden,  wenn  die 
Determinante  der  Berührungstransformation  im  Beruh rungselemente  Null  ist. 

Ferner: 

Die  projective  Beziehung,  welche  nach  dem  Satze  in  §  1 
zwischen  je  zwei  aus  entsprechenden  Erümmungsmittelpunkten 
gebildeten  geraden  Punktreihen  besteht,  artet  aus,  wenn  die 
Determinante  der  Berührungstransformation  für  das  gemein- 
same Element  der  Schaar  von  Curven,  zu  welchen  die  erste 
Reihe  von  Krümmungsmittelpunkten  gehört,  verschwindet;  und 
zwar  in  der  Weise,  dass,  abgesehen  von  einem  bestimmten 
Punkte  der  ersten  Beihe^  allen  Punkten  derselben  ein  und  der 
DämJicbe  Pankt  der  zweiten  Beihe  entspticVit)  ^^\ii^\idi  öi^x  ^^i^ 
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geordnete   Pnnkt  des  genannten   Ausnahmepanktes   der  ersten 
Keihe  innerhalb  der  zweiten  Reihe  unbestimmt  bleibt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  durch  jeden  Funkt  und  auf  jeder  Geraden 
Linienelemente,  für  welche  die  Determinante  einer  gegebenen  Bertthrungs- 
transformation  verschwindet.  Sie  bilden  nach  der  Ausdrucksweise  von 
C leb  seh  eine  Haupt -Coincidenz,  oder  nach  derjenigen  von  Herrn  Lie 
eine  Elementen  -  itfj  (Elementen  -  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen). 
Es  Iftsst  sich  aus  ihnen  ein  System  von  Integralcurven  (resp.  Elementen-Üf  J 
zusammensetzen 9  die  man  etwa  die  Determinantencurven  der  Be- 
rührungstransformation nennen  könnte. 

§  10.  Verschiedene  Ausdrücke  für  die  Determinante  einer  Berülirungs- 
transformation.    Geometrische  Bedeutung  derselben. 

Die  in  §  7  angestellte  Untersuchung  ergab,  dass  die  Strecken  ^  a 

und  ^—  6  zu  öT,  die  Strecken  r—  a  und  -r--  ^  zu  6  parallel  und  die  Längen 
da  dx  da         _  ° 

jener  Strecken,  in  der  Richtung  von  u  resp.  b  gemessen,  beziehentlich 
gleich  a,  ß^  y,  ö  sind.     Somit  hat  man 

10)  l^a^a.ä,      |{b  =  ^.ä. 

11)  |!«=)'-^   l!^  =  «-^- 

ox  oa 

Daraus  folgt,  weil  [a&]  =  l: 

Das  giebt  für  die  Determinante  A  der  Berührungstransformation  im 
Elemente  (o;,  a)  den  neuen  Ausdruck 

welcher  eine  einfache  geometrische  Deutung  zulässt.  Man  trage  von  dem 
Funkte  des  transformirten  Linienelementes  (ic,  ä)  in  der  positiven  Richtung 
seiner  Linie,  d.  h.  also  vom  Funkte  x  in  der  Richtung  TT,  eine  Strecke 
von  der  Länge  Eins  ab  und  bezeichne  den  Endpunkt  mit  is.     Dann  ist 

e=:x  +  ä=f{x^  a)  +  q>(x,  a). 
Hieraus  folgt: 

ox        dx  .      ox  da        oa        da 

Man  verbinde   diese  beiden  Gleichungen  durch  äussere  Multiplication. 

Weil  nach  dem  Früheren  die  Strecke  z—  a  parallel^  zur  Strecke  r—  h    und 
a  o  OX  oa 

ebenso ^ — a  parallel  zu  -^b'  ist,  so  wird 


Von  R.  Mbhmkb.  23 

Daher  ist 

In  Worten: 

Lftsst  man  zuerst  den  Punkt  x  des  gegebenen  Linien- 
elementes (x^  a)  mit  der  Geschwindigkeit  Eins  in  der  positiven 
Bichtnng  der  Linie  des  Elementes  (d.  h.  in  der  Richtung  a)  sich 
bewegen,  dann  umgekehrt  die  Linie  des  Elementes  um  den 
Punkt  desselben  in  positivem  Sinne  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Eins  sich  drehen,  und  bildet  man  aus  den  (nach  OrOsse 
und  Richtung  aufgefassten)  Geschwindigkeiten,  welche  infolge 
dessen  der  oben  definirte  Punktier  im  einen  und  im  anderen  Falle 
erhftlt,  ein  Parallelogramm,  so  ist  der  Inhalt  desselben  (nach 
Grösse  und  Vorzeichen)  gleich  der  Determinante  A  der  ge- 
gebenen Berührnngstransformation  im  Elemente  (x,  a). 

Ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes 
giebt  die  Bertthrungstransformation  ab ,  welche  jede  Curve  in  eine  Parallel- 
curve  überführt  und  darin  besteht,  dass  jedes  Element  (o;,  a)  senkrecht  zu 
seiner  eigenen  Richtung  um  einen  constanten  Betrag  verschoben  wird.  Es 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  in  diesem  Falle  x  mit  der  Geschwindigkeit  Eins 
in  der  Richtung  a  sich  bewegt,  der  Punkte  das  Gleiche  thut,  und  femer, 
dass,  wenn  a  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Eins  in  positivem  Sinne  um 
X  sich  dreht,  von  ä  die  gleiche  Bewegung  um  x  ausgeführt  wird,  also  g 
die  Geschwindigkeit  Eins  parallel  zu  "b  (senkrecht  zu  a  oder  a)  erhält 
Jene  beiden  Geschwindigkeiten  von  b  bilden  somit  ein  Quadrat  von  der 
Seitenl&nge  Eins  mit  positivem  Umlaufssinn,  d.  h.  es  wird  A  =  -f  1*  Reelle 
Linienelemente  mit  verschwindender  Determinante  sind  hier  nicht  vorhanden, 
abo  auch  keine  reellen  Determinantencurven. 

§11.  Fortsetsung.    Die  Determinante  einer   Berührnngstransformation 

als  OetchwindigkeitsverhaltnisB. 

Den  Gleichungen  2)  und  10)  zufolge  ist 

Man  leite  diese  Gleichung  in  der  Richtung  a  partiell  nach  a;  ab,  d.  h. 

a 

führe  die  Operation   ^—  a  auf  dieselbe  aus.     Man  erhält 

ox 
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Durch  Ausführang  der  Operation    r—  b  auf  dieselbe  Gleichung  ergiebt 
.  ,  da 

sich 


d 
d 


£»=('i:,).|.^+l.(^.,+|r,). 

a         \da    J   ox        a    \dxda  dx  / 


Setzt  man  für  ^  a  und  ^^  h  die  gefundenen  Werthe  in  Gleichung  12) 

ox  da 

ein,  so  kommt  bei  Berücksichtigung  von  Gleichung  13): 

Die  partielle  Ableitung  der  Gleichung  13)  nach  x  in  der  Richtung  a 
liefert  jedoch 

[S--K']+K-il'fe'«]=»- 


Daher  wird 


oder 


a    [,dx     dx  J         L«  ^^      ^«  -I 


,5,  ^-y/M^-%'1 


Zu  demselben  Ergebnisse  kann  man  auf  fihnliche  Weise  gelangen, 
indem  man  von  der  Gleichung 

ausgeht.     Wenn  daher  auch  a  identisch  yersch windet,  so  bleibt  die  Gleich- 
ung 15)  doch  bestehen. 

Gleichung  15)  ist  einer  einfachen  Deutung  Alhig.  Weil  nämlich  b=>\'(i 
oder  äs  — |&  ist,  so  kann  man  jene  Gleichung  schreiben 

Das  heisst: 

Ertheilt  man  bei  unveränderter  Richtung  des  gegebenen 
Linienelementes  (a;,  a)  seinem  Punkte  x  die  Geschwindigkeit 
Eins  in  der  positiven  Richtung  der  Normalen  des  Elementes, 
dann  ist  die  Projection  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich 
infolge  dessen  der  Punkt  x  des  transformirten  Elementes  be- 
wegt, auf  die  positive  Richtung  der  Normalen  des  letzteren 
Elementes  gleich  der  Determinante  der  gegebenen  Berührungs- 
transformation im  Elemente  {x,  a). 

Nehmen  wir  als   Beispiel   die  bereits  in  §  8  untersuchte  Fusspunkt- 

transformatiou.     Es  bezeichne  wieder  o  den  Lothpunkt,  r  resp.  7  die  Ent- 

femang  desselben   von  x  resp.  x  ^  m  die  Mitte  zwischen  x  und  o.     Seien 

ferner  die  einander  gleichen  Winkel  fnxo  und   xom  dvitO^x  -^V  >ö^x^\Odxä\», 


Von  R.  Mbhmkb.  25 


Wird  das  gegebene  Linienelement  normal  zu  seiner  Richtung,  also  normal 
zu  XX ^   um  irgend  einen  Betrag  verschoben,  so   erleidet  offenbar  x  eine 

gleich  grosse  und  gleich  gerichtete  Verschiebung ,  also  hat  die  Strecke  ^  h 

ox 

die  Länge  Eins  und  sie  ist  parallel  mit  xo»  Da  nun  die  Normale  des 
transformirten  Elementes  bekanntlich  durch  m  geht,  so  hat  man 

.  r 

r 

welches  Ergebniss  auch  durch  die  Formel  für  '^  in  §  8  geliefert  wird. 
Abgesehen  von  den  Elementen  mit  unendlich  fernem  Punkte  (r  =  Qo)  ver- 
schwindet also  die  Determinante  der  Fusspunkt  -  Transformation  für  jedes 
Element^  dessen  Linie  den  Lothpunkt  o  enthält  (r  =  0),  und  die  Deter- 
minantencurven  bestehen  daher  in  diesem  Falle  in  der  Gesammtheit  der 
durch  0  gehenden  geraden  Linien« 

§  12.  Erweiterung. 

Der  im  letzten  Paragraphen  gefundene  Satz  lässt  sich  verallgemeinem. 
Das  Element  (x,  ä)  werde  einer  beliebigen  unendlich  kleinen  Lagenänder- 
ung unterworfen.  Die  Verschiebung,  welche  x  hierbei  erfahrt,  sei  (nach 
Länge  und  Richtung)  gleich  dx\  die  Verdrehung  der  Linie  des  Elementes 
betrage  de.  Man  zerlege  dx  in  zwei  Componenten  parallel  den  Strecken 
a  und  h.  Sind  dl  und  dfn  die  in  der  Richtung  a  resp.  h  gemessenen 
Längen  jener  Componenten,  so  hat  man 

dx  =  dk.a  +  diA.b. 
Ferner  ist 

da  =  ds.h. 
Daher  wird 

Durch  äussere  Multiplication  mit  ä  folgt  hieraus,  weil 

[j.|r.].o.    [a-.|.]=0 

und  nach  Gleichung  15)       p     p/*    -i 

[ä.^-^5]  =  A  ist, 

Andererseits  ist  wegen  [aa]  =  0,     [a5]  =  1 : 

[adx]  =  dfi, 
also 
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oder  auch 

Dieses  Ergebniss  können  wir  ausdrücken  wie  folgt: 

Unterwirft  man  das  Linienelement  (x,  a)  einer  beliebigen 
unendlich  kleinen  Lagenttnderung  und  bezeichnet  man  mit  dfi 
die  Projection  der  Verschiebung,  welche  der  Punkto;  des  Ele- 
mentes hierbei  erfährt,  auf  die  Normale  des  Elementes;  mit  d^ 
die  Projection  der  durch  jene  Lagenänderung  hervorgerufenen 
Verschiebung  des  Punktes  x'  auf  die  Normale  des  transfor- 
mirten  Elementes  (jc^a)^  so  ist  die  Determinante  der  gegebenen 

Berührungstransformation  im  Elemente  (x^  a)  gleich  —-• 

Natürlich  hätte  man  bei  der  Einkleidung  der  Formel  16  a)  in  Worte 
auch  den  Oeschwindigkeitsbegriff  benützen  können. 

Anmerkung.  Führt  man  rechtwinklige  Cartesische  Coordinaten  ein 
und  nennt  man  x^  x^  die  Coordinaten  des  Punktes  x,  6  den  Neigungs- 
winkel des  Linienelementes  (x,  a)  gegen  die  erste  Coordinatenachse,  so  ver- 
wandelt sich  das  äussere  Streckenproduct  [adx]  in  den  j,Pf  äff 'sehen  Aus- 

druck  ** 

cos  0  dx^  —  fitn  0  dXif 

welcher,  von  Herrn  Lie  in  'etwas  anderer  Form  geschrieben,  in  dessen 
Entwickelungen  eine  wichtige  Bolle  spielt.  Gleichung  16)  zeigt,  dass  A, 
die  Determinante  einer  Berührungstransformation  im  Elemente  (x,  a),  gleich 
dem  Factor  ist,  welcher  aus  dem  Pfaff'schen  Ausdruck  [ad^']  hervor- 
tritt, wenn  man  auf  ihn  jene  Berührungstransformation  anwendet  Es  ent- 
spricht also  A  der  Grösse,  die  Herr  Lie  im  zweiten  Abschnitte  seiner 
Theorie  der  Transformationsgruppen  mit  q  bezeichnet  und  von  welcher  er 
zeigt  —  was  auch  aus  unseren  Ergebnissen  mit  Leichtigkeit  sich  folgern 
lässt  — ,  dass  sie  nicht  identisch  verschwinden  kann ,  ohne  im  üebrigen  auf 
ihre  geometrische  Bedeutung  einzugehen. 


m. 


Ueber  einige  lineare  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Lohnstein 

In  Hamburg. 


Hat  die  determinirencle  Fnndamenialgleichnng,  welche  zu  einem  in 
leicht  Terständlicher  Bezeichnung  „regulttren"  singulSren  Punkt  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gehört,  eine 
Doppelwnrzel  r,  so  gehören  zu  dem  singulSren  Punkte  bekanntlich  zwei 
Fnndamentalintegrale 

Es  ist  femer  bekannt,  dass  man  durch  eine  einfache  Transformation 
die  Gleichung  immer  so  umformen  kann,  dass  r  =  0  ist  (vergl.  z.  B«  die 
Dias,  von  Herrn  Heffter,  Berl.  1886).  Denken  wir  uns  diese  Trans- 
formation vorgenommen,  so  sind  die  beiden  Integrale  von  der  Form 

Es  kommt  nun  darauf  an ,  nachdem  die  Reihe  $|  {x)  gefunden  ist, 
die  Reihe  $,  {x)  möglichst  einfach  herzuleiten ,  und  ich  will  im  Folgenden 
xonScbst  an  zwei  einfachen  bekannten  Beispielen  ein  hierzu  geeignetes  Ver- 
fahren angeben. 

Ich  betrachte  erstens  die  bekannte  Qleichung 

3)  y®+^y'-m»y  =  0. 

Ihr  genOgt  in  der  ümgebnng  der  Stelle  x  =  0  die  Potenzreihe 

..  =1+V w»*«» 

*'        yi        +^2.4...2Ä(2n  +  l)(2n  +  3)...(2n  +  2A;-l) 

Ihr  zweites  Integral  hat  bekanntlich  die  Form 
f.  ^   •-»«fl  +  V m"«»* \ 
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Für  n  =  ;T  werden   die  beiden  Ausdrücke  identisch;   es  erhalten  beide 

Wurzeln  der  zu  ^  =  0  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 
den  Werth  Null  und  an  die  Stelle  von  y^  tritt  ein  logarithmisches  Supple- 
mentintegral,    um  dieses  zu  finden,  setzen  wir  in  Gleichung  3),   nachdem 

wir  w  =  .j  gemacht  haben,  y^^yjogx  +  e,  90  genügt  e  der  Differential- 
gleichung mit  rechter  Seite 

Andererseits  genügt  für  beliebige  Werthe  von  n  die  Function  u=^^ 
ebenfalls  einer  Differentialgleichung  mit  rechter  Seite;  nämlich 

dx^\dn/       X  dx\dn/  \dnJ  x\dx/ 

*  die  Ableitung  der  Reihe  (4)  bedeutet.   Für  n  =  ^  sei  (  ^— )       =^01 
so  gilt  für  Uq  die  Differentialgleichung 

dx*     X  dx  ^         X  \dx  /n=j 

d.  h.  dieselbe  wie  6).     Daher  ist 


worin    , 
dx 


9)  «=--*,(«)  =  (fj)^^ +)'iyi  +  }'»y». 


worin  y^  y^  zwei  linear  unabhängige  Particularintegrale  der  Gleichung 
y(2)  +—y'^m^y^=0,  und  Yi  i  y%  ^^  bestimmende  Constanten  bedeuten.    Für 

X 

y^  und  ^2  k&nn  man  die  beiden  zu  ^  =  0  gehörigen  Fundamentalintegrale 
nehmen«  Ferner  kann  man  immer  annehmen,  dass  für  x^=^0 fs^=^^^(x)  ver- 
schwindet.    Daraus  ergiebt  sich  7i  =  /s^^9  ^^^  somit 

'»)         •=*.»=©..,• 

Setzt  man 
11)  (2n  +  l)(2n  +  3)...(2n  +  2Ä-l)  =  <^*(n), 

so  wird  die  Reihe  4) 

—  1-1.  NT?  tn^^x^^        1 
^*~    "*"^2.4...2ä;  q>k{ny 
daher 

,„.                          dy^_     .^  m^-x^"   W(n) 
'  dn Zi  2.4...2Ä  9t (n)" 

Ferner  ist  ipk(n]='2A...2ley  also 


k=C 
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Da  nun 

14X  ^k'(n) 1,1.  1 


<Pk{n)     2n  +  \  •  2n  +  3  '       2n  +  2Ä:-l 
80  wird 

•^1    m^*«**      /l      1  1\ 

^^^  "  =  -^,(2.4...2ife)«ir+2-+"Tj' 

and  wir  erhalten  die  beiden  Integrale 

In  analoger  Weise  kann  man  die  Differentialgleichung 
17^  ^V,    2^-1  dy     1 L_^  =  o 

behandeln ,  welcher  bekanntlich  die  Moduln  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  Genüge  leisten.  Hier  haben  wir  für  den  singulären  Punkt  x=^0 
bekanntermaassen 


''-'^2i'-^.i.'P- 


und  da  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  gleich  sind, 

19)  ^2  =  ^1  logx  +  ^^{x)=^yilogx  +  e, 

wo  g  jetzt  der  Gleichung  mit  rechter  Seite  genügt, 

^,        d'0  ^  2«-l  d£l        1  2     ,  y, 


dx^     x(X'-l)dx     Axix  —  i)  «    *     »(a;— 1) 

Die  Gleichung  18)  geht  aus  der  folgenden  allgemeineren 
21)  dy»     (2r         1    \dy  r- 

hervor,  wenn  r=~  gesetzt   wird.    Letztere   hat   in   der   Umgebung   der 
Stelle  x^O  ein  Integral 

22)  u  (X  r)-\\y  (r+ft-l)«(r+ife-2)«...rt  -jn^*i>.*(r)« 

worin  23) 

{r+ft-l)(r+fc-2)...f  =  i|,*(f),     (2r  +  Ä-l)(2r  +  fc-2)..,2r=9)*(r) 

^  y\ 

ist.     »  =  ^'  genügt  der  Gleichung 
*'*''  ÄF'Ur/^l  ;r  ^x-Vdx\dr  / ^«(x-l) 8r  ~     x  dx     xV^x-VY^" 
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Für  r=^  wird,  wenn  u^  =  f^j  ^     gesetzt  wird, 

d.  h«  identisch  mit  20).    Daraus  folgt ,  ebenso  wie  im  ersten  Beispiel ,  dass 


ist     Nnn  ist 


26) 


gy«^  y  1  2Mr)W{r)<pi'{r)-ipk'(r)^k{ry    ^ 


?=^*1 


t/>*»^        1  1__  1 

f'tW     r+*-l"^r+A;-2'*"*"r 

<lg*'(r) 

2W(r)  __  v*>)_, 
t»»*  (r)       9»*  (r) 


r)        \2r+Ä-l"^2r+Ä-2''"'    2r/ 


Xr+Ä-l    r+* 


1 


1 


1 

Ä-2 ■'■'■' r  "2r+Ä-l    2r+Ä- 2 


~2rj* 


also  fttr  r  =  s-» 


-(r^ 


2 '•'3.4 


-1)2»/ 


(2ä-1)2» 


»*(4)'^1      [(2ft-l)(2»-3)..J]« 


also  schliesslich 


^^^  (f7)r  =  i  =  2'(    2."4...2*7  (o  +  3:4+-\2fc-l)20**' 


somit 


28)' 


;         .  .<T/1.3...2A!-1\V  1^1,        1         \    . 

y.  =  y,tog»  +  4^(    a.4...2fc   )  lr2  +  3-.4+ -(2*31)2*;^ 


Wie  nunmehr  gezeigt  werden  soll,   kann   man  die  vorstehenden  Re- 
sultfite  auf  lineare  homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  über- 
baupt  ausdehnen^   deren   Integrale   sich   überall   regulär  verhalten.     Solche 
bähen  bekanntUcb  die  Form: 
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wenn  t(i(a?)=  /  /(o;  — a<);   Ä{x)^  ^(^)  ganze  Functionen  beziehentlich  des 


=«<' 


Grades  n— 1  und  2n  — 2  sind,  wobei  a^^  (i2*"aH  die  singulttren  Punkte  der 
Differentialgleichung  bezeichnen.  Ferner  kann  man,  aus  der  vorstehenden 
Differentialgleichung  immer  solche  zugehörige  von  der  Form 

'  da?'^  iif{x)  dx^  ^(rc)  ^"" 

herleiten,  worin  Äi{x)  wieder  eine  Function  n  — 1*^  Grades,  j9j(a;)  eine 
solche  n  —  2*^^^  Grades  bezeichnet.  Diese  Form  der  Gleichung  hat  bekannter- 
maassen  die  besondere  Eigenschaft,  dass  für  jeden  der  im  Endlichen  befind- 
lichen singulttren  Punkte  eine  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung den  Werth  Null  hat.  Wir  bringen  nun  die  Gleichung  auf  die 
Form 

^        dx^     \x^y^     x-a^         x-ajdx     xx-a^     x-a^         x-On) 

Hierbei  genügen  die  Grössen  hi  der  Bedingung  2^Jj  =  0.  Eine  der 
singulftren  Stellen  legen  wir  in  den  Nullpunkt  und  schreiben  also  die 
Gleichung  in  der  Form 

^   do?     \x     x-a^         x-an-^v  dx     \x     x-a^  x-a^J'' 

oder: 

wobei  wir  Siüi  durch  it  ersetzt  haben.  Es  genügt  nun,  den  singulftren 
Punkt  a;  =  0  zu  betrachten,  da  wir  durch  eine  Transformation  in  jedem 
Falle  den  singulären  Punkt,  um  den  es  sich  gerade  handelt,  zum  Null- 
punkte machen  können.  Damit  für  x  =  0  beide  Wurzeln  der  determinirenden 
Gleichung  =0  sind,  muss  7  =  1  sein«     Die  Gleichung  ist  alsdann 

6)  0 =y<«) +(i  + -^i- +. . . j:=1-)  «'+ f-^  + -J«— +. .  .-^=i-^V 

''         ^    ^Vt^x-a,^     a;-a«_i/*^Va:(*-Oi)^«(«-o^)^     x{x-an.\)r 
Setzt  man  y  =  y,  I09X  +  «,  so  hat  man  ftlr  t  die  Oleichang 

\X     X-Oi  X-On-lJ        ^«(«-o,)      «(«-o,)  x{x-a„.{)/ 

2 


1) 


x^      X  \x-a^     x-Of  x-an^iJ 


Hierbei  bedeutet  p^   die   Potenzreihe  von  x,   welche  der  Differential- 
ghichuDg  genügt    Es  kommt  nunmehr  darauf  an,  eme  nexx^^  'soü  ^vüsol 
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.»N,    -^     ^^-F     ^^ 


Parameter    k    abhängige  Differentialgleichung   derart   zu  bilden,    dass   die 

Gleichung,  welche  dann  für  ^  resultirt,  für  einen  beliebig  gewählten  Werth 

von  il|,  am  einfachsten  A  =  0,    mit  7)  übereinstimmt.     Dieser  Bedingung 
genügt  man  durch  die  Gleichung 


8) 


9) 


\      X  X  —  ö|  X  —  an^u 

\  «(«  — a,)         »(»  — Og)  »(a;  — o«_i    / 

In  der  That,  u  =  ^  genügt  der  Gleichung 

\     X  x—a^  a?  — a«— 1/ 

\  a;  (rr  —  a,)         x{X'-a^)  a;  (« —  a„)     / 

und  man  erkennt,  dass  für  iL  =  0    9)  mit  7)  und  8)  mit  6)  identisch  wird. 

Man  kann  also  unmittelbar  ;er=(^)         setzen,    d.    h.    man    erhält    das 

zweite  Integral  y^  =  yilogx-\'  0  durch  einen  höchst  einfachen  Differentiations- 
prozess  aus  dem  ersten  y^.  Wesentlich  dabei  ist  allerdings  die  Normalform  5), 
auf  welche  die  Gleichung  gebracht  werden  muss  und  die  sich  als  natur- 
gemässe  Verallgemeinerung  der  Normalform  der  Differentialgleichung  der 
Gau  SS 'sehen  B«ihe  —  wenigstens  für  die  vorliegende  Frage  —  ergiebt 
Für  w=A,  «1=1,     a  +  jS  +  l  — y  =  yi»     aß^dj^  wird  nämlich  5) 

Für  a;  =  0  hat  die  determinirende  Gleichung  eine  Doppelwurzel  Null, 
von  y  =  1  dann  wird  die  Gleichung 

Die  zugehörige  Gleichung  mit  dem  Parameter  k  ist  also 

«Py  ,  /1+2A   ,  a  +  ß\dy  .  i.*  +  (a  +  ß)k  + aß  _^ 


oder 


^j/  ,  /1  +  2A  ,  a  +  ß\dy  ,  («  +  *)(/3  +  A).._^ 
du:''^[     X      "^Ä  - 1 ;  das"*" "     xXx-V^      ^       ' 
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Ist  (o,  n)  =  a(a +  !)...(«  + w  —  1),  so  ist 


also 


=(1?)  =S*^^^  \-^^^"A-A-^At^-^  Ai4i4A)] 

^^A/i=0'^        k\k\      La    a+1       a+ÄJ-1    ß     ß  +  l         ß+Jc-\      \4     2       kjj 

In  dem  obigen  Specialfalle  cr  =  ^,  ß  =  ni  ist  ♦■  durch  ^  +  A  zu  er- 
setzen, um  die  dortige  Behandlung  der  allgemeinen  conform  zu  machen. 

In  dem  Coefficient  von  y  in  der  Gleichung  8)  ist  übrigens  das  Glied  A^ 
nicht  noth wendig;  es  ist  nur  darum  hier  angefügt,  weil  dann  für  den 
Specialfall  der  Oauss'schen  Reihe  o,  ß  einfach  bei  Anwendung  der 
Methode  in  «  +  ^  >  ß  +  ^  übergehen. 


x^ 
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IV. 

Ueber  eine  besondere,  mit  dem  Eegelsohnittbüsohel 

in  Verbindung  stehende  Curve. 

Von 

Benedict  Sporer. 


Hierzu   Tafel  I   Figur  1—5. 


1.  Durch  irgend  vier  Punkte  p  ist  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  B{C*) 
bestimmt,  welche  alle  durch  die  vier  Punkte  p  gehen,  und  zwar  sind  die 
Kegelschnitte  C  so  beschaffen,  dass  durch  jeden  Punkt  q  der  Ebene  ein 
einziger  Kegelschnitt  C*  geht  und  jede  Gerade  Q-  von  zwei  solchen  Kegel- 
schnitten berührt  wird.  Lassen  wir  den  Punkt  q  sich  auf  der  Geraden  G 
bewegen  und  denken  wir  uns  durch  jeden  dieser  Punkte  q  auf  G  den  dem 
Büschel  angehörigen  Kegelschnitt  C^  gelegt,  so  werden  alle  möglichen 
Kegelschnitte  des  Büschels  gebildet  werden  und  zwar  wird  jeder  dieser 
Kegelschnitte  doppelt  auftreten,  entsprechend  den  zwei  Schnittpunkten,  welche 
er  mit  G  gemein  bat.  Denken  wir  uns  femer  an  jeden  dieser  Kegel- 
schnitte C^  in  den  zwei  Punkten  g,  die  er  mit  G  gemein  hat,  die  Tan- 
genten T  gezogen,  so  werden  alle  diese  Tangenten  eine  besiiiomte  Cnrya 
umhüllen,  um  deren  Classe  zu  erhalten,  können  wir  wie  folgt  yerfahren: 
Durch  jeden  Punkt  q  der  Geraden  G  geht  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  C^ 
und  also  auch  nur  eine  einzige  Tangente  T,  die  von  G  verschieden  ist. 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  sind  aber  zwei  solche,  Cq^,  welche 
G  selbst  zur  Tangente  haben  und  für  jeden  dieser  Kegelschnitte  fällt  T 
mit  G  zusammen.  Durch  jed^n  Punkt  q  auf  G  gehen  also  drei  Gerade  T, 
von  denen  jedoch  nur  eine  einzige  nicht  auf  G  zu  liegen  kommt,  während 
mit  den  zwei  anderen  dies  der  Fall  ist;  oder: 

Der  Ort  der  Geraden  Tist  eine  Curve  der  dritten  Classe,  T^\ 
welche  G  zur  Doppeltangente  hat. 

Diese   auch   weiter   unten  immer  wieder  auftretende  Curve  wollen  wir 

die  „Grundcurve  des  Büschels  J5(C*)  und  der  Geraden  (r"  heissen. 

Da   sie  von  der  dritten  Classe  ist  und  eine  Doppeltangente  besitzt,   ist  sie 

vom  vierten  Orade,  hat  also  mit  6r,  ausser  ihren  Berührungspunkten,  keinen 

•'-»^/•ÄD  Punkt  gemein  i  zudem  hat  sie  drei  R\icWVLe\xT^\x\iV\Ä, 
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Anstatt  dass  wir  von  beliebigen  Geraden  aai^  hh^  und  cCi  ausgeben, 
können  wir  weiter  aucb  drei  Geraden  wäblen,  welcbe  den  zerfallenden 
Eegelscbnitten  des  Büscbels  angeboren.  Die  BerUbrungspunkte  a^  2»i ,  0| 
dieser  Geraden  tbeilen  mit  der  Geraden  G  die  auf  ibnen  liegenden  Grund - 
punkte  des  Büscbels  barmoniscb  (als  Doppelpunkte  einer  Involution). 

4.  Bevor  wir  in  der  Untersucbung  der  Gruudcurve  und  ibrer  Eigen- 
scbaften  weiter  geben ,  wollen  wir  eine  andere  Frage  erledigen.  Auf  jeder 
Tangente  der  Grundcurve  liegen ,  wie  wir  saben,  zwei  Punkte  a  und  a^ 
Alle  Punkte  a  sind  auf  der  Geraden  G  gelegen;  die  ibnen  zugeordneten 
Punkte  a^  werden  dagegen  auf  irgend  einer  bestimmten  Cnrve  gelegen 
sein  und  es  fragt  sieb  nun:  welcbe  Curve  ist  dies  und  welcbe  Eigen - 
scbaften  besitzt  sie  in  Bezug  auf  das  Büscbel  und  die  dabei  auftretenden 
Curven  ? 

Es  sei  irgend  eine  zweite  Gerade  H  gezogen  und  zu  derselben  die  zu 
ibr  und  dem  Büscbel  gebörige  Grundcurve  H^^  bestimmt.  Diese  letztere 
bat  mit  der  Grundcurve  der  Geraden  Gy  also  mit  T,^,  neun  Tangenten 
gemein.     Diese  setzen  sieb  zusammen  aus 

a)  den  secbs  Seiten  des  Vierecks  der  Grundpunkte, 

ß)  einer  gemeinsamen  Tangente  durcb  den  Scbnittpunkt  von  G  und  H^ 

und  aus 
y)  zwei  weiteren  Tangenten  aa^  und  hh^^  welcbe  auf  der  Geraden  jGT 
zwei  solcbe  Punkte  bestimmen,  die  mit  den  Scbnitten  dieser 
Tangenten  mit  6r  conjugirte  Punktepaare  aa^,  65^  bilden.  Auf 
jeder  Geraden  H  liegen  also  zwei  Punkte,  die  Punkten  von  G 
conjugirt  sind;  oder: 

Der  Ort  der  den  Punkten  a  auf  G  zugeordneten  Punkte  a^ 
ist  ein  Eegelscbnitt,  (r*,  den  wir  den,  der  Geraden  G  in  Bezug 
auf  das  Büscbel  conjugirten  Kegelscbnitt  beissen  wollen.* 

5.  Die  weiteren  üntersucbungen ,  die  sieb  an  die  Grundcurve  an- 
scbliessen,  wollen  wir  auf  den  besondern  Fall  bescbränken,  wo  die  zur 
Grundcurve  gebörige  Gerade  G  die  unendlicb  ferne  Gerade ,  G<x, ,  der  Ebene 
ist.  Die  Eigenscbaften  der  Grundcurve  einer  beliebigen  Geraden  ergeben 
sieb  dann  durcb  Projection  in  einfacber  Weise. 

Die  obigen  Resultate  geben  jetzt  über  in  folgende  Sätze: 

Die  Asymptoten  aller  Kegelscbnitte  eines  Büscbels  um- 
büllen  eine  Curve  dritter  Classe,  Tg^,  welcbe  die  unendlicb 
ferne  Gerade  zur  Doppeltangente  bat,  nämlicb  die  Grundcurve 
des  Büscbels  und  der  unendlicb  fernen  Geraden.     (563.)** 


*  Vergl.  Scbröter,  Theorie  der  Kegelschnitte  gest.  auf  proj.  Eigenschaften, 
Seite  801,  und  Dur^ge,  Curven  dritter  Ordnung,  Seite  1*22. 

**  Die  in  Klammern  beigefügten  Zahlen  verweisen  auf  St  eine r's  ges.  Werke 
Bd  2,  und  sind  dort  Seitenzahlen. 
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und: 

Der  der  unendlich  fernen  Geraden  &«  conjngirte  Kegel- 
schnitt G^  geht  duich  die  Halbirungspunkte  der  sechs  Seiten 
des  Vierecks  der  Grandpunkte  des  Büschels  Kegelschnitte  und 
ist  somit  der  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte,  und 
allgemein  ist  der  conjugirte  Kegelschnitt  irgend  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  der  Ort  des  Pols 
der  Geraden  in  Bezug  auf  jeden  einzelnen  Kegelschnitt  des 
Büschels. 

Alle   Kegelschnitte   des   Büschels   bestimmen   auf  einer   Geraden    eine 
involutorische  Punktreihe ;  ist  die  Gerade  Asymptote  eines  einzelnen  Kegel- 
schnittes des  Büschels,   so  ist  einer  der  Doppelpunkte   der   Involution   un- 
endlich ferne  gelegen  und  die  Kegelschnitte  bestimmten  auf  dieser  Asymp- 
tote je  zwei  Punkte  g,  so  dass  die  von  ihnen  begrenzte  Strecke  eine  feste 
Mitte  hat.     Wir  können  daher  die  obige  Curve  auch  als  geometrischen  Ort 
derjenigen  Transversale  zweier  Kegelschnitte  des  Büschels  ansehen,  welche 
mit  denselben  zwei  Sehnen  gemein  hat,  welche  dieselbe  Mitte  haben,  oder: 
Bestimmt   eine   Gerade   5^    mit   zwei    Kegelschnitten   solche 
Sehnen  ah   und  cd,    dass    dieselben    die    gleiche  Mitte  P  haben, 
so  ist  der  Ort  der  Mitte  P  der,  der  unendlich  fernen  Geraden  ö« 
zugeordnete    Kegelschnitt  G^   und    der  Ort  der   Sehne  S^  ist  die 
Orundcurve   der   Geraden  &«    und  des  Büschels,   das   durch  die 
beiden  Kegelschnitte  bestimmt  ist.     (549.) 

Dieser  letztere  Satz  gestattet  auch  eine  einfache  Construction  des 
Berührungspunktes  jeder  Asymptote  S2  mit  ihrem  Orte.  Zunächst  können 
wir  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  durch  deren  Asymptoten  ersetzen ,  indem 
auch  diese  auf  der  Transversale  Abschnitte  bestimmen,  welche  dieselbe 
Mitte  P  haben,  oder  wir  können  an  Stelle  des  Kegelschnittbüschels  selbst 
ein  anderes  setzen,  indem  wir  die  Asymptotenpaare  irgend  zweier  Kegel- 
schnitte desselben  als  zerfallende  Kegelschnitte  eines  neuen  Büschels 
ansehen. 

Dieses  letztere  Büschel  hat  dann  dieselbe  Grundcurve  T^^  und  den- 
selben conjugirten  Kegelschnitt  G^  in  Bezug  auf  die  Gerade  G<n.  Durch 
zwei  Asymptoten  paare  ist  aber  noch  ein  drittes  solches  Paar  bestimmt, 
nämlich  dasjenige,  welches  mit  den  ersten  zwei  Paaren  ein  vollständiges 
Viereck  derart  bildet,  dass  jedes  Paar  aus  zwei  Gegenseiten  derselben 
besteht,  oder  aber  das  der  dritte  zerfallende  Kegelschnitt  des  Büschels  ist. 
Jeder  Kegelschnitt  des  letzteren  bestimmt  weiter  auf  jeder  Geraden,  also 
auch  auf  jeder  Asymptote  Ä  selbst  eine  Involution.  Ebenso  bilden  alle 
Aaymptotenpaare  dieser  Kegelschnitte  auf  einer  beliebigen  Asymptote  Ä 
eine  Involution,  von  welcher  ein  Doppelpunkt  auf  Gck>  gelegen  ist,  d.  h. 
sie  bestimmen  auf  der  beliebig  gewählten  festen  Asymptote  Ä  lauter  Ab- 
schnitte mit  derselben  Mitte  F,     Dies   thun  namentWch  «^xxdci  ^\^  Kä^tk^j* 
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toten  eines  Kegelschnittes  C\  die  aus  Ä  und  der  ihr  zugehörigen  Asymp- 
tote bestehen,  d.  h.  wir  können  schliessen: 

Der  Berührungspunkt  einer  Asymptote  mit  ihrer  Orts- 
curve  T^^  ist  so  gelegen,  dass  der  conjugirte  Punkt  P  gerade 
die  Mitte  zwischen  ihm  und  dem  anderen  Schnitte  der  Geraden 
mit  dem  Kegelschnitte  G^  ist. 

und  allgemeiner: 

Der  Berührungspunkt  der  Tangente  der  Grundcurve  7*2^ 
einer  Geraden  G  und  der  zweite  Schnitt  derselben  mit  dem 
conjugirten  Kegelschnitte  G^  trennen  die  Punkte  a  und  a^,  in 
denen  die  Tangente  von  einzelnen  Kegelschnitten  des  Büschels 
berührt  wird,  harmonisch. 

6.  Die  von  uns  gegebene  Definition  des  conjugirten  Kegelschnittes  ge- 
stattet noch  eine  weitere  Entstehungsart  der  Grundcurve;  wir  haben  nämlich 
sofort: 

Ziehen  wir  in  jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  G^  an  den 
durch  den  Punkt  gehenden  Kegelschnitt  C^  des  Büschels  eine 
Tangente,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eben  die  obige 
Grundcurve  T^\     (550.) 

Die  Grundcurve  T^^  hat  mit  dem  Kegelschnitte  G*  sechs  Tangenten 
gemein;  es  giebt  somit  unter  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  auch  alle- 
mal sechs  solche,  welche  den  Kegelschnitt  G^  berühren  (ausser  den  drei 
zerfallenden  Kegelschnitten  desselben). 

Aus  der  oben  angegebenen  Construction  des  Berührungspunktes  einer 
Tangente  der  T^^  folgt  aber,  dass  für  diesen  Fall  die  Curven  Tj'  und 
G^  sich  selbst  berühren,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  sechs  Tan- 
genten und  also  auch  diese  sechs  Kegelschnitte  zu  je  zwei  vereinigt 
sind,  oder: 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  giebt  es  ins- 
besondere auch  drei  solche,  nicht  zerfallende,  welche  die 
Curve  G^  in  x,  resp.  y,  0  berühren;  in  denselben  Punkten  a?,  y,  jp 
wird  die  Curve  G^  auch  von  der  Grundcurve  selbst  berührt. 

7.  Um  zu  weiteren  Eigenschaften  zu  gelangen ,  wollen  wir  die  noch 
speciellere  Annahme  machen,  das  Büschel  der  Kegelschnitte  sei  aus  lauter 
gleichseitigen  Hyperbeln  zusammengesetzt;  oder  die  Grundpunkte  haben 
die  besondere  Eigenschaft,  dass  jeder  derselben  Höhenschnitt  des  Dreiecks 
der  übrigen  ist.  Alle  Kegelschnitte  C^  des  Büschels  B  (C^)  sind  dann  noth- 
wendig  gleichseitige  Hyperbeln.  Ziehen  wir  nämlich  durch  einen  Punkt 
parallele  Geraden  mit  den  Asymptoten  der  Kegelschnitte,  so  bilden  diese 
Geradenpaare  ein  in volu torisches  Büschel,  das  mit  der  von  den  Curven  C^ 
auf  600  bestimmten    involutorischen  Punktreihe  perspectivisch  ist.     Da  die 

drei  zerfallenden  Kegelschüiite   aus  zu  einander  senkrechten  Geradenpaaren 
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Geschwindigkeit  des  anderen  q;  die  Gerade  gq  wird  dann  die 
obige  Grundcarve  umhüllen.     (646.) 

Und: 

Wird  von  den  über  den  Seiten  des  Dreiecks  liegenden 
Bogen  des  Kreises  G*f  von  den  Mitten  der  Seiten  aus  mittelst 
der  Punkte  o?,  y^  s  je  ein  Drittel  abgeschnitten,  so  theilen 
diese  die  ganze  Kreislinie  in  drei  gleiche  Theile,  oder  diese 
drei  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Die  Grund- 
cnrve  hat  nun  die  besondere  Eigenschaft,  dass  sie  den  Kreis 
G^  in  diesen  Punkten  x^  y^  e  berührt  (643),  indem  für  diese 
Punkte  die  Gerade  gq  zur  Tangente  des  Kreises  und  zur  Tan- 
gente d^r  Grundcurve  wird,  und  nach  6.  die  beiden  Curven  auf  der 
Tangente  denselben  Berührungspunkt  haben.     (642.) 

9.  Es  sind  weiter  nur  Folgerungen  aus  oben  bereits  allgemeiner  aus- 
gesprochenen Sätzen,  wenn  wir  sagen: 

Die  Geraden  G  sind  paarweise  senkrecht  auf  einander,  und 
jedes  solche  Paar  von  Geraden  G  sind  Asymptoten  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel,  die  durch  die  Ecken  und  den  Höhenschnitt 
des  Dreiecks  PiP^Ps  geht  und  der  Ort  des  Scheitels  dieser 
Geradenpaare  ist  der  Feuerbach'sche  Kreis  des  Dreiecks.  Der 
Curve  lassen  sich  ferner  unendlich  viele  solche  Dreiecke  um« 
schreiben,  deren  Seiten  und  Höhen  alle  die  Grundcurve  T^^ 
berühren,  jede  zwei  Paare  senkrechter  Geraden  G  bestimmen 
nämlich  ein  solches  Dreieck,  indem  dadurch  allemal  ein  drittes 
Paar  Asymptoten  bestimmt  ist.  Die  Fusspunkte  der  Höhen 
aller  dieser  Dreiecke  liegen  auf  einem  Kreise.     (642.) 

Schneidet  G  den  Kreis  G^  ausser  in  q  noch  in  ^,  so  ist  q  auch  die 
Mitte  des  Stücks  der  Asymptote  zwischen  g  und  ihrem  Berührungspunkte 
m  mit  T,^  Bedenken  wir,  dass  die  in  g  errichtete  Senkrechte  auf  gq  die 
ZM  gq  gehörige  zweite  Asymptote  ist,  also  mit  gq  zusammen  ein  Paar 
G  und  G^  von  Asymptoten  bildet,  und  dass  diese  auf  dem  Kreise  einen 
weiteren  Punkt  q^  bestimmt,  sodass  qq^  Durchmesser  von  G^  wird,  so 
folgt  für  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  m  und  m^  eines 
Paares  von  Geraden  G  und  G^  mit  Tg^: 

Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  in  und  m^ 
eines  Paares  senkrechter  Geraden  G  und  Ctj  ist  von  constanter 
Länge,  nämlich  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des 
Kreises  G^.    (642.) 

Ausserdem  haben  wir  gesehen,  dass  irgend  zwei  Paare  von  Asymp- 
toten, also  hier  von  senkrechter  Geraden  G^  ein  der  Curve  umschriebenes 
vollständiges  Viereck  bestimmen,  indem  jedes  Paar  zusammengehöriger 
Asymptoten  ein  Paar  Gegenseiten  ist  Lassen  wir  zwei  Paare  senkrechter 
Geraden  G  zusammenfallen,  so  folgt  daraus: 
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f)  Di^,  ^s^i  ^^^  •2>3a;2  gehen  dnroh  die  Punkte,  in  denen 
die  Corye  T^  von  ihren  Rückkehrstangenten  ausser  in  den 
Bllckkehrspnnkten  selbst  geschnitten  wird. 

g)  Die  Tangenten  in  den  Ecken  des  Dreiecks  A^A^A^  an 
den  Kegelschnitt  f  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Ecken  mit 
denRückkehrpunkten  and  den  Berührungspunkten  der  Doppel- 
taogente  der  Curye  T^  auf  einem  Kegelschnitte  gelegen  sind. 
Anf  demselben  Kegelschnitte  liegen  auch  die  Ecken  der  Drei- 
ecke, deren  Seiten  den  Kegelschnitt  K^  in  den  Punkten  B^^  B^^B^ 
ond  in  den  Punkten  D|,  D,,  D3  berühren. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  C^C^C^  schneiden  weiter  die  Verlängerungen 
der  Seiten  des  Dreiecks  x^  x^  x^  in  drei  Punkten  ^| ,  N^^  N^^  die  auf  der 
Doppeltangente  der  Curve  T^^  gelegen  sind,  üeber  diese  Gerade  und 
namentlich  die  obigen  Punkte  N  lassen  sich  ebenso  eine  Reihe  von  Sätzen 
aafstellen.  Ist  ferner  die  Curve  T^^  so  beschaffen,  dass  die  Doppeltaugente 
derselben  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfällt,  so  tritt  noch  eine 
Reibe  von  metrischen  Beziehungen  dazu ,  so  ist  z.  B.  für  diesen  Fall  allemal 

A  -4,  iljila  =  A  ^,  J^g JB3  =  j  A  x^x^x^ 

u.  s.  w. 

Zum  Schlüsse  brauchen  wir  kaum  zu  erwähnen,  dass  aus  den  hier 
entwickelten  Eigenschaften  der  behandelten  Curve  sich  für  eine  Curve 
dritten  Grades  mit  Doppelpunkt,  resp.  isolirtem  Doppelpunkte,  entsprechende 
Besnltate  ohne  Weiteres  ableiten  lassen. 

Stuttgart,  im  Mai  1892. 


Kleinere  Mittheilungen. 


L  Theorie  und  Versuohe  über  hydraulisohen  Drnok. 

§  1.  LSsst  man  Wasser  aus  einem  offenen  GefElsse  durch  ein  genügend 
langes  und  enges  Rohr  ausströmen  und  sind  an  dem  letzteren  verticale 
(oben  offene)  Manometer -Röhren  angebracht,  so  zeigen  dieselben  (unter 
günstigen  Verhältnissen)  einen  vom  Gefässe  gegen  die  Ausflussöffnung  hin 
abnehmenden  Druck  an,  so  zwar,  dass  die  Oberflächen  eine  vom  Gefäss 
weg  abfallende  Gerade  bezeichnen. 

Dieser  Versuch  kann ,  abgesehen  von  seiner  Bedeutung  für  die  Hydro- 
statik (beziehungsweise  Hydraulik),  auch  typisch  genannt  werden  für 
den  Galvanismus.  So  hat  ihn  vorigen  Jahres  auch  F.  Braun  in  seinem 
hübschen  „gemeinverständlichen  Experimental vortrage  über  elektrische  Kraft* 
Übertragung  und  Drehstrom**  benutzt*;  und,  um  eine  ältere  Quelle  an- 
zuführen, F.  Neumann  sagte**,  dass  die  dabei  zu  Grunde  liegende 
„Reibungskraft  auch  in  anderen  physikalischen  Erscheinungen  eine  Rolle 
zu  spielen  scheint,  wie  z.  B.  bei  der  hydroelektrischen  Zersetzung  in  der 
galvanischen  Kette ^.  Es  erinnert  dieser  Ausspruch  wohl  zurück  an  das 
Jahr  1827,  in  welchem  Ohm's  ^galvanische  Kette*'  erschienen  ist 

§2.  Neumann  hat  in  diesen  Vorlesungen  sowohl  den  alten  Stand- 
punkt  vertreten  von  Daniell  Bernoulli,  dessen  Hydrodynamica  vom 
Jahre  1738  er  im  §  53  rühmend  hervorhebt,  als  auch  „die  Bewegung  der 
Flüssigkeiten  in  engen  Röhren,  die  innere  Reibung''  berücksichtigt  (im 
§  58).  Sein  bedeutendster  Schüler  Kirchhoff  entwickelt  in  der  26.  seiner 
30  Vorlesungen  über  „Mechanik*'  dagegen  nur  vom  letzteren  Standpunkte 
aus,  und  zwar  an  die  allgemeinen  Gleichungen  anknüpfend,  den  Werth 

^  8kl 

für  das  in  der  Zeit  1  durch  die  seitliche  Röhre  nE^l  ausfliessende  Wasser- 
volum, wobei  Pq  und  pi  die  an  den  beiden  Manometern  vom  Anfange  und 


•  Tübingen,  Laupp.    (In  dieser  Zeitschrift  schon  Seite  186  erwähnt.) 
**  EinJeitang  in   die  theoretische  Physik,  Votleaungeu  von  F.  Neumann, 
herauBgogeben  vod  Pape.    Leipzig,  B.  G.  Teubnex.   \%Ä^, 
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Ende  der  Länge  l  abgelesenen  Drnckgrössen  (einschlüssig  der  Efdbescbleuni- 
gnng)  und  k  den  Beibangscoefficienten  des  Wassers  bedeutet. 

Bezüglich  der  Dimensionen  stellt  also  Q  yor:  Länge  in  der  dritten 
Potenz  durch  Zeit  in  der  ersten ;  die  beiden  p  sind  im  Maasse  =  Gewicht- 
System  die  Maasse  mal  Beschleunigung  (g)  durch  Fläche,  und  so  entföllt 
für  k  die  Bedeutung  im  Gramm  -  Centimeter  -  Secunden  -  System 

Gramm 
Centimeter .  Secunde 

£s  ist  mir  dabei  folgende  Umformung,  im  Sinne  der  im  §  1  er- 
wähnten Analogie,  eingefallen: 


«  = 


liCnR^ 


indem  ich  kcn  =  l  einführte.  Wie  Q  die  „Stromstärke*  in  beiderlei  Vor- 
gängen bedeutet,  so  ist  der  ganze  Zähler  des  letzteren  Bruches  der 
absolute  (nicht  mehr  auf  die  Fläche  1  bezogene)  wirksame  Druck  (die 
motorische  Kraft)  und  der  Nenner  ist  der  „Widerstand^,  c  die  „Leitungs- 
fthigkeit*. 

Kirchhoff  nennt  in  dem  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  folgen- 
den Texte  Pq  den  Druck  in  der  Bohre  bei  rahender  Flüssigkeit  Dies 
würde  nur  gelten,  wenn  das  Manometer  an  der  besagten  Anfangsstelle  der 
Bohre  wirklich  die  volle  (hydrostatische)  Höhe  H  auch  während  des  Durch- 
fliessens  durch  die  Bohre  l  einnähme.  Also  z.  B. ,  wenn  die  im  Eingange 
des  §  1  erwähnte  Gerade  in  der  Oberfläche  des  Gefässes  selbst  endete  (wie 
es  auch  die  Figur  von  F.  Braun  andeutet)  und  das  Gefäss  selbst  als  das 
erste  Manometer,  am  Anfange  von  2,   betrachtet  wird.     Vergl,  §4  unten. 

Femer  nennt  Kirchhoff  pi  den  Druck  der  Atmosphäre.  Dies  gilt 
fOr  die  Ausflussöffnung  der  Bohre  selbst,  wo  also  das  betreffende  Mano- 
meter die  Höhe  Null  zeigen  müsste. 

Ich  werde  überhaupt  den  Luftdruck,  der  oben  in  Pq  und  pi  ein- 
gerechnet ist 9  weiterhin  nicht  mehr  einbeziehen,  sondern  mit  p  den  be- 
treffenden hydraulischen  Flüssigkeitsdruck  allein  bezeichnen.  Dann  muss 
im  Kirchhoffschen  Specialfall  statt  der  Differenz  Po—pt  kurzweg  p 
stehen;  und  im  allgemeinen  Falle,  dass  man  an  irgend  zwei  um  l  von 
einander  entfernten  Stellen  der  Ansflussröhre  die  Manometer  angebracht 
hat,  die  Druckdifferenz  (Pi— /?2)  ^^^^  ^l^i  —  ^g)-^!  wenn  g  die  Erd- 
beschleunigung;  Ap  h^  die  abgelesenen  Manometerstände  und  D  die  Maasse 
der  Volum -Einheit  bedeuten. 

§  3.  Ich  werde  nun  die  Gleichung  des  §  2  ableiten;  wenn  diese  Ab- 
leitung auch  den  elementaren  Bahmen  überschreitet,  so  will  ich  sie  doch 
auf  so  kurzem  Wege,  nach  dem  Vorgänge  Neumann 's,  aber  noch  kürzer, 
gewinnen,    dass    man   versucht   sein   könnte,    die  Ableitung   elementar   zu 

Z0itacbxm  £l£»ibemMtik  a.  Fbysik,  S8,  Jahrg.  1893.  I.Heft.  ^ 
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Man  setzt  bekanntlich  die  Reibung  der  Flüssigkeiten  für  die  Flächen- 
einheit gleich 

dv  -j  Gramm.  Centimeter 

dy  Secunde^ 

wo  k  der  schon  gebraucht«  Coefficient,  v  Geschwindigkeit  und  y  die  Tiefe 
bedeutet,  nach  welcher  die  FlUssigkeits •  Schichten  unterschieden  werden. 
Es  gehen  daraus  für  k  die  Dimensionen  hervor  wie  im  §  2. 

Auf  unser  horizontales  Ausflussrohr  vom  Radius  R  angewendet,  sei  r 
irgend  ein  kleinerer  Radius.  Ein  dünner  {dr)  und  kurzer  {dx)  Flüssig- 
keits  -  Hohlcylinder  reibt  sich  dann  an  seiner  inneren  Fläche  mit  rascher 
strömendem  Fluidum,  wird  also  beschleunigt  durch  die  Kraft 

—  k-z-'Znfdx 

dr 

{—  ist  selbst  negativ],  die  ich  vorübergehend  zur  Abkürzung  mit  F  be- 
bezeichne. An  der  äusseren  Mantelfläche  dagegen ,  wo  langsamer  strömendes 
Fluidum  9  wird  er  verzögert  durch 

dF 
F+-är, 

dF 
so   dass  die  Verzögerungskraft  —  übrig  bleibt. 

Die  beiden  Stirnflächen  {2nrdr)  des  betrachteten  Hohlcylinders  er- 
leiden: die  dem  Gefösse  nähere  den  Druck  p,  die  entferntere  (p  +  'j-dx)* 

dt) 
wo  -^  auch  negativ  ist,  ftlr  jede  Flächeneinheit.     Also  ist  der  üeberdruck 
dx 

auf  den  Hohlcylinder 

—  -:rdx.2nrdr, 
dx 

Im  stationären  Zustande,  den  wir  allein  betrachten,  muss 

^~dx.27irdr=  t—  dr  =  —  k2ndX'^  (^T-j-^t- 
dx  dr  dr\   dx/ 

sein;  man  erhält  also 


dp __k  d  f  dv\ 
dx'^  r  dr\   dr) 


Da  die  rechte  Seite  kein  x  enthält,  so  ergiebt  sich  sogleich  das  Gesetz 
der  geraden  Linie  vom  Eingange  des  §  1.  Nach  x  integrirt  und  für  x  =  0, 
sowie  für  x-=l  die  Werthe  p^  und  p^  vom  Schlüsse  des  §  2  eingeführt,  wird 


l  rdr\   drJ 


Die  Differenzirung  auf  der  rechten  Seite  auszuführen,    wäre  ein  um-  . 
we/r»  der  überdies  noch  die  zunächst  folgend©  IntegTftAAOtL  n^O^i  r  ^OK^W\%«t 
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erscheinen  lassen  könnte.     Mit  rdr  maltiplicirt  und  integrirt,  wird  nämlich 
sogleich 

Pi-'P2    r'  dv 

und  mit  —  multiplicirt  und  nochmals  integrirt 

?LZll.-  =-  Jcv  +  A  log.natr  +  B. 

Die  Constante  A  muss  Null  sein ,  da  sonst  für  r  =  0  eine  Unzulässig- 
keit  entstände.  Die  Constante  B  ergiebt  sich  bei  Flüssigkeiten ,  welche  die 
innere  Röhren  wand  benetzen»   aus  der  Erwägung  t;  =  0  für  r  =  R,   sodass 

kl  4 

die  innerhalb  aller  Röhrenquerschnitte  gleiche,  aber  für  jeden  vom 

max  i;5=^-^ — =^  •  -r- 

kl         4: 

bis  zu  Null  variirende  Strömungsgeschwindigkeit  vorstellt. 

Führt  man  statt  derselben  die  mittlere  Geschwindigkeit  med  v  ein, 
sodass  in  der  Secunde  das  gleiche  Ausflussquantum  Q  des  §  2  resultirt, 
so  erhält  man  aus 

med  v.7cB^==27t  j  vrdr=Q 

0 

die  Gleichung  des  §  2  und 

med  v  =  ^max  «;, 

also  das  beliebteste  arithmetische  Mittel.  — 

Für  nicht  benetzende  Flüssigkeiten  ist  das  kleinste  v,  ich  will  es 
min  V  schreiben,  von  Null  verschieden  und  es  bestimmt  sich  B  aus  der 
Gleichung  (für  r  gesetzt  B) 

Pj-Pl.^^^^U.minv  +  B 
l  4 

ond  min  v  beschafft  man  sich  aus  der  voranstehenden  Gleichung,  auch  B 

dv 
statt  r  setzend  und  ^  =  0,  indem  man  statt  der  Reibung  —k^-  setzt  die 

dv 

Gleitung  A  .  min  v,   die   man  nämlich   auch   in   einfachster   Annahme  dem 

Geschwindigkeits- Unterschiede   min  v   minv^   Null    (letztere    bedeutet   die 

Geschwindigkeit  der  Wand  selbst)  proportional   setzt;    l  ist  der  Gleitungs- 

coefficient,  der  sich  vom  Reibungscoefficienten  k  in  den  Dimensionen  durch 

den  Exponenten  2  statt  1  für  den  Centimeter  unterscheidet: 

— j —  •  -p"  =  ük.mxnv. 

4* 
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^  ^  s  ^  ^  ^ 


Mit  Hilfe  dieser  beiden  Gleichungen  wird  allgemein 

wo  das  nene  Olied  die  kleinste  Geschwindigkeit  vorstellt  Jede  Geschwindig- 
keit V  ist  am  dasselbe  grösser  als  bei  der  benetzenden  Flüssigkeit,  für 
welche  X  unendlich  gross  anzunehmen  ist  Aas  besagtem  Grande  braucht 
man,  am  für  nicht  benetzende  Flüssigkeiten  die  Stromstärke  Q'  za  be- 
rechnen, nar  noch  minv.nR*  hinzazafQgen  and  erhält: 


«•=-'-fif'(*'+V'«')- 


p« 


§  4.  Wenn  keine  Beibang  wSre,  oder  man  von  dieser  annähernngs- 
weise  absehen  darf ,  so  ist  die  Geschwindigkeit  v  in  jedem  Querschnitte  con- 
stant;  im  horizontalen  Aasflussrohre  (wo  der  Querschnitt  vertical)  also  überall. 

Im  Gefösse  dagegen  ist  die  Geschwindigkeit  auch  für  jeden  (horizon- 
talen) Querschnitt  constant,  aber  mit  der  Tiefe  g  unter  der  freien  Ober- 
fläche Fq  des  Gefässes  nimmt  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  gemäss  dem 
Princip  der  lebendigen  Kraft  um  2gz  zu.  Man  hat  also,  wenn  Vq  für  die 
Oberfläche  Fq  gilt,  v  und  f  für  eine  Tiefe  z,  7  und  F  für  die  Tiefe  H 
der  Ausflassöffnung:         ^^^  y^^f^^^^.  V  und 

v^^VJ'  =  2ge,     V^^V^^  =  2gH. 

Wenn  f^  klein  gegen  Fq^  und  auch  F^  klein  gegen  dasselbe,  so  fällt 
in  den  beiden  letzten  Gleichungen  Vq^  fort  gegen  v^  and   7^ 

Wenn  aber  bei  f  ein  oben  offenes  Manometer- Rohr  angebracht  ist, 
welches  die  Drackhöhe  e'^e  anzeigt,  so  kommt 

Die  Gleichung  ^s 

wird  mehrfach  mit  dem  Wortlaute  reproducirt:  Die  hydraulische  Höhe  ist 
kleiner  als  die  hydrostatische  um  die  Geschwindigkeitsböhe  {v^:2g).  Neu- 
mann  führt  im  §  53  die  Versuche  D.  BernouUi's  an,  wo  H  im  Ge- 
fasse  115  Par.  Linien  hoch  und  unten  ein  nicht  langes  und  sieben  Linien 
weites  Ausflussrohr  wagerecht  ausmündete;  f  und  das  Manometer  hierbei 
waren  am  Anfange  dieses  Bohres  (ganz  nahe  dem  Gefässe).     Dann  ist 

welche  Gleichung  von  Neumann  im  §  51  also  unnöthiger  Weise  mittelst 
höheren  Calculs   entwickelt  und   im  §  53  bis   zu  der  äquivalenten  Form 

p^p^l)gH\i-{^j]  ]  gebracht  wird* 

5i  wird  aleo  p—P  durch  g'  gemesBen  und  ütä  iiid\x^c\.  totöti  V^— tJV 
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n    1       fT/w^        Gramm  ,  _      «/^    ^      500  Centimeter* 

P.-l>,  =  y.7.1.=  7000  c-e^ü^rs^  ""^  ^  =  30>  ^=37         gec.       ' 

22  =  0,2  (Radius  des  Oummi- Pfropfens)  ergab  sich, 

1^  =  0,0108  (0,0105  p.  568  ?.  c). 

Jenes  Wasser  hatte  12^  bis  15^.  Bei  0^  hat  h  für  Wasser  nach 
Messungen  Anderer  als  zweite  Decimalstelle  noch  1,  aber  an  der  dritten 
statt  0  schon  eine  bedeutende  Ziffer. 

Die  erste  (dem  GefKsse  nächste)  Manometerröhre  meines  Apparates 
zeigte  einen  zu  niedrigen  Wasserstand,  wie  auch  die  zweite.  Zwar  be- 
folgten die  Wasserstände  der  zweiten  und  dritten  Röhre  eine  abfallende 
Gerade,  aber  nicht  nach  dem  vorhin  erwähnten  Verhältnisse 

-^— — -   entsprechend    -^^  sondern  nur 

0,4     oder     0,5 

iö ' 

was  ja  nur  der  ftlnfte  Theil  des  Vorigen  wäre. 

Wenn  von  7  noch  ein  Theil  als  Geschwindigkeitshöhe  (s.  §  4)  abgeht 
(nach  meiner  rechnerischen  Schätzung  zwei  Centimeter),  so  ist  dafür  R 
statt  0,2  nur  auf  0,22  zu  erhöhen.  Es  war  auch  das  Rohr  weiter  als  der 
Pfropfen  und  22^  ist  wegen  der  vierten  Potenz  überhaupt  der  heikelste 
Punkt  der  Messung.    Vergl.  auch  im  §  4  den  Schluss  des  vorletzten  Absatzes. 

§  6.  Meine  neueren  Versuche:  Ich  Hess  in  Stützerbacb  eine 
Glasröhre  von  zehn  Centimeter  Weite  mit  drei  Seitenröhren  von  je  zehn 
Centimeter  Abstand  anfertigen.  Sie  fiel  so  aus,  dass  2  =  11  Centimeter 
vom  Mittel  des  einen  Manometerrohres  zum  folgenden  beträgt.  Die 
Mari otte 'sehe  Flasche  und  der  Gummipfropfen-  für  das  Ausflussrohr 
wurden  beibehalten  und  das  Manometer  mittelst  kurzen  Gummischlauches 
mit  ihr  verbunden.     Ich  verzeichne  nun  folgende  Versuche: 

I.  Ausfluss  ohne  Manometer,  mittelst  kurzen  Schlauches  von  0,75  Centi- 
meter Weite.  C=16  Centimeter^  in  der  Secunde;  H=l;  folglich 
v^j/JgW^  120;  aus  120 ;r 222  =  16  wird  22  =  0,2;  vergl.  §  5. 

II.  Das  Glasrohr  (Manometer)  mittelst  kurzen  Schlauches  angesetzt. 
Q  =  12,     Die  drei  Druckröhren  zeigten 

/i  =  l,5        *fg=l,5        ^^-8  =  1.25. 

Dieser  Versuch  hat  Aehnlichkeit  mit  demjenigen  im  §  5,  ist  aber  hin- 
sichtlich der  ersten  und  zweiten  Manometerröbre  schon  besser,  insofern 
wenigstens  kein  Ansteigen  von  der  ersten  zur  zweiten  Manometerröhre  ein- 
getreten ist. 

III.  Mit  einem  kurzen  Gummischlauche  am  Ausflussende  ward  Q=  13  und 

/',=0,8        ^2  =  0,5        ^'a=0,2. 
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Jetzt  ist  die  im  Eingange  des  §  1  geforderte  Gerade  vollständig.  Sie 
schneidet  ungeföhr  in  der  Höhe  1,1,  oder  in  der  Tiefe  5,9  unter  dem 
geltenden  Wasserspiegel  der  Mariotte 'sehen  Flasche  diese  selbst;  also 

t;  =  /2T^9  =  109 
"^^^'^  109.^i2»  =  13 

kommt  B  nahe  0,2 ,  sodass  also  für  die  Ausfiussmenge  nur  der  Querschnitt 
des  Gummipfropfens,  nicht  der  grössere  des  Schlauches  und  Glasrohres  in 
Betracht  kommt.  Aber  für  die  Formel  des  §  2  kommt  R  nahe  0,4  zur 
Geltung  vom  Gummischlauch,  wie  ich,  A;=0,01  als  bekannt  vorausgesetzt,  aus 

22   0,3.1000.1 

7  "8.0,01.11  '^ 
für  z  berechnete. 

IV.  War  1  Meter  Schlauch  zwischen  Flasche  und  Manometer,  so  stand 
letzteres  mit  seinen  drei  Röhren  auf  Null.  Q  =  10,4 ,  wenn  der  lange 
Schlauch  gerade,  und  =9,8,  wenn  er  kreisrund  gelegt  war. 

V.  War  dagegen  der  1  Meter  lange  Schlauch  hinter  dem  Manometer 
angeftlgty  so  ergab  sich  Q  =  10.  wie  auch  das  Mittel  in  IV.,  und  die  drei 
Manometer  standen  auf 

e\=:3fi        e\=2fi        /3  =  2,2; 

^  stimmt  also  die  Differenz  der  beiden  letzteren  mit  III.;  abgesehen  von 
der  kleineren  Ausflussmenge ;  dieserhalb  ist  B  etwas  kleiner  als  in  III.  an- 
tunehmen.  Es  ist  auch  der  Schlauch  enger  als  das  Manometerrohr.  In 
IV.  traf  auf  das  Manometer  sozusagen  kein  Widerstand  mehr,  in  V.  ein 
merkbarer. 

VI.  Wie  III.,  aber  am  Ende  des  kurzen  Ausfluss  -  Schlauches  ward  ein 
Qnetschhahn  angebracht,  der  durch  einen  Feilkloben  mit  Flügelschraube 
zuerst  möglichst  weit  geöffnet  gehalten  wurde.  Q  =  12,8,  also  wenig  kleiner 
als  in  III.  Aber  das  Manometer  zeigte  in  allen  drei  Röhren  denselben 
Stand,  die  (abfallen  sollende)  Gerade  war  merklich  horizontal. 

VII.  Eine  Umdrehung  der  Fitigelschraube:  §  =  10,6  und  /=1,5  in 
den  drei  Manometerröhren. 

VIII.  Zwei  Umdrehungen :  Q  =  6,5  und  e=^  4,9. 

IX.  2f  Umdrehungen:  §  =  0,90  und  e=7. 

Letztere  Angabe  zeigt,  wie  auch  das  Q,  dass  das  Fliessen  nahe  dem 
Aufhören  war.  Wirklich  fand  mit  drei  Umdrehungen  nur  mehr  ein  Ab- 
tropfen statt. 

X.  Ich  habe  drei  solche  Glas -Manometer  anfertigen  lassen,  deren  eines 
bisher  nur  benutzt  wurde,  und  sie  jetzt  alle  drei  eingeschaltet;  dazwischen 
noch  je  einen  Schlauch  von  1  Meter  Länge.  Die  je  drei  Röhren  eines 
Manometers  zeigten  da^  wie  nach  den  Versuchen  VI.  wnd  IX.  \xm  ^o  VbViVitAt 
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voraus  zu  sehen  war,  denselben  Stand.  Aber  vom  ersten  zum  zweiten  und 
von  da  zum  dritten  Manometer  war  die  abfallende  Gerade  um  so  deutlicher. 
'  Es  betrug  die  Höhendifferenz  2,5  Centimeter,  was  mit  III.  und  V.  über- 
einstimmt, denn  0,3  dort  zu  2,5  hier  verhält  sich  nahe  wie  die  Länge 
11  zu  100  dort  und  hier» 

§  7.  Nachtrag  zu  §  4.  Wenn  man  daselbst  V^  nicht  weglässt,  wie 
es  geschah,  um  gleich  auf  Neumann^s  §  53  zu  kommen,  so  wird 

'-' — 27^' 

d.  h. :  die  hydraulische  Druckhöhe  ist  kleiner  als  die  hydrostatische  um  die- 
jenige Höhe,  welche  dem  üeberschusse  der  Quadrate  der  Geschwindigkeiten 
an  der  fraglichen  Stelle  und  an  der  freien  Oberfläche  entspricht. 

Ritter  setzt  bei  dieser  Gelegenheit  (Gleichung  1091  der  fünften  Auf- 
lage des  Lehrbuches  der  technischen  Mechanik  vom  Jahre  1884)  den  Fall 
z'^\0\  Meter  etc.^  d.  h.  er  spricht  da  vom  Luftdrucke  und  als  ob  / 
niemals  negativ  werden  könne.  Nun  ist  aber  in  den  §§  2  bis  4  oben  der 
Luftdruck  schon  ausgeschieden,  sodass  »  und  e  nur  Druckkräfte  tropf- 
barer Flüssigkeiten  darstellen. 

Weissbach 's  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen  -  Mechanik 
(fünfte  verbesserte  und  vervollständigte  Auflage  des  ersten  Bandes  von 
Herrmann,  1874)  schreibt  im  §  417  die  hydraulische  Druckhöhe  mit 
Piiy  und  die  hydrostatische  mit  (^  +  Po'^)'  ^^  muss  man  also  Po  als 
Gramm  durch  Centimeter'  und  /  als  Gramm  durch  Centimeter^  nehmen, 
welchem  Missstande  (Kraft  und  Masse  durch  dasselbe  Gramm  zu  messen) 
Neumann  in  dem  Ausdrucke  vorbeugt,  den  ich  gelegentlich  meiner  An- 
merkung im  §  4  oben  angeführt  habe.  Ferner  lag  es  nahe  genug,  auch 
(p,  \y)  durch  Länge  plus  Po'.y  zu  geben,  sodass  Pq  :  y  wie  oben  hinausfällt 

Endlich  wären  noch  die  Fälle  /^  0  zu  erwähnen.  Ersterer  tritt  an  der 
Ausflussöffnung  ein  und  kann  gemäss  der  ersten  Gleichung  des  §  4  auch 
intermediär  zwischen  der  Oberfläche  und  Ausflussmündung  stattfinden. 
Letzterer  führt  zum  Aspirator  und  der  Wasserluftpumpe. 

Augsburg.  Dr.  A.  Kurz. 

n.  Ableitung  einer  neuen  Formel  für  den  Flächeninhalt  der  Zone 

eines  Eotationsellipsoids. 

Zur  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  einer  zwischen  den  Breiten  tp  und  (p^ 
liegenden  Zone  des  Erdsphäroids  benutzt  man  entweder  einen  viergliedrigen 
Ausdruck  von  endlicher  Form,  oder  eine  nach  den  Producten  der  Sinus 
und  Cosinus  der  Vielfachen  von  q>  und  tp^  fortschreitende  unendliche  Reihe. 
Da  die  Berechnung  nach  der  erstgedachten  Formel  in  der  Anwendung  un- 
beqaem  ist^  so  ßndet  man  in  den  Werken  über  Geodäsie  in  der  Regel 
'^ae  sobneU  convergirende  Reihe  abge\ei\At  xmi  ^\^  ^  ^tWi^  ^«t  va  di^x- 
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selben  Yorkommenden  Coefficienten  fQr  ein  bestimmtes  Achsenverhältniss 
berechnet.  Da  aber  diese  Coefficienten  selbst  wieder  unendliche  Reihen 
sind,  deren  Olieder  nach  den  Potenzen  der  Excentricität  fortschreiten,  so 
ist  es  bei  Annahme  eines  anderen  Achsenverhältnisses  in  jedem  Falle 
zeitraubend,  diese  Glieder  numerisch  zu  bestimmen. 

Ich  werde  im  Folgenden  einen  Ausdruck  entwickeln,  in  welcher  die 
Coefficienten  der  Winkelfunctionen  von  endlicher  Form  und  höchst 
einfachem  Bildungsgesetz  sind,  wodurch  ihre  Berechnung  wesentlich  er- 
leichtert wird. 

Bezeichnet  man ,  wie  üblich ,  mit  a  und  b  die  Aequatorial  •  bezw.  Polar- 
halbachse  und  mit  s  die  numerische  Excentricit&t,  ferner  mit  q>  und  <p'  die 
geographische  bezw.  geocentrische  Breite  eines  Parallelkreises,  dessen  Halb- 
messer mit  y  und  dessen  Abstand  vom  Aequator  mit  x,  so  hat  man 
bekanntlich  für  das  Flächenelement  der  Zone: 


1) 


dx 

Aus   der  Gleichung   der  Ellipse    und   den    für  dieselbe  geltenden  Be- 

liehangen : 

X  ^  dy     X  ,     dy  . 

y  dx     y  dx 

erb&lt  man 

,         a'  cos  op* 

\^  rsinqr 

woraus  folgt 

-  o^  (1  —  g*)  cosq>  sinq>  dq> 

^^^  (1-6«  mg)«)» 

Nach   Substitution  dieses  Ausdrucks    in  die  Formel  1)  geht  dieselbe 

Aber  in 

*  .  .r,      27t  tt*  (l—  B^)cosq>dq> 

la)  dF=—       V  /       -^    -^ 


(1  — «*sing*)* 

Um  dem  Nenner  die  für  den  vorliegenden  Zweck  geeignetste  Form  zu 
verleihen,  führe  ich  für  e  eine  Grösse  ein,  welche  durch  die  Gleichung 

a-5 


»  = 


a  +  h 
definirt  ist.     Hierdurch  erhält  man  zunächst: 


Vi+«/  (1+« 


2«  2» 


1  —  ** sin 9»'  =  1  — ,,  ,  ^^g + rr~r'i^<^*'*  "^ ' • 
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Wenn  man  den  mit  cos2q>  identischen  Werth  3- (c^^*P  +  e^'*P)  einsetit, 

worin    e    die   Basis    des    natürlichen    Logarithmensjstems    und    i  =  ]/^  1 
bedeuten,  so  ergiebt  sich 

l-a«5.n^«= ^^^^-y, . 


(1  +  n)« 
und  die  Gleichung  la)  nimmt  die  folgende  Oestalt  an: 

Verwandelt  man  die  hierin  enthaltenen  Binome  in  die  bekannten 
Potenzreihen  und  führt  die  Multiplication  beider  aus,  so  findet  man  nach 
Elimination  der  imaginären  Formen  für 

cosq>  (1+  nc^^^)"'^ {l  +  n e'"'^^ ^) ^^  =  Ä cos q>  —  2B cos(pcos2q) 

+  2Ccosg>cos4ig)  —  2Dcos<p  cos6(p  +  2Eco3(pcos8g> — [-•••» 
worin  die  Coefficienten  A^  B,  (7...   die  folgenden  Werthe  haben: 

IÄ=1  +2.2n2+3.3n*  +4.4n«  +5.5n»  +6.  Ön^H--- 
B  =  2n  +2.3n8+3.4w^  +4.5n^  +5.6n»  +6.  7n"+... 
C  =  3n2  +  2.4n*+3.5nß  +4.6n^  +5,ln'^+6.  8n^«+--- 
2)  =  4nH2.5n5+3.6n^  +i.ln^  +5.8n^'+G.  9n»»+--- 
E=5w*+2.6fi6  +  3.7w8  +4.8n»^+5.9niH6.10n^H--- 


3) 


Da  allgemein  2cos(p  cos2tq>  =  cos  {2t  + 1)  <P  +  cos  {2t  —  1)  g^  ist,  so 
kann  man,  mit  Rücksicht  auf  das  Vorstehende,  das  unbestimmte  Integral 
der  Gleichung  2)  leicht  in  folgender  Form  darstellen: 

F==2na^  {l  —  n^)*    A^sin  q>  —  ^  A^sin^(p  +  TA^sinbq> 

"w  A^sinl(p'\ 2--£--j--^2r--i5m(2^  — l)g)+...    , 

worin  ^j  =  ^-J5,     A^^B--0,     A^^C—D,     A^  =  B-E... 

Die  Coefficienten  der  in  3)  enthaltenen  Potenzen  von  n  lassen  ein  ein- 
faches Bildnngsgesetz  erkennen,  indem  sie  als  Glieder  einer  arithmetischen 
Progression  zweiter  Ordnung  erscheinen ,  durch  welchen  umstand  die  Snm- 
mirung  der  Reihen  für  A^  B^  (7...,  sowie  für  A^^  A^^  A^  leicht  aus- 
führbar ist.  Vollzieht  man  gleich  die  Bildung  der  Summen  für  die  letzt- 
genannten Grössen ,  so  ergiebt  sich  für  den  allgemeinen  Ausdruck  derselben 

ii^"^ß-(^  +  l)it-n«(^-2-(<-l)n] 

(1-nV 

Folge  nach  ^  =  1,  2,  3,  4...  setzt  und  die  so 
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K^^^.'*,    N./*.  ^    f-  ."^.J-N,^**«!»*.  *^/i^*       •'■w      _--^^    w"-  ",<■  ,.^«  --V.^  ^*  .'■i^ 


stellt  J*  den  Flächeninhalt  der  vom  Aequator  bis  zur  geographischen  Breite  g> 
reichenden  Zone  dar.  Für  die  von  der  Breite  (p^  bis  q)  sich  erstreckende 
Zone  findet  man  hieraus,  wenn  noch  die  Formel 

sin(2i-l)q>-8in{2t-l)(pl=2sin^{2t'-l){g>-q>,)cos^{2t-\){(p+(p,) 
berficksichtigt  wird, 

F=  y-~  \{  1  -  n)«  sin  ^  (<p  -  g>,)  cos^{(p  +  (pj) 

n  3  3 

—  g-  [2  -  3n  +  n*^]  5m  2  (<P  ""  <J^i)  <^^^  2  ^^  "*"  ''^'^ 

«*  5  5 

+  ^[3-4n-n2(l-2ti)]5m^((p-gp,)co5g(g)  +  g>i) 

n''^  7  7 

--^- [4-5w-n«(2-3n)]5in  2  {(jp-cpj  C05  ^(v+qpi) 

fiA  9  9 

•—  •«•  •  •  • 


5) 


«n  (2 ( _  1)  ^JEl  cos  {2t -i)  ?^^1 


Im  Vergleich  zu  der  bisher  angewandten  Reihenentwickelung  zeigt  die 
vorstehende  eine  bedeutende  Vereinfachung  der  von  n  abhängigen  Coeffi- 
cienten.  Wie  leicht  nachzuweisen,  ist  der  Yon  der  Breite  unabhängige 
Theil  des  ersten  Gliedes  auch  gleich  4 nah. 

Nimmt  man  nach  W.  B  es  sei  für  die  Erddimensionen  die  Werthe 

a  =  6377 .397156  Kilometer , 
6  =  6356.078963  „  , 
n=       0.001674  184767 

an  und  setzt  den  Fehler  in  a  und  h  einer  halben  Einheit  der  sechsten 
Decimalstelle  gleich,  welche  Genauigkeit  indess  niemals  in  Wirklichkeit 
erreicht  wird,  so  können  alle  höheren  Potenzen  von  n  als  die  dritte  ver- 
naehlftssigt  werden,  wodurch  sich  obiger  Ausdruck  zusammenzieht  in 

4na^  r  1  1 

F=  j— ^  1^(1  -  n)2  sin  g  (^  -  9i)  cos  ^  (<)p  +  Ti) 


n  3  3 

-  g  (2  —  3n)  sin  g  (<P  —  9>i)  ^^Sg  (9  +  gPj) 

^955 

+  g  l3-4n)5mg(<p-<P|)co5g(<p  +  <Pi) 

4m3       7  7  1        * 

-  -y-  sin^  (9  -  ()Pi)  cos  2  (^  +  ^v'i  y 
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Bekanntlich  ist  für  bestimmte  kartographische  und  katastrale  Zwecke 
die  Aufstellung  von  Tabellen  erforderlich,  welche  für  geringe  Breiten- 
intervalle die  Flächeninhalte  kleinerer  Zonentheile  (sphäroidischer  Trapeze) 
enthalten.  Zur  Berechnung  derselben  ist  die  vorstehende  Reihe  ganz 
besonders  geeignet,  da  man  nur  die  ersten  zwei  oder  drei  Glieder  derselben 
zu  berücksichtigen  braucht.  Dagegen  ist  der  Eingangs  erwähnte  und  aus 
Gleichung  la)  folgende  endliche  Ausdruck,  nämlich: 

^  LI— g«5t«g)*      1  — rÄmfjPi*     2sM       \l—  estfKp/ 


weit  weniger  zur  Berechnung  geschickt,  weil  eine  grössere  Anzahl  von 
Logarithmen  und  deren  Numeri  zu  bestimmen  ist  Da  ferner  im  Nenner 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  kleine  Grösse  s  als  Factor  enthalten  ist, 
so  wird  ein  Fehler  in  dem  Coefficienten  von  l  :2iM  stark  vergrössert 
und  dadurch  die  Genauigkeit  des  Rechnungsergebnisses  sehr  beeinträchtigt. 

Für  sehr  kleine  e  würde  übrigens  die  Formel,  wie  man  leicht 
erkennt,   zur  Berechnung  unbrauchbar  werden. 

Mit  den  oben  gegebenen  Zahlenwerthen  habe  ich  für  den  Flächen« 
inhalt  der  Zone  berechnet: 

F=  50938  0847«*'"  .550  5tn~(g) -  (jp,)  cos  ^  {g>  +  (Pi) 

3  3 

—       56  9007  „   . 660  8in-^((p  —  (p^)  cos  "o  (<?  +  9i) 

5  5 

+  857  „   .QOl  sin ^{(f  -(pi) cos  j  {(p  +  ipi) 

7  7 

. 367  sin-^itp  —  9,)  cos  -g  (v  +  9>i) 


1 


9  9 

+  0„   >002sin-^{q>--(p{)cosj((p  +  (p^), 

wobei  auch  die  vierten  Potenzen  von  n  berücksichtigt  sind. 

Diese  Zahlen  sind  bis  auf  die  letzte  Stelle  richtig  und  dürften  den 
unter  Zugrundelegung  derselben  Erddimensionen  berechneten  und  ander- 
weit angegebenen  Werthen  vorzuziehen  sein,  welche  von  den  vorstehenden 
theil weise  nicht  unerheblich  abweichen. 

Chemnitz.  E.  Roedbl,  ober-PosUMitt. 
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Sterbe-  und  Invaliditäts- Tafeln*'  in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  106,  eine  neue 
Gleichung  angegeben,  mit  Hilfe  deren  es  möglich  ist,  empirische  Zahlen- 
reihen darzustellen.  Die  Anwendung  derselben  auf  die  deutsche  Sterbe- 
tafel, männliches  Geschlecht,  und  auf  die  Tafel  der  Arbeitsfähigen,  ent- 
nommen aus  Spitz  er 's  Anleitung  zur  Berechnung  von  Leibrenten  und 
Anwartschaften  etc.,  ergiebt  innerhalb  gewisser  Altersintervalle  gute  und 
brauchbare  Resultate.  Daraus,  dass  auch  diese  Formel  nur  innerhalb  einer 
Reihe  von  Altersjahren  befriedigt  und  zur  Ausgleichung  einer  ganzen 
Sterbetafel  wiederholt  angewendet  werden  muss,  erkennt  man  wiederum, 
dass  die  Darstellung  der  ganzen  Sterblichkeitscurye  durch  eine  analytische 
Gleichung  kaum  von  praktischem  Werthe  ist. 

Im  Folgenden  soll  ein  Ausgleichungsverfahren  angegeben  werden,  mit 
welchem  man  durch  Rechnung  successive  die  Punkte  der  ausgleichenden 
Cnrve  aus  der  beobachteten  Sterblichkeitslinie  finden  und  dabei  doch  den 
Besonderheiten  der  vorliegenden  Sterblichkeit  überall  Rechnung  tragen  kann. 
Man  kann  annehmen,  dass  die  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  transcendente 
Sterblichkeitscurve  aus  einzelnen  Stücken  zusammengesetzt  ist,  welche 
algebraischen  Curven  angehören,  sodass  für  diese  einzelnen  Stücke  die 
Curve  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

darstellbar  ist.  Das  Ausgleichungsverfahren  beruht  nun  darin,  dass  man 
jeden  Punkt  der  zu  suchenden  Curve  so  bestimmt,  dass  er  der  mittelste 
Punkt  eines  parabolischen  Curvenstückes  wird.  Im  Besonderen  sei  an- 
genommen, dass  der  gedachte  Punkt  der  mittelste  von  fünf  aufeinander 
folgenden  Punkten  sei,  welche  das  Stück  einer  Parabel  bilden,  unter 
dieser  Voraussetzung  muss  folgenden  fünf  Gleichungen  Genüge  geleistet 
werden : 

1)  yk^^a  +  h.Xk  +  c.a^ki    ä  =  1,  2,  3,  4,  5. 

Die  Bestimmung  der  Constanten  a^  h,  c  führt  mit  Hilfe  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  folgende  drei,  in  Bezug  auf  die  Constanten 
linearen  Gleichungen,  in  denen  der  umfang  der  durch  das  Zeichen  2  an- 
gedeutet-en  Summatiou  aus  den  Gleichungen  1)  leicht  zu  ersehen  ist 

tZ(y)      =5a  +b.2{x)  +c.Z{x*), 

2)  \£{x.y)  =  a.2{x)  +  h .  Z{x^)  +  c .  £{0^) , 

1  2{x\y)=:  a .  Z{x^)  +  h .  Z{x^)  +  c.Z{x% 

Dieselben  ergeben 
wobei  man  bezeichnet  mit 
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2.= 


Z, 


2;(y),  Z{x\     £(x*) 

£{x.y),     iXA     -SC«») 
2:(*».y),    2(3?),     £{!»') 

5,  2(x),      Siy) 

2:{x),     Z(x»),    ^(«.y) 


Z4=    5. 

-SCy), 

Hix), 

-s(«.y), 

^(»8) 

-S(«*), 

-s(«».y), 

^(^*) 

N  = 

ö, 

^(a;), 

Z(««) 

-S(x). 

£{x'). 

-S(^) 

-s:(A 

■S(x»). 

■S(ar*) 

Diese  Determinanten  besitzen  sehr  einfache  Werthe,  wenn  man  bedenkt, 
dass  die  Grössen  x  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  arithmetische  Reihe 
erster  Ordnung  bilden.     In  der  That  ist 

4)  a:,  =a?i,     Xi  =  Xi+l,    x^  =  Xi  +  2,    x^==Xi  +  S,    x^  —  Xi  +  4. 

Setzt  man 

5)  Xi+2  =  x, 

80  ist  X  gerade  dasjenige  Alter,   zu  dem  man  eine  solche  Sterbens  -  Wahr- 

Bcheiiilichkeit  y  sncht,   dass   durch  Einsetzen   der  Werthe   a^   h,  c  aus  3) 

die  Parabel  erfCLllt  wird 

y  =  a  +  h.x  +  c.x^. 

Durch  die  Einführung  4)  und  5)  aber  erhält  die  Nennerdeterminaute  N 
den  Constanten  Werth  700 ,  während  die  Zählerdeterminanten  ergeben 

^Za==Ä.£{y)^B.Z{x.y)+C.£(x\y\ 
■-^Zö-=B.Z{y)'-D.Z{x.y)  +  E.£(x\y\ 


10 


Zc  =  C.  r(y)  -  E.2{x.y)  +  5.£{x^.y\ 


wobei  gesetzt  wird 


ii  =  5.(a;«  +  6)*  -  73.(a;«  +  2), 

^  =  «.(10«« -13), 

C  =  5.(a;«-2), 

2)  =  20a^+7, 

JE?  =  10a?. 
Jede  Sterbens  -Wahrscheinlichkeit  y  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Alter 
X  aas  der  Gleichung 

I   70y=[Ä.i:{y)-B.2{x.y)  +  C.£{x\y)]^ 

6)  I  -x.{n.Z(y)-D.£{x.y)  +  E,2{x^.y)\  + 

1  +x^.[C.Z{y)  ''E.2{x.y)  +  5,£{x\y)], 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst,  und  der  erhaltene  Punkt  x,  y  liegt 
auf  einem  Parabelstücke,  dessen  Gleichung  durch  6)  dargestellt  wird.  Man 
kann  daher  diese  Ausgl^ichungsweise  als  die  parabolische  Ausgleichungs- 
methode  bezeichnen. 

Das  angegebene  Verfahren  w4!tde  geprüft  an  denjenigen  Sterbens- 
WabracbeinhcbkeiteD,    welche  in  der  deutschen  SteibetalÄ  ^   ^^^^xi^^\»  wi\ 
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die  Sterblichkeit  der  Reichsbe Völkern ng  in  den  zehn  Jahren  1871/72  bis 
1880/81,  für  das  männliche  Geschlecht  enthalten  sind  (Monatshefte  zur 
Statistik  des  Deutschen  Reichs,  Novemberheft  1887).  Das  Ergebniss  dieser 
Ansgleichang  ist  anszagsweise  in  Spalte  4  der  folgenden  Tabelle  wiedergegeben. 


Alter. 

1 

Unaus- 
geglichene 
Sterbens- 
Wahrschein- 
lichkeiten. 

Aasgeglichene 

Sterbens- 

Wahrschein- 

lichkeiten 

des 

Monatshefts. 

Nach  der 
parabolischen 

Methode 
ausgeglichene 

Sterbens- 
Wahrschein- 
lichkeiten. 

Alter. 

Unaus- 
geglichene 

Bterbens- 
Wahrschein- 

lichkeiten. 

Ausgeglichene 

Sterbens- 

Wahrschein- 

lichkeiten 

des 

Monatshefts. 

Nach  der 
parabolischen 

Methode 
ausgeglichene 

Sterbens- 

Wahrsohein- 

Uohkeiten. 

1 

2 

8 

* 

1 

S 

8 

4 

0 

0.26273 

0.26273 

0.25273 

48 

0.01960 

0.01941 

0.01940 

4 

1706 

1705 

1694 

52 

2387 

2374 

2370 

8 

668 

666 

665 

56 

2979 

2956 

2938 

13 

376 

368 

371 

60 

3856 

3820 

3829 

16 

462 

461 

449 

64 

5166 

5118 

6159 

20 

750 

750 

749 

68 

6960 

6942 

6896 

24 

847 

847 

850 

72 

9464 

9489 

9408 

28 

894 

886 

887 

76 

13057 

12966 

13192 

32 

982 

984 

980 

80 

17686 

17448 

17600 

de 

1152 

1148 

1145 

84 

23178 

22900 

23027 

40 

1364 

1363 

1356 

88 

28661 

28862 

28462 

44 

1017 

1605 

1625 

m 

Für  die  praktische  Anwendang  der  Methode  sind  noch  folgende  Be- 
merkungen zu  machen. 

Wenn  die  unausgeglichene  Zahlenreihe  der  Sterbens- Wahrscheinlichkeiten 
in  ihrer  Aufeinanderfolge  grosse  Unregelmässigkeiten  zeigt,  so  thut  man 
gut,  vor  Beginn  der  Ausgleichung  eine  Ordnung  der  Zahlenreihe  derart 
einzuführen,  dass  man  aus  fünf  aufeinanderfolgenden  Werthen  das  arith- 
metische Mittel  bildet  und  dieses  an  Stelle  des  mittelsten  der  genommenen 
Werthe  einsetzt  und  erst  auf  die  so  geordnete  Zahlenreihe  das  Ausgleichungs- 
yerfahren  anwendet. 

Da  die  Grössen  A,  B^  C^  D  und  E  von  x  allein  abhängen,  so  sind 
sie  unabhängig  von  der  jedesmaligen  Beobachtung  und  könnea  ftlr  jedes 
Alter  X  von  vornherein  berechnet  werden.  Ausserdem  hat  man  sich  nur 
eine  Tabelle  für  die  drei  Summen  i^(y),  2:(x.y)  und  Z(pi?.y)  aufzustellen. 

Dresden.  Ludwig  Anton. 


Darstellung  der  Corven  dritter  Ordnung  und  Classe 

aus  zwei  Reciprocitäten. 

Von 

Dr.  Chr.  Beyel 

in  Zarioh. 


A.  Allgemeine  Sätze  und  Definitionen. 

1.  Wir  geben  von  einem  Dreieck  ÄBG{abc)  und  einem  Punkte  P 
seiner  Ebene  aus.  Wir  construiren  durch  P  eine  Gerade  p^  welche  mit 
den  Strahlen  aus  P  nach  ABC  in  vorgeschriebener  Reihenfolge  ein  ge- 
gebenes Doppelverhältniss  A  bildet.  Es  sei  aho  (PÄ^  PB^  PC^  p)  =  A. 
Dann  schneidet  —  wie  wir  anderen  Ortes*  bewiesen  haben  —  die  Gerade  jp 
aus  den  Seiten  ahc  des  Dreiecks  ABC  drei  Punkte  PaPbPc%  für  welche 
(P.P»PcP)  =  A.  Somit  wird  durch  ABC  {ah c)  und  A  jedem  Punkte  P 
der  Ebene  eine  Gerade  p  durch  P  eindeutig  zugeordnet  und  jeder  Geraden  p 
einer  ihrer  Punkte. 

Wir  bezeichnen  diese  specielle  Beciprocität  mit  (^,P^CA). 
ABC  seien  die  Grundpunkte,  ahc  die  Grundlinien  der  Beci- 
procitttt. 

An  dem  citirten  Orte  zeigten  wir  ferner,  dass  in  der  definirten  Beci- 
procität  den  Punkten  einer  Geraden  g  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
entsprechen.  Derselbe  hat  ahc  zu  Tangenten  und  wird  von  g  in  dem 
Punkte  G  berührt,  welcher  g  entspricht.  Den  Strahlen  eines  Büschels  mit 
dem  Scheitel  G  correspondiren  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  durch 
ABCG^  der  in  G  von  g  berührt  wird.  Daraus  folgt,  dass  der  Schnitt- 
punkt S  von  zwei  Geraden  p,  g,  welche  P,  Q,  entsprechen,  mit  diesen 
Punkten  und  ABC  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  muss.  Die  Tangente  5, 
welche  in  8  diesen  Kegelschnitt  berührt,  entspricht  dem  Punkte  8,  Der 
Verbindungslinie  t;  der  Punkte  PQ  entspricht  der  Berührungspunkt  V  von 
V  mit  dem  Kegelschnitt,  welcher  ahcpqv  zu  Tangenten  hat.  Mit  Hilfe 
von  diesen  Sätzen  können  wir  mit  dem  Lineal  in  der  definirten  Beciprocität 
zusammengehörige  Elemente  construiren. 


*  üeber  eine  ebene  Beciprocität  und  ihre  Anwendung  auf  die  Curventheone. 
l&tBcbnR  far  Mathematik  and  Physik,  Bd.  XXXI,  S.  141. 

ZeitBObxift  £,  Mmtbematik  n.  Fbyaik.  58.  Ja^hig,  1893.  2.  Heft.  ^ 
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2.  Wir  wenden  uns  zu  dem  Kegelschnittnetz,  welches  ABC  zu 
Grundpunkten  hat.  P  sei  ein  Punkt  seiner  Ebene.  Dann  geht  durch  P 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  P*  des  Netzes  von  der  Art,  dass  die  Strahlen 
von  irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnittes  nach  ÄBCP  in  vorgeschrie- 
bener Beihen  folge  ein  gegebenes  Doppel  verbal  tniss  A  bilden.  P*  wird  in  P 
von  derjenigen  Geraden  p  berührt,  welche  dem  Punkte  P  in  der  Becipro- 
citfit  {AB CA)  entspricht. 

Den  Kegelschnitten  des  Netzes  durch  ABC  stehen  diejenigen  der 
Schaarschaar  gegenüber,  welche  ahc  z\x  Tangenten  haben,  unter  diesen 
Kegelschnitten  giebt  es  je  einen,  welcher  eine  beliebige  Gerade  p  berührt 
und  dessen  Tangenten  aus  ahcp  vier  Punkte  von  vorgeschriebenem  Doppel- 
verhältniss  A  schneiden.  Dieser  Kegelschnitt  berührt  p  in  dem  Punkte  P, 
welcher  p  in  der  Reciprocität  (AB CA)  entspricht. 

Nach  dem  Gesagten  können  wir  durch  ABC{abc)  und  A  jedem  Punkte 
P  der  Ebene  einen  Kegelschnitt  P^  zuordnen ,  welcher  durch  P  geht  und 
jeder  Geraden  p  einen  Kegelschnitt  P,,  der  p  berührt. 

Wir  bezeichnen  diese  specielle  quadratische  Transfor- 
mation mit  {ABCA)K 

Zeichnen  wir  in  dieser  Transformation  zu  zwei  Punkten  PQ  die  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  P^Q\  so  müssen  diese  ausser  ii PO  noch  einen 
Punkt  V  gemeinsam  haben,  der  auf  der  Verbindungslinie  v  von  P  und  Q 
liegt;  denn  nur  in  diesem  Falle  können  die  Strahlen  aus  V  nach  ABC 
mit  dem  Strahle  nach  P  dasselbe  DoppelverhSltniss  A  bilden,  wie  mit  dem 
Strahle  nach  Q,  Wenn  aber  v  mit  diesen  Strahlen  das  DoppelverhSltniss 
A  bildet,  so  ist  V  der  entsprechende  Punkt  zu  v  in  der  Reciprocität  {AB  CA). 
Er  ist  also  von  der  Lage  der  Punkte  P,  Q  auf  v  unabhängig.  Daraus 
schliessen  wir,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  in  {ABCAy  den 
Punkten  einer  Geraden  v  entsprechen,  ein  Büschel  bilden. 
ABCV  sind  seine  Grundpunkte. 

Die  duale  üeberlegung  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  den  Geraden 
eines  Büschels  in  der  Transformation  {ABCAy  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  zugeordnet  sind.  Sie  hat  ahc  zu  gemein- 
samen Tangenten  und  ferner  die  Gerade  g^  welche  dem  Scheitel  Q  des 
Büschels  in  der  Reciprocität  (AB CA)  entspricht 

Sei  P^  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Netzes  mit  den  Grundpunkten 
ABC^  so  entspricht  er  in  {ABCA)^  einem  seiner  Punkte  P.  Wir  finden 
denselben,  itadem  wir  aus  irgend  einem  Punkte  T  von  P^  nach  ABC 
Strahlen  ziehen  und  einen  Strahl  t  nach  der  Bedingung  (TAj  TB,  TC^  t)  =  A 
construiren.  Er  schneidet  P^  ein  zweites  Mal  in  P.  Nun  ist  nach  Con- 
struction  i  die  entsprechende  Linie  zu  T  in  der  Reciprocität  {AB CA). 
Folglich  müssen  alle  Geraden,  welche  den  Punkten  von  P'  in  dieser 
Reciprocität  zugeordnet  sind,  durch  den  Punkt  P  gehen,  dem  P*  in  (.4P CA)* 
entspricht 
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und   Cq  nennen.     Dann   ergiebt  sich    aus   1.  für   den  Zusammenhang  von 
Punktetripel  und  Linientripel : 

Die  Tripelseiten,  welche  zu  den  Ecken  eines  Punktetripels 
gehören,  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  Tripelecken, 
welche  zu  den  Seiten  eines  Linientripels  gehören,  liegen  in 
einer  Geraden.  Daraus  folgt  für  die  Curven  C^  und  C^i  Von  den 
Tangenten  der  Curve  dritter  Classe,  welche  durch  die  Ecken 
eines  Punktetripels  der  Curve  dritter  Ordnung  gehen,  schnei- 
den sich  drei  in  einem  Punkte.  Also  umhüllen  die  anderen 
sechs  einen  Kegelschnitt.  Ferner:  Die  Tangenten  der  Curve 
Cg,  welche  einem  Linientripel  angehören,  schneiden  die  Curve 
dritter  Ordnung  in  drei  Punkten  einher  Geraden.  Also  liegen 
die  sechs  anderen  Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

b)  Linealconstructionen  von  Punkten  und  Tangenten. 

4.  Wir  heben  ausgezeichnete  Elemente  von  C^  und  C^  hervor. 

Einer  Seite  —  etwa  a  —  des  Dreiecks  ABC  entspricht  in  der  Beci- 
procität  (AB CA)  jeder  Punkt  von  a  (A.3).  Zeichnen  wir  zu  dieser  Seite 
den  entsprechenden  Punkt  in  (il^  ^^  Cj  A^) ,  so  muss  er  der  Linie  a  in 
beiden  Reciprocitäten  correspondiren.  Also  liegt  er  auf  C^  Indem  wir 
diesen  Schluss  für  alle  Grundlinien  der  Reciprocitäten  ziehen,  folgt:  Con- 
struiren  wir  zu  einer  Seite  des  Grundpunktdreiecks  der  einen 
Beciprocität  den  entsprechenden  Punkt  in  der  anderen,  so 
liegt  er  auf  C^. 

Diese  Construction  führt  zu  sechs  Punkten  der  C^,  Wir  wollen  die- 
selben je  nach  ihrer  Lage  auf  abc,  ajt^Cj  mit  A*B*C*  und  A^*B^*C^^ 
bezeichnen  und  die  Sternpunkte  der  Reciprocitäten  nennen.  Zu 
jedem  Grundpunkte  gehört  also  ein  ihm  gleichnamiger  Sternpunkt. 

Wir  können  die  Sternpunkte  auf  eine  zweite  Weise  ableiten. 

Dem  Punkte  A  entsprechen  in  der  Transformation  {A  B  CAY  die  Geraden 
AB^  AC  (A.3).  Zeichnen  wir  den  Kegelschnitt,  welcher  dem  Punkte  A 
in  {A^B^CiA^y  correspondirt ,  so  muss  er  AB  und  -40  in  drei  Punkten 
von  C^  schneiden.  Der  eine  ist  A.  Die  zwei  anderen  sind  die  Sternpunkte  B* 
und  C*.  Daraus  folgt  allgemein:  Die  Grundpunkte  der  Transfor- 
mationen liegen  auf  (7^  Construiren  wir  zu  einem  Grundpunkte 
der  einen  Transformation  den  entsprechenden  Kegelschnitt  in 
der  anderen,  so  liegen  auf  ihm  die  zwei  Sternpunkte  der  ersten 
Transformation,  welche  nicht  zu  dem  erwähnten  Grundpunkte 
gleichnamig  sind.  Sie  bilden  mit  diesem  Grundpunkte  ein  zu 
ihm  conjugirtes  Punktetripel. 

Die    duale    Üeberlegung   zeigt,    dass    die    Grundlinien    und    die  sechs 

Linien   a*b*c*,    aj*hj*c*  (Sternlinien),    welche    den   resp.  Grundpunkten 

ei'  ''^rocität   in    der   anderen   entaprecheii ,  TaT^^^nt^u  von   C^  sind. 
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Legen  wir  durch  die  Grundpunkte  der  einen  Beciprocität 
und  einenSternpunkt  der  anderen, sowie  du  roh  einen  beliebigen 
Punkt  G  von  C^  einen  Kegelschnitt,  so  trifft  er  die  Qerade, 
welcheGrmit  dem  zum  Sternpunkte  gleichnamigen  Or  und  punkte 
verbindet,  in  einem  sechsten  Punkte  von  C^. 

Wir  construiren  Qa  nach  dem  PascaTschen  Satze.  Zu  diesem  Zwecke 
schneiden  wir  die  Oerade  GÄ*  mit  a^  und  fa  mit  &|.  Die  Verbindungslinie 
beider  Punkte  trifft  Ä^A*  in  einem  Punkte,  den  wir  aus  Bi  auf  r«  pro- 
jiciren.     Die  Projection  ist  Ga. 

Aus  dieser  Construction  leiten  wir  folgende  allgemeine  Regel  ab: 
Wir  ziehen  durch  G  nach  einem  Sternpunkte  die  Gerade 
r*  und  nach  dem  gleichnamigen  Grundpunkte  die  Gerade  r. 
Wir  schneiden  r*  mit  einer  und  r  mit  einer  zweiten  Grund- 
linie der  Reciprocit&t,  zu  welcher  der  Sternpunkt  nicht  ge- 
hört. Wir  verbinden  diese  Schnittpunkte  und  projiciren  auf 
diese  Gerade  den  Sternpunkt  aus  demjenigen  Grundpunkte, 
welcher  der  zuerst  erwähnten  Grundlinie  gegenüber  liegt.  Die 
Projection  verbinden  wir  mit  dem  Grundpunkte,  welcher  der 
zweiten  Grundlinie  gegentlber  liegt.  Dann  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie aus  r  einen  Punkt  von  C\ 

Diese  Linealconstruction  giebt  uns  die  zwei  Dreiecke  von  Punkten  der 
C^,  welche  mit  G  als  Centrum  zu  den  Grundpunktdreiecken  perspectivisch 
sind.  Zu  jedem  dieser  Punkte  können  wir  mit  dem  Lineal  neue  per- 
spectivische  Dreiecke  und  somit  beliebig  viele  Punkte  der  0^  construiren. 
Der  duale  Gedankengang  zeigt  uns  die  Linienconstruction  von  beliebig  viel 
Tangenten  der  C^. 

9.  Wir  wollen  nun  sämmtliche  Punktetripel  der  Curve  C^  zeichnen, 
welche  den  beliebigen  Punkt  G  von  C^  zu  einer  Ecke  haben.  Diese  Tripel 
sind  zu  den  Punkten  X  der  Geraden  g  conjugirt  (1). 

Sei  K^  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  AB  CG  und  einen  beliebigen 
Punkt  X  von  g  geht,  und  K^^  der  Kegelschnitt  durch  A^B^C^G  und  X,  so 
schneiden  sich  beide  Kegelschnitte  in  zwei  weiteren  Punkten  HF  von  C^  Weil 
diese  Punkte  und  A^ByC^G  einem  Kegelschnitte  angehören,  so  müssen  die 
Linien  GA^,  -^i^i  ^^^  ^^^  (stets  reelle)  Linie  ^F aus  C^  drei  weitere  Punkte 
schneiden,  die  in  einer  Geraden  liegen.  Zwei  dieser  Punkte  sind  Ga^  und 
A^.  Also  geht  HF  durch  den  dritten  Punkt  G**^  in  welchem  die  Linie 
&a,  A^  die  Curve  C^  noch  trifft.  Lassen  wir  jetzt  X  die  Linie  g  durch- 
laufen, so  gehört  zu  jeder  Lage  von  X  eine  andere  Linie  HF.  Für  alle 
diese  Linien  HF  gilt  der  oben  gezogene  Schluss,  das  heisst: 

In  allen  Punktetripeln,  die  eine  Ecke  G  gemeinsam  haben, 
gehen  die  Seiten,  welche  dieser  Ecke  gegenüber  liegen,  durch 
einen  Punkt  G**  von  C^, 
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Wir  schliessen  daraus  allgemein:  Verbinden  wir  einen  Stern- 
punkt mit  dem  gleichnamigen  doppelten  Sternpunkte,  *80 
schneidet  diese  Gerade  aus  C^  einen  dritten  Punkt  5^,  der  auf 
der  Tangente  des  zu  den  Sternpunkten  gleichnamigen  Grund- 
punktes liegt.  Zugleich  befindet  sich  S^  auf  einem  Kegel- 
schnitt,  welcher  durch  diesen  Grundpunkt,  den  Sternpunkt 
und  die  Grundpunkte  der  anderen  Beoiprocit&t  geht. 

c)  Constructionen  ans  Eegelschnittbüscheln 
und  Kegelschnittschaaren. 

Im  Gegensatze  zu  den  Linealconstmctionen ,  welche  uns  stets  nur  ein  Ele- 
ment der  Curven  C^  und  C^  geben ,  behandeln  wir  j^etzt  solche  Constructionen, 
bei  denen  die  Elemente  paarweise  gefunden  werden.  Wir  erhalten  für  diese 
Constructionen  die  bequemste  Form,  indem  wir  die  Curyen  aus  Eegel- 
schnittbüscheln oder  Schaaren  hervorbringen.  Wir  leiten  daher  einige  solche 
Erzeugungen  ab,  welche  durch  die  Beciprocitftten  {AB CA)  und  {Ä^B^C^A^) 
vermittelt  werden. 

Wir  beginnen  damit  die  Punktetripel  der  C^  den  Punkten  einer  be- 
liebigen Geraden  g  zuzuordnen.  Wir  zeichnen  also  die  Kegelschnitte ,  welche 
den  Punkten  X  von  g  in  {ABC A)*  und  {AiB^CiA^y  entsprechen.  Diese 
Kegelschnitte  bilden  zwei  Büschel.  Ihre  resp.  Grundpunkte  sind  ABC^ 
AiB^Ci  und  die  Punkte  Q-Q^y  welche  der  Geraden  g  in  den  Beciprocitöten 
{AB CA)  und  {AiBiC^Aj)  correspondiren.  Darch  jeden  Punkt  X  geht 
ein  Kegelschnitt  des  einen  und  ein  Kegelschnitt  des  anderen  Büschels« 
Beide  Kegelschnitte  haben  ausser  X  drei  gemeinsame  Punkte.  Sie  liegen 
auf  C\  Ihre  Verbindungslinien  mit  X  sind  Tangenten  von  Cy  Wir  schliessen 
daher: 

Construiren  wir  in  zwei  Kegelschnittbüscheln  durch  jeden 
Punkt  X  einer  Geraden^,  welche  einen  Grundpunkt  d^  des  einen 
Büschels  mit  einem  Grundpunkte  Oi  des  anderen  verbindet, 
die  zwei  Kegelschnitte,  so  liegen  ihre  drei  weiteren  gemein- 
samen Punkte  auf  einer  C^,  Die  Verbindungslinien  dieser 
Punkte  mit  X  berühren  eine  Oj.  Die  Grundpunkte,  welche  nicht 
in  g  liegen,  gehören  C^  an  und  bilden  zwei  Dreiecke,  deren 
Seiten  C3  berühren. 

In  daaler  Weise  können  wir  0*  und  C^  erzeugen.  Wir  gehen  von 
zwei  Kegelschnittschaaren  aas.  Wir  bringen  diese  mit  einem  Strahlen- 
büschel in  Verbindung,  dessen  Scheitel  T  im  Schnittpunkte  einer  Grund- 
tangente t  der  einen  Schaar  mit  einer  Grundtangente  ti  der  anderen  Schaar 
liegt.  Durch  jeden  Strahl  x  des  Büschels  wird  ein  Kegelschnitt  der 
einen  und  ein  Kegelschnitt  der  anderen  Schaar  bestimmt.  Beide  Kegel- 
scbnitte  haben  ausser  x  noch  drei  weitere  Tangenten.  Sie  umhüllen  eine 
^  und  schneiden   x   in    drei  Punkten   emw  Cxm^  ÖlivWäx  Qx^t^ma^«    Die 
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werden  können,  treffen  p  in  zwei  Punkten  der  C.  Dreht  sich  jetzt' |^  um 
Ay  so  werden  die  zu  p  gehörenden  Punkte  E  stets  nach  der  Relation 
(j7,  ABy  ACy  ilJS)  =  A  gefunden  (A.3).  Sie  bilden  folglich  eine  Reibe,  welcfie 
zu  dem  Strahlenbüscbel  um  A  projectivisch  ist  AB^  AC  sind  die  Strahlen 
des  Büschels,  welche  ihre  entsprechenden  Punkte  enthalten.  Die  Kegel- 
schnitte, welche  den  Geraden  p  in  (^jJ9jC,  AJ^  entsprechen,  bilden  eine 
Schaar.  Ihre  Grundtangenten  sind  a^hy^c^  und  die  Linie  a*,  welche  dem 
Punkte  A  in  der  ReciprocitSt  {A^  B^  C^  A^)  entspricht  Zu  jeder  Geraden  p 
gehört  ein  Kegelschnitt  der  Schaar.  C^  und  C^  können  daher  in  folgender 
Weise  hervorgebracht  werden: 

Wir  gehen  von  einer  Kegelschnittschaar,  einer  Punkte- 
reihe und  einem  Strahlenbtlschel  aus,  dessen  Scheitel  auf 
einer  Grundtangente  der  Schaar  liegt.  Wir  ordnen  die  Punkte 
der  Reihe  den  Strahlen  des  Büschels  projectivisch  zu.  Jeder 
Strahl  X  des  Büschels  berührt  einen  Kegelschnitt  der  Schaar. 
An  ihn  gehen  durch  den  Punkt  X  der  Reihe,  welcher  x  ent- 
spricht, zwei  Tangenten.  Sie  treffen  x  in  zwei  Punkten  einer 
Curve  C^  und  sind  Tangenten  einer  Curve  dritter  Classe. 

Der  duale  Gedankengang  führt  ebenfalls  zu  einer  Projectivität  zwischen 
den  Strahlen  durch  A  und  den  Punkten  auf  a  (A.4)  und  zu  einem  Kegel- 
schnittbüschel, welches  AyB^C^A^  zu  Grundpunkten  hat  Durch  jeden 
Punkt  X  von  a  geht  ein  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  von  dem  ent- 
sprechenden Strahle  x  in  zwei  Punkten  einer  C  geschnitten  wird.  Ver- 
allgemeinem wir  diese  Darstellung,  so  erhalten  wir  C^  nach  einem  Gesetze, 
welches  mit  dem  am  Ende  von  16  hervorgehobenen  identisch  ist.  Wir 
sind  also  zu  diesem  Gesetze  gelangt,  indem  wir  einmal  von  einem  Punkte- 
paar GQ**,  einer  Geraden  g  und  einer  Projectivität  um  Q**  ausgingen. 
Im  zweiten  Falle  knüpften  wir  an  die  Projectivität  um  ^,  an  a  und 
A*  an.  Wir  sehen  also,  dass  wir  QQ**g  durch  A*Aa  ersetzen  können 
und  schliessen  daraus: 

Um  an  Stelle  eines  Grundpunktdreiecks  der  C^  ein  neues 
zu  erhalten,  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  G  von  C^ 
aus,  suchen  die  zugehörige  Tangente  g  von  C^  und  den  con- 
jugirten  Punkt  G^*.  Dann  zeichnen  wir  die  Projectivität, 
welche  durch  C^  um  G**  und  auf  g  bestimmt  wird.  Wir  con- 
struiren  in  derselben  die  Strahlen,  welche  in  ihren  entsprechen- 
den Punkte  liegen.  Diese  Punkte  und  G**  können  als  Grund- 
punkte einer  neuen  Reciprocität  betrachtet  werden.  IhrDoppel- 
verhältniss  Ag  ist  gleich  demjenigen,  welches  ein  Strahlen- 
paar des  Büschels  um  G**  mit  den  Strahlen  bildet,  die  in 
ihren  e-ntsprechenden  Punkten  liegen. 
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Damit  sind  wir  zu  einer  nenen  Beihe  von  Fragen  gelangt.  Während 
fdr  nfimlicb  bis  jetzt  von  zwei  bestimmten  Reeiprocitäten  ausgingen  und 
nnt  ihrer  Hilfe  die  Cnrven  C^  und  C^  constrnirten,  können  wir  nnn  eine 
gegebene  Gurre  C^  oder  C^  betrachten  und  untersuchen,  wie  sich  diese 
darch  Paare  Yon  Reeiprocitäten  darstellen  lässt.  Diese  Untersuchungen 
werden  uns  zu  besonderen  Reeiprocitäten  fflhren,  welche  den  Singularitäten 
der  Curven  C^  und  C^  entsprechen  und  zu  einer  Construction  aus  neun 
beliebigen  Elementen  etc.  Die  Beanwortung  dieser  Fragen  behalten  wir 
uns  für  eine  spätere  Abhandlung  Tor. 


«* 


VI. 
Mathematische  Misoellen. 

Von 

Leopold  Schendel 

in  Berlin. 


Fortaatnng. 


in.  Das  altenürende  Ezponentialdifferenxenprodiiot 

Bestimmt  man  die  Elemente  eines  ans  n  Horizontal-  und  v  Vertikal- 
reihen  bestehenden  Oebildes  von  der  Form 

c-:_v')----^'V"')*"-* 


oder  von  der  Form 

•  •  •  • 

in  beliebiger  Wahl  unter  der  Voraussetzung 

Vi  H h  V/*  ^  w 

für  V  — v^,  ..,  Vfi  und  stellt  die  diesen  Werthen  entsprechenden  Gebilde 
zu  einer  Determinante  zusammen ,  so  stellt  sich  in  ihr,  unabhängig  von 
den  mit  8  bezeichneten  Grössen,  das  Dififerenzenproduct 

d&r,   welches   in   dem   Falle,  wenn   die   in   den  Exponenten    auftretenden 
'^ f-««zi  ^,  ..,  j/^  der  Eins  gleich  sind,  m  4aa  AIw^Vi^tjä^  D^ffet^Il^en- 
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— ^«-^*.">^  >^  '  i^  *^— w '"•'''^">- '^-' > 


produet  der  Grössen  o;,,,  ..,  Xy    ttbergeht  und  daher  als  das  altemirende 
Differenzenprodact  der  Grössen  a;,^,  .. 
bezeichnet  werden  kann. 

Im  Falle  jü  —  1  hat  die  Determinante  die  Form 


Xt    mit  den  Exponenten  v^j  ..,  v^ 
f* 


Ct'-x  )'•■■{ 


«1 + « —  1 


0 


)*.— 


oder 


•  •  •  • 

(r_>.-;'er_TV 

und  den  Werth  1. 

Bezeichnet  man  dorch  f(x)  eine  ganze  Function  titen  Grades  mit  dem 
höchsten  Coefficienten  1,  durch  x^^,  ..;  Xy  die  yon  einander  verschiedenen 
Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  —  0  und  durch  Vj,  ..,  Vfi  die  Grade  der  Viel- 
fiichhdt  dieser  Wurzeln,  so  tritt,  wie  wir  im  zweiten  Artikel*  angegeben 
haben,  die  Determinante  mit  verschwindenden  Grössen  8  bei  der  Zerlegung 
einer  gebrochenen  Function,  deren  Nenner  die  Function  f{x)  ist,  in  Partial- 
brüche und  zwar  bei  der  independenten  Bestimmung  der  Partialzähler 
vermittelst  der  -Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  '^  0  auf  und  stellt  das  alter- 
nirende  Differenzenproduct  der  Wurzeln  Xy^^  ..,  Xy  mit  den  Exponenten 
Vi,  ..,  v^  dar.  Die  daselbst  im  Beispiel  mit  dem  Werthe  72  aui^eführte 
Determinante  ist  das  altemirende  Differenzenproduct  der  Wurzeln  1,  2,  ~  1 
mit  den  Exponenten  3,  2,  1 

(l-2)»-5^(l  +  l)8-i(2  +  l)2-^ 

und  also  in  der  That  gleich  1.8.9  oder  72. 

Die  ganze  Function  f(x)  ist  als  von  der  Form 

f(x)  —  (ä  —  ar,,,)"« ..(x-  Xy^Yf* 

durch  den  Quotienten  zweier  Determinanten  darstellbar,  von  denen  die  eine 
das   altemirende  Differenzenproduct    der  Grössen  x^  x 


»'n 


Xy    mit   den 


^  Band  XXXYI  S.  804.  Ersetze  auf  S.  808  das  gegebene  durch  das  folgende 

Schema : 

10      -9         6|2  -8     0  ^        78 1 8     10  72 1  -  72 

6       _16^       0  7     -70  -1. 

8         9^  1, 

2, 
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Exponenten  1,  v^, ..,  i/^  und  die  andere  das  alternirende  Differenzenproduct 

der  Grössen  a;,,,  .,,  Xy    mit  den  Exponenten  V|,  ..,  v»  darstellt. 



Im  Falle  fi  —  1  hat  der  Divisor  den  Werth  1  und  der  Dividendns 

die  Form  /      ,     x  /      i     \ 

Cr!!)'-  •■('■o> 


oder  die  Form 


X' 


•  •  •  •  • 

und  es  gelten  daher  die  Oleichungen 


(x  —  XvY 


ijfixj* 


c^^n-c-r) 


und 


(x  -  x^y 


X^Xv® 


X^Xy"" 


m  •       •  • 


Entfernt   man    demnach    in    den    rechtsseitigen   Determinanten    die    erste 
Yertikalreihe   und   der  Beihe   nach  je  eine  Horizontalreihe,  so  stellen  sie 

den  Binomialcoefficienten  (    j  für  die  Werthe  x  •=  0, ..,  n  dar. 

Im  Anschluss  hieran  sei  hemerkt,  dass  die  Determinanten 


twd 


\    r  +  w-1    /  •  •  \        r  +  0        / 


•  • 


(s  +  rl+0\  (8  +  r  +  0\ 

\r  +  „-lJ  •  -y    r  +  0    J 
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/s  +  r  +  n-l\       /s  +  r  +  2n-2\ 
\    r  +  n-1    )  "\     r  +  n-1     ) 


/s  +  r  +  0\ 
\r  +  w  -  1/ 


/«  +  r  +  n  —  1\ 
••  V    r  +  w-l     / 


+  ♦»-1/  "  ■  \    r  + 

gleiche  und  unter  der  Yoranssetzang  positiver  ganzer  Zahlen  in  Bezug  auf 
die  in  ihnen  yertretenen  Grössen  n,  r,  s  symmetrische  Grössen  sind,  deren 
Werth  sich  aus  der  ersteren  dadurch  ergiebt,  dass  man  in  ihr  das  Product 
der  Elemente  der  letzten  Vertikalreihe  durch  das  Product  derselben  Ele- 
mente mit  verschwindendem  s  oder  das  Product  der  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  durch  das  Product  derselben  Elemente  mit  verschwindendem 
s  und  um  s  vergrössertem  r  dividirt.  Im  Falle  r » 1  ist  die  erste 
Determinante  dem  ersten  und  im  FaUe  s  ^1  dem  letzten  Elemente  ihrer 
ersten  Horizontalreihe  gleich. 

IV.  Zur  Resultantenbildung. 
Zur  Darstellung  der  Resultante  der  Functionen 

und 

(p(x)  —  am(X^  H h  a^x^ 

eignet  sich  nach  Caylej  die  Function 

/'(^)y(y)--/(y)y(^)^ 

X  —  y 

die  unter  der  Voraussetzung  n^m  eine  symmetrische  ganze  Function  der 
Grössen  x  und  y  vom  Qrade  tt  —  1  ist. 

Um  sie  als  solche  darzustellen,  hat  Inan  unter  der  Voraussetzung , der 
Bezeichnungen 


und 


V,    Vi 


(x,  Xj)  —  1  X  +  1,  xj  +  I  X  +  2,  x^  —  1  I  +  . . 
aas  den  Coefficienten  der  gegebenen  Functionen 

Cvn      •       .  •  •  •       •         Cl|Q 

0    .   •    0    am     .   .     OTq 

Ton  links  nach  rechts  fortschreitend  die  Determinanten 

1  fi,  n  —  1 1     I  w,  «  —  2  ;         . .  I  n,  1 1  I  W'  0  ; 

»-1,  «-2|..|n-l,  1|     jn-1,  0 


2,  1 


12,  0| 
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und  ans  ihnen  durch  Addition  in  der  zur  Diagonale  senkrechten  Richtung 
oder  kurz  durch  schräge  Addition  die  Qrössen 

(w~l,  w-l)     (n-1,  «-2)  ..(»~1,  1)     (n-1,  0) 

(»  -  2,  n  -  2)  .  .  (w  -  2,  1)    (»  -  2,  0) 

•  •  •  • 

(1,  1)  (1.  0) 

(0,0) 

zu  bilden  und  hierin  die  Horizontalreihen  so  zu  yeiTollstSndigen,  dass  die 
in  der  Diagonale  sich  kreuzenden  Horizontal-  und  Yertikalreihen  der  Reihe 
nach  dieselben  OrOssen  enthalten.  Multiplicirt  man  alsdann  in  dem  dadurch 
entstehenden  ft  stufigen  Gebilde 

(w-1,  w-1)     (n-1,  w-2)  .  .(n-1,  1)     (ti-1,  0) 

(«-1,  n-2)    («~2,  fi-2)..  (w-2,  1)    (ti-2,  0) 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

(„_1,  1)  (n-2,  1)         ..(1,1)  (1,0) 

(„_1,  0)  (n-2,.0)         ..(1,0)  (0,0) 

der  Reihe  nach  die  Horizontalreihen  mit  x^"^^,  ..,  x^  und  die  Yertikal- 
reihen mit  y^~~^y  ..;  ff^y  so  stellt  die  Summe  der  in  dieser  Weise  erzeugten 
Grössen  die  Cayley'scbe  Function  dar  und  die  in  dem  Gebilde  verzeich- 
neten Grössen  sind  die  Coefficienten  dieser  Function. 

Die  Resultante  der  gegebenen  Functionen  ist  nun  darstellbar  für 

«?  =  0,  ..,  m 

durch  eine  (n  +  w  —  w)  stufige  Determinante,  die  in  den  ersten  m  —  w 
Hotizontalreihen  die  Coefficienten  der  Function  f{x) 

mit 

0,  m  — tr  — 1;     ..;     w  —  w  —  1,  0 

xmd  in  den  letzten  n  —  w  Horizontalreihen  die  Coefficienten  der  Fimction  tp  (x) 

mit 

0,  n  —  w  —  1;     ..;     n  —  w  —  1,0 

vorangehenden  und  bezw.  folgenden  Nullen  enthält  und  in  den  mittleren  w 
Horizontalreihen  mit  m  —  w  Nullen  beginnend  sich  weiter  der  Reihe  nach 
mit  den,  von  unten  gerechnet,  ersten  w  Horizontalreihen  des  Coefficienten- 
gebildes  der  zu  den  Functionen  gehörigen  Caylej 'sehen  Function  deckt, 
und  femer  für 

durch  eine  mit  dem  Divisor  a»^"""*  verbundene  «stufige  Determinante,  die 
j'n  den  ersten  w  Jfforizontalreihen  der  ReVhe  nach  m\\i  &»ü^  ^^\i  xmtieu  ^e- 
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rechnet,  ersten  ir  Horizontalreihen  des  Coeffidentengebildes  der  Cajley- 
sehen  Function  übereinstimmt  und  in  den  letzten  n  —  w  Horizontalreihen 
die  Coefficienten  der  Function  (p(x) 


mit 


^'wf    •'}   ^0 


IC  —  w, 


-,  n  — w  —  l;     ..;    n  —  m  —  1,  0 

Torangebenden  und  bezw.  folgenden  Nullen  enth&lt;  ausserdem  stellt  dem 
Falle  w^n  entsprechend  das  Coefficientengebilde  der  Cajlej'schen  Function, 
durch  zwei  yertikale  Striche  in  eine  Determinante ,  die  Determinante  der 
Cajlej'schen  Function,  umgewandelti  in  der  Verbindung  mit  dem  Divisor 
(-1)0) ^^«-m  ^Q  Resultante  dar. 

Hiemacb  bat  die  Resultante  der  Functionen 


und 


f(x)  -  2a:^-  5a?*-  4it«+  19a:«-  16rr  +  4 
(p(x)  —  da^+  Ax  +  1 


nach  dem  Schema 

2 

-5 

-4 

19 

-  16 

4 

0 

0 

0 

3 

4 

1 

0 

0 

6 

8 

2 

0 

-15 

-20 

-    5 

-12 

-16 
124 

-   4 

7 

-32 

0 


die  den  Werthen  10  —  0, 
2-5-4     19-16 


0  6  8  2 

6    -    7     -  18    -    5 

-30     -21     -    4 

120  7 

-32 

5  entsprechendea  Fonnen 


0 

2 

3 

4 

0 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-5-4      19-16 


1 
4 
3 
0 
0 


2 
8 
3 
0 
0 


-  5 

-18 

4 

3 

0 


0 
1 
4 
3 
0 

-  4 

-21 

1 

4 

3 


0 
0 
1 
4 
3 

7 
120 
0 
1 
4 


0 
0 
0 
1 
4 

-32 

7 
0 
0 
1 


0 
4 
0 
0 
0 
0 
1 


2  -5  -4    19  -16 


0 
3 
0 
0 
0 


2 
4 
3 
0 
0 


-5  -4 


7  -32 


1 
4 
3 
0 


0 
1 
4 
3 


0 
0 
1 
4 


0 
0 
0 
1 


2 

8 
6 
0 
0 


-  5 
-18 

-  7 
3 
0 


4 

7 

-32 

-21 

120 

7 

-30 

-21 

-  4 

4 

1 

0 

% 

^ 

\ 

u. 
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2-5-4  7 

8-18    -21  120 

6-7    -30  -21 

0         6-7  -18 

0         0         3  4 

und  überdies  die  Form 


32 

7 
4 
5 


•4 


0 
0 
6 
8 
2 


0 
6 

-  7 
-18 

-  5 


6 

-  7 
-30 
-21 

-  4 


2 

8 

6    - 
0 
0 

8 

-18 

-21 

120 

7 


5 
18 
7 
6 
0 


4 

21 

30 

7 

6 


7 

120 

-21 

-18 
8 


-32 
7 

-  4 

-  5 
2 


8 


2 

-  5 

-  4 
7 

-32 


+  8, 


zn  deren  Heretellung  mittelst  scbrSger  Addition  das  Schema 

2-5-4         19-16  4 

0        0        0  3  4  1 

0 


0 

6 

8 

2 

0 

-15 

-20 

—    5 

-12 

-16 

4 

124 

7 

-32 

genügt 

Ersetzt  man  in  der  Cayley 'sehen  Function  die  Potenzen  of  und  y 
für  r  —  0,  ..,  n— 1  durch  die  heliebigen  GiOssen  Xr  und  ^^  so  geht 
sie  in  eine  bilineare  Form  fiter  Ordnung  der  Grössen  Xq,  ..,  a;«,.!  und 
y^i  ..,  2/n— i  ^nd  im  Falle  yr^  Xr  in  eine  quadratische  Form  ftter  Ordnung 
der  OrOssen  or^,  ..,  Xn—\  über,  und.  ihre  Determinante  ist  die  Deter- 
minante dieser  bilinearen  und  bezw.  quadratischen  Form. 

V.  Zur  Theorie  der  Stürmischen  Functionen, 
Unter  der  Voraussetzung 

fix)  -a„a;»+--  +  ao^^ 
und  a»  ~  1  ist  die  Resultante  der  Functionen 

/•(y),   /•'(y)(«-y), 

wenn  x^,  . .,  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  •—  0  sind,  in  der  Form 

f\x^ . .  f  {%;) .  fix) 

darstellbar  und  somit  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—1)^'  gleich 
der  Function  f{x)^  multiplicirt  mit  dem  Producte  der  quadrirten  Wurael- 
differenzen  der  Gleichung  f{x)  «  0. 

In  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (--  1)(S)  stellt  sie  sich  aber  durch 
die  Determinante  der  Cajley 'sehen  Funcüon 
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f{ii)f\z){x  -  ^)  -  f{z)f\y){x  -  y) 

oder  der  ihr  entsprechenden  Herrn! te'schen  quadratischen  Form  nter  Ord- 
nang,  also  beispielsweise  für 

f{x)  -  x* -  a?»~  3x*+  5a;  -  2 
nach  dem  Schema 

1-1-3                      5                -    2 
0  4-3 -6 5      X 

4-3-6  5  0 

1-1-3  5  -    2 


4aj  -  1     -  3a:  -  6     -    6a;  +  15  5a;  -    8 

15a;  +  3     -  14a;  -  10  3a;  +    6 

33X-15    -21a; +12 

mittelst  schräger  Addition  in  der  Form 

4a;-    1       -3a;-   6       -    6a; +  15  5a;  -    8 

-3a;-    6  9a;  + 18       -    9a;  - 18  3a;  +   6 

-6a; +  15       -9a; -18  36a;-   9      -  21a;  + 12 

5a;-    8  3a;  +   6       -21a; +  12  13a; -10 

dar. 

Folglich  ist  diese  Determinante  gleich  der  in  das  Prodnct  der  quadrirten 
Worzeldifferenzen  der  Gleichung  f(x)  «  0  mnltiplicirten  Function  f(x). 

Wir  bezeichnen  sie  als  eine  ganze  Function  nten  Grades  Ton  x  durch 
Sn{x)  und  ferner  durch  Sr(x)  als  eine  ganze  Function  rten  Grades  von  x 
die  Determinante,  die  aus  ihr  durch  Entfernung  der  n  —  r  letzten  Horizont al- 
imd  Vertikalreihen  entsteht.  Bemerken  wir  noch,  dass  sie  ftlr  den  Fall 
f  — 0  dorch  die  Entfemang  aller  Horizontal-  und  Vertikalreihen  in  den 
Coefficienten  1,  den  man  ihr  beifügen  kann,  übergeht ^  so  gehen  also  die 
Ponctionen  q  r^\    ^      0 

die  in  dem  angeführten  Beispiele  sich  in  der  Form 

1,  4a; -1,  27(a;«+a;-2),  0,  0 

darstellen,  der  Beihe  nach  aus  der  Determinante  dadurch  hervor,  dass  man 
in  ihr  nach  einander  die  n,  . .,  0  letzten  Horizontal-  und  Vertikalreihen 
entfernt,  und  dasselbe  gilt,  wenn  wir  in  der  Function  Sr(x)  den  höchsten 
Coeffiidenten  durch  Sr  bezeichnen,  von  den  Grössen 

8rf  r  =-  0,  ..,  n 

bezfiglich  der  Determinante/ welche  die  Grösse  Sn  oder  das  Product  der 
quadrirten  Wxmeläifferenzen  der  Gleichung  f{x)  ^  0  dsjc^\i«!£Ll. 
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Die  Functionen 

Sr(x)^  r  —  0,  ..,  n 

sowohl,   als  aucli  die  Grössen 

«r,  ♦"  "■  0,  . .,  » 
bilden  Sfcnrm'sche  Beihen. 

Während  die  ersteren,  welche  in  der  Verbindung  mit  constanten 
Factoren  für  den  Eettenbruch,  der  sich  aus  der  mit  den  ganzen  Besten 
entgegengesetzten  Zeichens  fortgesetzten  Division  der  Functionen  f(x)  und 
f'(x)  für  die  gebrochene  Function  f(x):f(x)  ergiebt,  die  Zähler  der 
Näherongswerthe  darstellen,  für  einen  gegebenen  reellen  Werth  von  x 
durch  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  ihrer  Zeichenreihe  für  die  Gleichung 
f(x) « 0  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Paare  complexer 
Wurzeln,  vermehrt  um  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  reellen 
Wurzeln,  die  grösser  als  jener  Werth  sind,  bestimmen,  ergiebt  sich  aus 
der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Zeichenreihe  der  letzteren  die  Anzahl 
der  von  einander  verschiedenen  Paare  complexer  Wurzeln  selbst,  und  die 
Differenz  der  Zeichenwechsel  in  diesen  Zeichem*eihen  giebt  die  Anzahl  der 
von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grösser  als  der  gegebene 
Werth  sind,  an. 

Verschwinden  die  Grössen  Sry  r  ^Oj  . ,,  n  iti  einen  jeden  den  Werth 
jii  ttberragenden  Werth  des  Index  r,  nicht  aber  fdr  den  Index  r  »  ^,  so 
verschwinden  auch  die  Functionen  Sr{x)f  r  »  0,  ..,  n  identisch  ftlr  einen 
jeden  den  Werth  (i  überragenden  Werth  des  Index  r,  nicht  aber  für  den 
Index  r  —  fi.  Die  Gleichung  f(x)  —  0  hat  alsdann  {i  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln  vielfachen  Grades,  und  es  ist  die  Gleichung  fiten  Grades 
Sftix)  >—  0  die  Gleichung,  welche  die  fi  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
der  Gleichung  f(x)  —  0  zu  Wurzeln  hat,  und  ihr  höchster  Coefficient  ^^i 
stellt  für  die  Gleichung  f(x)  — >  0,  sofern  nur  die  von  einander  ver- 
schiedenen Wurzeln  in  Betracht  gezogen  werden,  das  in  das  Product 
ihrer  Vielfachheitsgrade  multiplicirte  Product  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen 
dar.  Je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  befindet  sich  unter  diesen 
Wurzeln  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Paaren  complexer  Wurzeln. 

Da  die  durch  8n(x)  bezeichnete  Determinante  der .  Cajley 'sehen 
Function 

f{y)f'{e)ix  -  ^)  ^  fi^)f\y)(p  -  y) 

einerseits  die  Besultante  der  Functionen  ^ 

In  der  Verbindung   mit  dem  Factor  (—  1)^*^  und  andererseits   die  in  das 
'^  Hinct  der  quadrirten  Wurzeldifferenzeii  dw  QtV&\c^\ni\^  f  (y^  -•  0  multi- 
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plieirte  Function  f{x)  darstellt,  so  ist  übrigens  offenbar  das  Product  der 
qnadrirten  Wnrzeldifferenzen  der  Oleichong  f{(ß)  —  0  sowohl  in  der  Ver- 
bindong  mit  dem  Factor  (—1)^3)  die  Besnltante  der  Functionen 

als  aach  in  der  Verbindong  mit  dem  Factor  (—  V)^^%  die  Resultante  der 
Fanctionen  ..  ^        ^,  ^ 

Um  darnach  beispielsweise  das  durch  die  Grösse 

(-l)C5)(w+l)— 1 
gegebene  Product  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen  für  die  Function 

danustelleni  hat  man  das  Schema 

n    n— 1     n  —  2..1  0 

11  1  .  .  1  1 

1  2  ..»-In 

1  ..  »-2    »-  1 


1  2 

1 
oder  ein  Schema  zu  bilden,  in  dem  die  ersten  zwei  Zeilen 

111  ..11 

0  »    »-  1  .  .  2     1 

sind  und  die  folgenden  aus  den  entsprechenden  Zeilen  des  vorigen  Schemas 
dadurch   hervorgehen,   dass  man  sämmtliche  Grössen  in  der  ersten  Zeile 
Ton  n  +  1  und  in  den  folgenden  Zeilen  von  0  subtrahirt. 
Die  Termittelst  schr&ger  Addition  aus  dem  Schema 

1  2  .  .  w~  1     n 

1  .  .  »- 2     n-  1 


1  2 

1 

herrorgehende  algebraisch -Sjrmmetrische  Determinante,  die  sich  aus  den 
Grossem  1,  . .,  n  in  der  Weise  zusammensetzt,  dass  die  von  links  und 
bezw.  unten  in  der  zweiten  Diagonalreihe  sich  treffenden  Horizontal- 
und  Yertikalreihen  bis  zum  Treffpunkte  der  Beihe  nach  thunlicbst  ihre 
1,  ..,  n fachen  Werthe  als  Elemente  enthalten,  und  die  nur  in  der  Form 
one  Aanderang  erleidet,   wenn   die  sfimmtlichen  Elemente  i^c^\l\a  ^^tl  ^<^x 
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zweiten  Diagonalreihe  mit  dem  Minnszeichen  versehen  und  die  tlbrigen 
Elemente  von  n  -|- 1  sabtrahirt  werden ,  hat  daher  den  Werth 

(-  1)G)(«  +  1)— 1 

und  stellt  das  Prodact  der  qoadrirten  Wurzeldifferenzen  der  Oleichong 


dar.     So  ist  in  dem  Falle  n  •>  4 

12     3     4  1 


2 
3 

4 


4 
6 
3 


6 
4 
2 


3  ' 

2  I 


4 
3 
2 
l 


2        1 

-  1  -  3 
-4  -2  i 

-  2  -  1    -  +  5» 

das  Product  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen  der  Gleichung  as*  H 1- «"  =  0. 

Berlin,  11.  December  1891. 
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VII. 

Ueber  bedingt  periodische  Bewegungen  eines  materiellen 
Punktes  auf  Obeir^lächen  zweiter  Ordnung  mit  besonderer 

Berücksichtigung  der  Grenzfälle. 

Von 

Otto  Pund. 


Erster  Abschnitt. 

üeber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  Oberfläche 

zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen. 

§  1. 
Allgemeine  Form  der  beiden  ersten  Integrale« 

Wir  nehmen  an,  dass  ein  materieller  Punkt ,  dessen  Masse  der  Ein- 
fachheit halber  als  Einheit  zu  Grunde  gelegt  werden  möge,  sich  auf  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung 

1)  fix,  y,z)^0 

nnter  dem  Einfluss  einer  Kraft  bewegt,  deren  Componenten  sich  als  die 
partiellen  Derivirten  einer  yon  der  Zeit  unabhängigen  Ej&ftefunction  U{x^y,e) 
darstellen  lassen.  Durch  Accente  bezeichnen  wir  die  Ableitungen  nach 
der  Zeit  t^  durch  die  Indiees  1,  2,  3  die  nach  x^  y^  e  und  setzen  zur 
Abkürzung 

2)  F-  /i«  +  U^  +  U\ 

Versteht   man   dann   unter  \   eine   gewisse  Function  von  ^,  die  sich 

darch  den  Normalwiderstand  "N  der  Flache  in  der  Form  A, » -=r  ausdrücken 

F 

liest,  so  kann  man  die  Bewegungsgleichungen  in  folgender  Form  darstellen? 

3)  /-^/i+^2, 

Wir  mnltipliciren  nun  die  beiden  Seiten  derselben  der  Reihe  nach  mit 

**,  y.  /, 

fi)     12  f     h} 
addiren  jedesmal  und  beachten   dabei  die  wahrend  der  Bewegung  immer 
erfUiteo  Oleiobangen 
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5)  ^  = /ia/ + /ij/ +/•,«'- 0, 

6)  ^  =  /i^'+ ^,y"+ /.«"+  Ä  -  0, 

sowie  die  folgende  für  Oberfiftohen  zweiter  Ordnung  geltende  Gleichung 

Aus  der  ersten  der  auf  diese  Weise  entstehenden  neuen  Oleichungen 

8)  a/:c"  +  3/j/'  +  i^^'-?7' 

ergiebt  sich  mit  Einführung  der  Constanten  h  das  Integral  der  lebendigen 
Kraft 

ans  den  beiden  anderen 

9)  -  Ä  -  kF+2!Wk, 

1  1        *^  (fc-1, 2, 3) 

10)  |^'  =  i^'+2^^»A' 

k 

leitet  man  durch  Elimination  von  X 

11)  j^(FSi)  -  2F^Utft'  -  F'^U.ft 

k  k 

ab.     Nehmen  wir  nun  an,  dass  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichxuig  als 
der  Differentialquotient  einer  Function  ^  von  x^  y^  g  darstellen  lassci 

12)  ^'  -  2F^Uufi  -  F'^Utfk, 

k  k 

SO  ergiebt  sich  mit  Einführung  einer  Constanten  Ä;  ein  zweites  Integral 

n)  FSl'^W+k 

Die  Constanten  h  und  k  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  sich  aus  5), 
I),  n)  reelle  Werthe  von  x\  t/^  fl  ergeben.  Den  Integralen  kann  man  eine 
geometrische  Bedeutung  beilegen.  Bezeichnet  man  nämlich  den  ErOnmiungs- 
radius  des  Normalschnittes  der  FlSche,  in  welchem  sich  der  materielle 
Punkt  momentan  bewegt  mit  ^,  so  ist 

,3)  .-^"|f|Ä. 

Da  unter  den  gemachten  Annahmen  zwei  Integrale  unseres  Bewegungs- 
problemes  bekannt  sind,  so  kann  man  aus  allgemeinen  Theorien  Jacobi's 
schliessen,  dass  sich  das  Problem  mit  Hilfe  von  Quadraturen  lösen  lässt.* 

*  Dies  folgt  aus  der  Theorie  des  letzten  Moltiplicators  oder  aus  der  Zurück- 
fübrang  des  mechanischen  Problems  auf  partielle  Differentialgleichungen.  J  a  c  o  b  i , 
Vorl  über  Dynamik.     22  Vorl.    2  Ausg.  (Wex\t%,  Ä\r^^\cni<wÄfc(Wid^  8, 176. 
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■■„^^  "V.  *V-  *    .^.  "fc  ^\.  -  v-.'^. ->.-"»■  '*•_'*.-»    •»     -_  -_—  .'-    .-     -     -  _-^    • 


17) 


J  rl  ^ 

fl      U      fs 
/i'     fi      /s' 

verschwindet.  Das  Verschwinden  der  Determinante  dr&ckt  aber  aus,  dass 
sich   der   materielle  Punkt  auf  einer  Er&mmnngslinie  der  Fläche  bewegt. 

Die  Bewegungen  auf  Krümmungslinien  ^  welche  die  Integrale  I)  und 
U)  zulassen,  müssen  also  noch  daraufhin  untersucht  werden,  ob  sie  den 
ursprünglichen  Differentialgleichungen  3)  der  Bewegung  Oenfige  leisten. 
Diese  Untersuchung  wird  daher  bei  den  unten  behandelten  speciellen  Bei- 
spielen durchgeführt  werden. 

Man  kann  das  soeben  erhaltene  Besultat  noch  auf  einem  andern 
Wege  ableiten  y  n&mlich  aus  der  Gleichung 

0  F        -Sl+^Ujtft 


1«'»'/ 

J       t/      il 

j  fi  ft  u 

• 

fl       u      u    \_ 

A7,'/i' 

i 

Sl 


die  man  leicht  erhftlt,  wenn  man  die  Gleichungen  5),  6),  7)  und  die  folgende 

/iV  +  /iV  +  ft'sf  -  a 

berücksichtigt,  [und  die  für  einen  speciellen  Fall  schon  von  Gehring  an- 
gegeben ist*  Sie  lehrt  unmittelbar,  dass  diQ  Integrale  I)  und  II)  bei  der 
Bewegung  auf  einer  Ejrümmungslinie  Giltigkeit  haben. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Integrationsmethode**  wollen  wir  jetzt 
auf  zwei  Probleme  zur  Anwendung  bringen. 

§2. 
Erstes  Beispiel. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Oberfläche  zweiter  Ordnung  eine 
Rotationsfläche  und  dass  die  Eräftefunction  in  den  Parallelkreisen  constant 
seL  Wahlen  wir  die  Z-Achse  zur  Botationsachse  und  setzen  die  Gleichung 
der  Fläche  in  der  Form 

la)  2f=  31^+  y*-  q>\g)  -  0,     q>\e)  =  as^+2be  +  c 

gegeben  voraus,  so  ergiebt  sich 


^  Hesse,  Vorlesungen  über  analyt.  Geom.  des  Raumes.    23. Vorl.    8.  326 flg. 
••  Sie  ist  für  den  speciellen  Fall  der  geodätischen  Linien  von  Joachims- 
thal (Jonm.  für  Math.  Bd.  26,  S.  161  flg.)  entwickelt«   später  von   Schellbach 
(JoaoL  für  Math.  Bd.  54)  und  St.  Germain  (Joum.  d.  Math^m.  3.  s^rie,  tome  3) 
MwA  maf  einige  andere  FJÜle  zur  Anwendung  ge\>T^e\il  ^ot^^ti. ' 
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.•  ..^",<«^v^.^*-^  *-' v.^.*^'^," 


Ä  -  «"•  +  y*  -  o»'*,     »F-2(6»-ac)l7(«), 
und  es  lauten  die  Integrale 

IIa)     ip\e)[l  +  9'(ir)^(a/«  +  j/«  -  a/*)  -  2(6« -  a(j)  17^  +  Ä'. 

Bekanntlich  gilt  für  eine  beliebige  Botationsfl&cbe  das  Fläcbenintegral; 
man  erb  alt  es  ans  den  beiden  obigen  GleicbuDgen,   wenn  man  die  beiden 
Seiten    der   ersten   imt   h^—ac   multiplicirb   und   yon  den  entsprechenden 
der  zweiten  subtrahirt,  nach  einigen  Umformungen  in  der  Q^stalt 
TLa!)  xi/  —  1/3^  —  Ä, 

"*  ,      -, /y  -  2h(b' -  ac) 

*  "V  — 1+-«— 

die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  der  auf  die  Ebene  eines  Parallelkreises 
projicirten  Bewegung  ausdrückt. 

Drückt  man  nun  die  Bedingung  dafür  aus,  dass  a/y  y\  i  sich  aus  den 
Integralen  la),  IIa')  und  der  Gleichung 

als  reelle  Grössen  ergeben  müssen,  so  erhält  man 

B(0)  =  2  [Ü{b)  +  h](p\z)  -  Ä*  >  0, 

oder,  da  x^  +  y^  »^  (p^ (e)  ist,  kann  man  diese  Bedingung  unabhängig  von 
der  Gleichung  der  Botationsfläche  in  der  Gestalt 

2[U(b)  +  h]{x'  +  y^)  -  k^  >0 

schreiben  und  in  einfacher  Weise  geometrisch  deuten:  Die  Gebiete  auf  der 
gegebenen  Rotationsfläche,  in  welchen  sich  der  materielle  Punkt  überhaupt 
befinden  kann,  werden  von  Parallelkreisen  begrenzt,  welche  durch  den 
Schnitt  mit  der  Rotationsfläche 

entstehen.  Auf  die  weitere  Bedeutung  dieser  Rotationsfläche  für  den 
Charakter  der  Bewegung  gehen  wir  im  zweiten  Abschnitt  noch  genauer  ein. 

§3. 
Zweites  Beispiel. 

Um  ein  weiteres  Beispiel  zu  behandeln,  auf  welches  unsere  Integrations- 
methode  Anwendung  findet,  bemerken  wir,  dass  W^  in  die  Form  gebracht 
werden  kann:  ^ 

Wenn    wir  nun   annehmen,   dass   zwischen   TJ  und  f  die   Beziehungen 
18)  ZU.fJ^O,     2Uf!fk^0 

stattfindeii^  in  welchem  Falle  dann 

1* 
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^TJkfk  einer  Constanten  g 
gleich  ist,  so  nimmt  das  zweite  Integral  die  Form 

an.     Da  U  und  f  ihre  Bollen  vertauschen  können,  so  erhalten  wir  anf 
diese  Weise  zwei  Bewegangsprobleme,  wenn  TJ  vom  zweiten  Grade  ist. 

Es  sei  nun  die  Gleichung  der  Oberfläche  die  eines  auf  seine  Haupt- 
achsen bezogenen  EUipsoides 

Ib)  2f  =  ^  +  ^-\-^-\~0'  {a>h>e) 

SO  erkennt  man  leicht,  dass  den  soeben  angegebenen  Bedingungen  Genüge 
'  geleistet  wird  durch  •« 

^""  «»       y«       I?  a/»      y»      J* 

O*         0*         C*  o"         0*         C* 

ist,  und  dass  die  Integrale  lauten: 

Ib)  a/«  +  j/«+«'«_5,(-c»  +  y«+;j«)_2Ä, 

nb)         (-  +  |,  +  -^)(-^  +  ^  +  -^  +  .)-*. 

Aus  der  Form  der  Kräftefunction  ist  anmittelbar  ersichtlich,  dass  wir 
es  hier  mit  einer  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  ausgehenden,  der  Ent- 
fernung proportionalen,  und,  wenn  wir  ^  >  0  annehmen,  abstossenden 
EJraft  zu  thun  haben.  Vertauschen  wir  die  Bollen  von  f  xmd  17,  so  er- 
halten wir  ein  von  C.  Neumann  behandeltes  Problem*  Man  kann  die 
Bahncurve  des  materiellen  Punktes,  wie  sich  aus  den  Integralen  Ib)  und 
IIb)  ergiebt,  auch  auf  folgende  Weise  geometrisch  definiren.  Bezeichnet 
man  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes  vom  Centrum  des  EUipsoides 
mit  r,  die  Lääge  des  Lothes  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene, 
welche  an  das  Ellipsoid  in  dem  betrachteten  Punkte  errichtet  ist,  mit  p 
und  endlich  den  zur  Bewegungsrichtung  parallelen  Radiusvector  des 
EUipsoides  mit  d,  so  ergiebt  sich  aus 

und  den  Integralen  leicht 

Äi)«(?-(7(tP+r«)-2Ä      oder     d«l/y^t^- 

Auf  diese  Beziehung  kommt  man  auch  sofort,  wenn  man  in  die 
oben  angegebene  Gleichung  13)  die  speciellen  Werthe  einsetzt  und  beachtet, 

dass  9  ■=»  —  ist. 


*  Neumanjij   De  problemate  quodam  mechanico,   quod  ad  primam  inte- 
gralium  uJtraellipticorum  classem  revocatur.  3o\\rna\i^ 'Ä^Ak^toaAÄkBd.G^^  8.46. 
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•  > 
Für  den  Fall,  dasB  ^  >— 0  ist,  erh&IV.ifian  die  von  Joachimsthal* 

angegebene  geometrische  Interpretation  für  die  ge<{d&ti8chen  Linien  aof  dem 

Ellipsoid  pd^'l/  —•  -\     .•  /-.  ^ 

Es  ist  leicht  za  ersehen,  dass  wir  das  Ellipsoid  dnrch  ein  elnschali^es 
and  zweischaliges  Hyperboloid  ersetzen  könnten.  Wenn  wir  aber  em  -Parä-- 
boloid  zu  Grande  legen ^  so  nimmt  die  Eräftefonction  eine  andere,  aber 
noch  einfachere  Gestalt  an,  za  der  wir  auch  durch  einen  Grenzübergang 
gelangen  können.  Transformiren  wir  nämlich  die  Gleichung  des  Ellipsoids 
dadurch,  dass  wir  a  +  x  kh  Stelle  von  x  setzen^  oder  geometrisch  ge- 
sprochen,  Terrücken  wir  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensjrstems  vom 
Mittelpnnkte  des  Ellipsoids   in   der  Richtung   der  positiven  X-Achse  bis 

zum  Scheitel,  nnd  setzen  dann  für  a,  &,  c,  g  resp.  o^;  hoa^  cm,  ^— ^  eiOf 
SO  wird  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

ond  die  Krftftefunction  nimmt  die  Form 

an.  Beachten  wir  nun,  dass  das  constante  Glied  in  letzterer  fortgelassen 
werden  kann,  da  in  den  Bewegangsgleichnngen  nar  ihre  Ableitungen  vor- 
kommen, nnd  lassen  wir^  nachdem  solches  geschehen  ist,  co  über  alle 
Grenzen  hinaus  wachsen,  so  geht  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  die  eines 
elliptischen  Paraboloids  ,         , 

über,  und  die  Kr&ftefunction  nimmt  die  Gestalt 

U^gx 

an.  Man  kann  nachträglich  leicht  zeigen,  dass  auf  diese  Weise  den  Be- 
dingungen 18)  wirklich  Genüge  geleistet  wird.  Nehmen  wir  nun  die 
positive  Richtung  der  X-Achse  nach  unten  gerichtet  an,  so  wendet  das 
Paraboloid  seine  concave  Seite  nach  oben,  und  auf  den  materiellen  Pdnkt 
wirkt  eine  constante  nach  unten  gerichtete  Kraft,  wenn  ausserdem  ^  >  0 
vorausgesetzt  wird. 


^  Jonmal  fSr  Mathematik  Bd.  26,  S.  168. 
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•  ••  :  ••• 

•  •      •'    •?   • 


•  •    • 


/*'  '"'•zweiter  Abschnitt. 

»  •       •    • 

Die  f^wegiingen  anf  den  Botationsfläoben  zweiter  Ordnung. 

:-.  •  •  §  1. 

Bewegungen  anf  KrllmniangsenrTen. 

Um  das  im  ersten  Abschnitt  angegebene  Problem  der  Bewegung  auf 
einer  Rotationsfläche  weiter  za  behandeln,  führen  wir  zum  Zwecke  der 
Separation  der  Yariabeln  in  die  Integrale  la)  und  II 'a)  neue  Coordinaten 
ein  und  setzen    , 

1)  X  ^  q>{e)cosu^     y  ^  (p{z)8inu. 

Dann  ergiebt  sich 

oder  wir   erhalten  in  separirter  Form  als  Differentialgleichung  der  Bahn- 
curve  , ; 

3)       .  äu J^T^TTTC^    _,, 

und  fUr  die  Zeit 

Wir  beschäftigen  uns  zuvörderst  mit  der  Frage  nach  den  Bewegungen, 
auf  ErUmmuDgslinien.  Oben  war  bemerkt  worden,  dass  die  Integrale,  aus 
denen  sich  die  Gleichungen  2)  ableiten,  solche  Bewegungen  zulassen^  ohne 
dass  diese  den  ursprünglichen  Bewegangsgleichungen  zu  genügen  brauchen, 
und  diese  sind  daher  auszuschliessen.  Wenn  nun  die  Rotationsfläche  keine 
Kugel  ist;  so  existiren  auf  ihnen  zwei  Arten  von  Krümmungslinien^  Me- 
ridiane und  Parallelkreise. 

Für  eine  Bewegung  auf  den  ersteren  hat  man  X:  —  0  zu  setzen  und 
es  lässt  sich  dann  der  Rückgang  auf  die  ursprünglichen  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  ohne  weitere  Schwierigkeiten  bewerkstelligen. 
Für  die  Zeit  wird  also  , 

5)  ät-^lM^ä. 

V2\U{,)  +  Ä] 

Von   den  unter  gewissen  Bedingungen   möglichen  labilen  Bewegungs- 
formen  abgesehen,   finden   auf  dem  Meridiane  Oscillationen  oder  Circula- 
Honen    des  m&tenellen   Punktes    statt,   und   zwar    erweist   sich   hier   die 
^'  ^^e)  -f-  h  ^  0  von  entscheidender  Bedeutvxng. 
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*w^       --W^---       ^^••W^'V-    N*^.^-'    . 


Für  eine  Bewegung   anf  einem  Parallelkreise  würde  j?' «  0  und  der 
sagebörige  Werth  j?  «=  ^q  eine  Wurzel,  der  Gleichung 

6)  B{z)  zz  2[ü(z)  +  h]  g>\z)  -  Ä^ -  0 

sein,  wie  aus  der  ersten  der  Gleichungen  2)  unmittelbar  ersichtlich  ist. 
Aber  diese  Bedingung  allein  -ist  nicht  ausreichend.  In  der  That  würden 
sich  dann  nach  den  Gleichungen  3)  des  ersten  Abschnittes  folgende 
Gleichungen  für  die  Bewegung  aufstellen  lassen: 

xa/'  +  yt/'  +  ^'+t/'^O,    ic'«+j/«-2(?7M  +  Ä) 
und  eliminirt  man  aus  ihnen  af',  y'\  x\  y\  A,  so  erhält  man 

7)  B\b)  =  2q,iz) \2\U{d)  +  Ä] q,'{z)  +  t7'(«)9)(«) )  -  0 

für  j? « jB^Q,  so  dass  also  g^  eine  Doppelwurzel  der  Gleichung  E{b)  -»  0  ist 
Und  umgekehrt^  hat  der  materielle  Punkt  eine  solche  Energie  h  und  eine 
solche  Flächengeschwindigkeit  kj  dass  für  einen  bestimmten  Werth  Zq  von 
z  die  Gleichung  R{z)  »  0  eine  Doppelwurzel  besitzt,  so  muss  sich  der 
Punkt  auf  dem  Parallelkreise  z  ^  Zq  bewegen,  wenn  er  zu  An&ng  darin 
war.  Denn  man  kann,  was  sehr  einfach  ist  und  wohl  nicht  näher  aus- 
einandergesetzt zu  werden  braucht,  erstens  zeigen^  dass  bei  dieser  Be- 
wegungsart der  Rückgang  auf  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen 
der  Bewegungen  möglich  ist,  und  zweitens,  dass  der  nmterielle  Punkt^ 
wenn  er  sich  überhaupt  in  der  Umgebung  des  Parallelkreises  bewegen 
kann,  niemals  aus  demselben  herausgekommen  sein,  ebenso  wenig  wie  er 
andererseits  in  denselben  jemals  hineingelangen  kann.  Da  nämlich  B{z)  «  0 
die  Doppel  Wurzel  z  -^  Zq  hat,  muss  R(z)  sich  in  der  Form  {z  —  ^o)*-^i  W 
darstellen  lassen,  wo  B^  (z)  für  z  *=  Zq  einen  yon  Null  verschiedenen  end- 
lichen Werth  annimmt,  und  man  hat  dann  nach  4) 

Wenn  nun  in  der  Umgebung  des  Parallelkreises  z  ^  Zq  eine  Be- 
wegung möglich  ist,  so  muss  B^(z)  für  diese  >  0  sein,  und  man  kann 
dann  aus  der  eben  abgeleiteten  Differentialgleichung  das  Behauptete  leicht 
bewahrheiten.  Die  Bewegxmg  könnte  man  daher  als  eine  asymptotisch- 
do^äre  bezeichnen,  während,  wenn  in  der  Umgebung  von  Zq  B^{z)  <0 
ist,  dieselbe  eine  singulare  Bewegung  genannt  werden  soll.  In  beiden 
Fällen  findet  in  dem  Parallelkreis  z  ^  Zq  eine  Berührung  der  Botations- 
flSche  und  der  Fläche  ^ 

statt,  beim  ersten  ist  fär  die  Umgebung  auf  der  0\>^i&^\i^ 
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immer  neuen  Windungen  die  Botationsfläche  umkreisend  sich  immer  mehr 
dem  kritdschen  Parallelkreise  n&hert,  ohne  ihn  aber  jemals  zu  erreichen. 

§3. 
C^d&tlsehe  Linien  auf  Rotationsellipsoiden. 

• 

Nach  diesem  üeberblicke  über  die  allgemeinen  Verhältnisse  wenden 
wir  uns  jetzt  zu  einigen  speciellen  Beispielen,  um  bei  ihnen  namentlich 
die  Windungsverhftltnisse  der  regalSren  Bewegungsformen  zu  studiren, 
nftmlich  lu  den  geodätischen  Linien  und  der  Bewegung  eines  schweren 
Ponktes  auf  den  Rotationsellipsoiden.     Die  Gleichung  der  Fläche  sei 

ag'  +  y^  ,   y^      . 

Bei  der  Trägheitsbewegung,  bei  welcher  zwischen  den  Constanten  h 
und  ^  die  Ungleichung  2ha^  >  Ic^  vorausgesetzt  werden  muss  und  wir  zur 
Abkürzung  ^^2 

setzen  wollen,  lautet  die  Differentialgleichung  der  Carve 

du  ■« ^-^^ \  de. 

Die  Bahn  verläuft  periodisch  zwischen  den  Wendekreisen  j?  — •  a  und 
iE  —  —  a  und  während  des  Zeitabschnittes  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Berührungen  mit  ihnen  beschreibt  der  Radiusvector  der  Projection 
des  Punktes  auf  die  XF- Ebene  einen  Winkel,  dessen  Grösse  durch 

^ + «  


—  a 


losgedrückt  wird.     Bringt  man  diesen  Ausdruck  auf  die  Form 

—  a 

und  vergleicht  ihn  mit  dem  folgenden 

dz 


-'*^°*y(7r7öto'   <*■>•■> 


—  a 


80  erkennt  man^   da  im   Integrationsintervall   stets  6^— je^*>0  ist,   dass 
^^n  iat^  je  nachdem  man  h^a  hat,   also   das  BotationaQÜi^soid  ein 
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veri&ngerteS;   eine  Kugel  oder  ein  abgeplattetes  ist.     Man  kann  aber  den 

Betrag,  um  den  sich  to  von  n  unterscheidet,  in  einfacher  Form  darstellen. 

Ist  nämlich  das  Botationsellipsoid  ein  verlängertes  (6  >  a),  so  werde 

gesetzt,  so  dass 

*""     aß  jj  (p^-^g^)y^^zri^^       aß      J  (p^^gi^^yjri:^ 

ist;  versteht  maa  dann  unter  gdi  das  Integral 


00 


CO,  — T / az. 

'  aß       ^  (^2„5«)|/^«_„8     ' 

so  besteht  die  Oleichung 

CD  ■■  TT  +  Cöi. 

Beim  abgeplatteten  Botationsellipsoid  {h  <  a)  dagegen  wird  mit  Ein- 
führung von  j^ 

+  a        a  

nnd  es  eigiebt  sich,  wenn 

»1  — —z / ——==  de 

»  aß        J  (e*+b^ye*+a* 

gesetzt  wird, 

Es  kann  nun  vorkommen,  dass  die  Bahncurven  geschlossen  sind;  dann 
müssen  cd  und  n  oder  o^^  und  n  in  einem  rationalen  Verhältniss  zu  einander 
stehen.  Wenn  eine  Schliessung  nach  n  Umläufen  nnd  m  Oscillationen  er- 
folgt, unter  einer  Oscillation  die  Bewegung  von  einem  Wendekreis  zum 
andern  und  dann  wieder  ziim  ursprünglichen  zurück  verstanden,  so  muss 
nämlich  ^^-.•««» 

sein.  Aus  den  Ungleichungen  folgt  daher,  dass  beim  verlängerten  Botations- 
ellipsoid n>  m,  beim  abgeplatteten  n  <  m  ist.  Während  also  auf  einer 
Kugel  stets  eine  Schliessung  nach  einem  Umlaufe  und  einer  Oscillation  statt- 
findet, sind  für  eine  Schliessung  auf  dem  verlängerten  Botationsellipsoid, 
wenn  solche  überhaupt  eintritt,  mehr  Umläufe  als  Oscillationen,  beim  ab- 
geplatteten dagegen  weniger  erforderlich.  Wenn  überhaupt  Schliessung  der 
Bshn  stattfinden  kann,  so  ist  die  anfängliche  Lage  des  materiellen  Punktes 
in  der  Bewegungazone  ohne  Belang. 
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Wahrend   einer   halben   Oscillation  beschreibt    der   Badiusvector   der 
Projection  des  Punktes  auf  die  Horizontalebene  einen  Winkel 

ß  


CD 


J  (b>- 


«  J  (h'-  i^Yie  -  «)(/J  -  »)(6»+  [«  +  ß\e  +  aß) 

Schreibt  man  a  in  der  Form 


«=|/(6«_««)(6._|S«)y-_ 


l/,«+^(6«_,.)rf. 


(6*-  e*)V(e  -a)(ß-  e)(b*+  [a  +  ß]g  +  aß) 

SO  erkennt  man,  dass  der  Werth  von  oo  mit  wachsendem  a  abnimmt. 

Der  Betrag,  um  welchen  sich  cd  von  n  unterscheidet,  iSsst  sich  auch 
hier  bestimmen.   Wir  behandeln  nacheinander  die  Fälle  a  —  6^  a  <Zbf  a>b. 

Dem  Falle  a  —  6  entspricht  das  Problem  des  Eugelpendels.  Es 
ist  dann  ^ 

a 

und  es  ergiebt  sich,  wenn 

00 


gesetzt  wird: 


g'  +  g/? 
«  +  /* 


flO  ■"  TT  —  G)j. 


W&hrend  einer  ganzen  Oscillation  wird  also  noch  keine  Windung  um 
die  Zone  vollendet ,  und  wenn  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  sich 
schliessty  so  geschieht  diese  Schliessung  immer  mit  mehr  Oscillationen  als 

Windungen.     Es  lässt  sich  ferner  zeigen,  dass  (o>  —*  ist,  indem  man  a> 
in  der  Form  schreibt: 


V{h-cc)(b-ß)  r dz 1  A'+(«  +  p)&  +  «p 


(0  « 

a 


{b-e)y(e-a){ß-g)  V   b'+{a  +  ß)e  +  aß 

it  

y(h  +  u)(b  +  ß)  r                  dz  •./f-(«  +  /3)6  +  «^ 

und  beachtet,  dass 


♦   Vergl.  Durfege,    Theorie    der    elliptischen   Functionen.      Leipzig    1868. 
S.  328.    Bort  wird   der  Beweis   für  diese  Behauptung  mit  Hilfe  der  elliptischen 
Functioneji  geführt. 
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^/ß-     ^S.J^^'-S-^ 


ß 


und  dass  im  Integrationsintervall 


jgt  r     »/  -r  V«  -r  p;*  -r  «/3 

Beim  verlängerten  Botationsellipsoid*  (6  >  a)  kann  man^  wenn 

"^  7i i  wt,  die  drei  Falle  --—  >  d,  ;— ^  —  d,  T-~r  <  ^ 

unterscheiden. 

Wenn  -—^  —  d  ist,  so  besteht  zwischen  den  Integralen 

a  +  ß 

ß 


^  _  6«}/(6«-tt«)(6».>/3«)   r Vd^zdz 

8a{a  +  ß)         J  (p%  .  ^t) |/(Ä_a)(;,-|5)(;»  +  dy 

a 

_ft'V(6'-a»)(b»-^«)/" 


Vd -«<!;? 


,     (''-6')V('-«)(^-<S)(«+*) 


die  Belation 

CO  ■=»  :r  +  Wj. 

In  den  beiden  anderen  Fällen  ist 

^ ß  

ond  werde  gesetzt 


00 


»,- 


6»  ^(6*  -  «*) («>*-  P*)  /         .  V«*  -  «*  <*« 


Versteht  man  dann  beim  Falle  —     ^  >  S  unter  ca,  das  Integral 

M        I        f 

'^"  «*  /  (j!'-l')Vla  +  z){ß  +  zW-{a~+ß-\z  +  aß) 

80  ist  ,         , 

G)  — ■  TT  +  Wj  +  COj ; 

wenn  dagegen  — ~-  <  S  ist,  und  unter  ©,  das  Integral 

.  a  +  p 

•  VergL  Schleiermacher,  Ueber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  dem  verlängerten  Rotationsellipsoid  und  die  ultraelliptischen  Integrale 
3,  Oattoz^.    DißsertatioD  Erlangen. 
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_      J 

"^^  "  a J  J  (^^  6«)l/(a  +  z) {ß  +  ~e)i-  b'+  [«  +  ß]is-aß) 

l^  +  afi 

verstanden  wird,  so  ergiebt  sich 

W  —  TT  4"  fl>i  ~  «'s« 

In  den  beiden  zuerst  behandelten  Fällen  ist  also  stets  co  >  tt,  in  dem 
zuletzt  bebandelten  kann  dagegen  a>  grösser ^  gleich  oder  kleiner  als  n 
sein.  Beim  verlttngerten  Rotationsellipsoid  kann  also  während  einer  Os- 
cillation  eine  Windung  um  die  Zone  schon  vollendet  sein,  gleichzeitig  mit 
ihr  zusammentreffen  oder  noch  nicht  zum  Abschluss  gebracht  sein.     Anch 

hier  lässt  sich  zeigen,  dass  oo  >  -ö  ist;  nftmlich  es  ist  oi  jedenfalls  grösser 

"^  n 

als  ftLr  den  Fall  a  «  6,  wo  cd  schon  den  Werth  -^  überstieg. 

Auf  dem  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  (6  <  a)  dagegen  wird 
ebenso  wie  auf  der  Kugel  während  einer  Oscillation  noch  keine  Windung 

vollendet.     Ist  d*«  —^ — 75  r  so  besteht  zwischen  dem  Integral 

ß  


fi} 


und  den  folgenden 


00 


ad  j  (^«_ 


V^-M^d« 


«+/* 


26* 


00 


",-^;-nft*-«»K6'-^*) 


./' 


T/(g'-J*)l[6»-a«-/?'-a/3];e«-«j3[6»+ttfl+K(g*+«')(g'+^^([«+/?]t»+(f>*+«<?)*| 


M 


(ü»+  6*)  V^2 (««+  «*)  («»+  f)  ([a  +  /S]»««+  [6«+  «/?]«) 

0 


die  Relation 


CD  BS  7t  —  CO^  —  (i)|. 


§5. 

Ueber  die  Ableitung  der  PeriodenrelatioiieB« 

Da  bei  der  Ableitung  der  angegebenen  Periodenrelationen   ganz  be- 
sondere Sorgfalt  auf  die   richtige  Bestimmung  der  Vorzeichen  anzuwenden 
ist^  so  halten  wir  es  nicht  für  überflüssig,  an  einem  Beispiel  die  Ableitung 
derselben  azisfahrlich  zu  zeigen,  und  zwar  w*iki\^i[i  mc  alfi  solches  die  zu- 
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für  die  Yerzweigangsschnitte  der  reellen  Achse: 


von  —  00  bis  —  y 

von  a  bis  ß 

auf  der  positiven  Seite  des 

oberen  und  negativen  des 
unteren  Blattes 

-VH') 

+VH') 

auf  der  positiven  Seite  des 

unteren  und  negativen  des 
oberen  Blattes           J 

+yB(z) 

-vm 

f&r  die  übrigen  Theile  der  reellen  Achse: 


von  —  y  bis  a 

von  /3  bis  CO 

auf  dem  oberen  Blatte 

+  iY^B{z) 

-iV-Bie) 

auf  dem  unteren  Blatte 

^iy-B{z) 

+  »V-  B(z) 

Um  die  Werthvertheilung  auf  der  imaginSren  Achse  zu  bestimmen, 
bemerke  man,  dass  fiSüc  e^iy 

B(iy)  —  w  +  f  v, 

li  -  (a  +  ßXd'  -  y')[(y  -  «  -  ß)y'^  aßy], 

t;-(a  +  /3)((J«-y«)(6«+y*)y 
ist,  und  dass  femer 


Vu  +  iv^± 


Wu+Vu*+v^  ^  ^ .  |/-u  +  Vi^M^ 


2  '     ^  2 

wo  f  «—  +  1  oder  --  1  ist,  je  nachdem  t?  >  0  oder  <  0  ist. 


Die    Ausdrücke   l/u  +  Y^  +  v^    und    t/~  u+]/u^  +  r«    sind 

^2  ^2 

Functionen  von  y\  die  wir  mit  q>{y^)  und  if{y^)  bezeichnen  wollen.    Dem- 
nach ist  auf  der  imaginären  Achse 

für  00  >  y  >  d  und  für  —  ^  <  y  <  0,  dagegen 

VW)-±[<p(y')  +  iHy')'i 

für  — oo<y<— d  und  für  6>y>0. 

Bestimmt   man   nun   für    den  Verzweigungsschnitt   die  Winkel  q>  für 

die  unendlich  fernen  Punkte  und  leitet  daraus  die  Vorzeichen  der  reellen 

and  imaginären  Theile  von  yBiz)  ab  und  bftWiiitöl  mwi  weiter ,  dass  die 
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N,  -\    -*      ^ 


.'N_-»_'^.^^* 


Werthe  Yon  yR(ji)  auf  der  imaginftren  Achse  in  ihrem  Schnitt  mit  der 
reellen  Achse  in  die  früher  bestimmten  übergehen  müssen,  so  erhält  man 
als  Werth  von  yR(ej 

fClr  den  Verzweigongsschnitt  der  imaginären  Achse: 


von  id  bis  %  oo 

von  -id  bis  -ioo 

auf  der  positiven  Seite  des 
oberen  und  negativen  des 
unteren  Blattes          ) 

m 

-vitf^+My*) 

9'(y*)+<ic(y^ 

auf  der  negativen  Seite  des 

oberen  und  positiven  des 

unteren  Blattes 

9>(y*)  -  <tf  (y») 

-9(tf')-My') 

für  die  übrigen  Theile  der  imaginären  Achse: 


von  0  bis  id 

von  0  bis  —  id 

auf  dem  oberen  Blatte     1      9>(y*)  +  ^tf;(^^) 

1 

-vCy*) +♦*(»') 

auf  dem  unteren  Blatte 

-(p(y«)-i^(y«) 

<p(f)  -  M»*) 

Schliesst  man  nun  aus  dem  oberen  Blatte  die  Punkte  '—  h  und  +  ^ 
durch  kleine  Kreise,  die  Verzweigungsschnitte  durch  sich  eng  anschmiegende 
Schleifen  aus,  so  ist  in  dem  übrigen  Theil  des  Blattes  die  Function 

e^+d^         1 


V(2^*-««)(5«-|5») 


regulär,  und  daher  das  über  die  Begrenzung  erstreckte  Integral  gleich  0. 
Da  das  Integral  über  die  Begrenzung  im  Unendlichen  selbst  gleich  0  ist, 
so  hat  man  die  Sunmie  der  etwa  im  positiven  Sinne  über  die  Ver- 
zweigungsschnitte und  die  Punkte  —  b  und  +  h  erstreckten  Integrale 
gleich  0  zu  setzen. 

Bei   der  Integration  um  den  Verzweigungsschnitt  von   a  bis   ß   er- 
giebt  sich 

ad 


K(2^'-««)(6«-^«) 


y'z^+d^  dz     r^±^ 

Lo  ß 


de 


VB{^) 


a 

um  den  YerzweigangBSchnitt  von  —  oo  bis  —  y 

£€iimauifi  f.  MMthemmtik  u.  Pbytik.  88.  JMhrg.  1898.  2.  Heft. 


de 


00 


VRie) 


% 
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ad 


}/(&»  -  a«)  (6»  -  ß*) 


—  OD 


de 


vm 


de 


VBie) 


L— y 


dO 


CO 


11 


—  y 


um  den  Yerzweigangssohnitt  von  iS  über  too,  —  t  oo  bis  —  t  j 
ad 


VW-a^)Q>^-ß^ 


r^_±^        de  '  r^±^  dig 


too 


—  ioo 


r^±S^  de  re*+S^ 


de 


{(p  +  iif) 


25« 


-^y(6«-a«)(&«-^«) 


a^ 


26» 


—  IflO 


re^+ö*       de  re*+i*       de 

J    h^-e^  g>-i^'^J    b*  -  e*  g>  +  iiff 


-TjVW^^'K^'-ß') 


ad 


too 


too 


re^+d^       de      _  f^+JL      efig 


•  00 


2 &',//.«        iN/x«       ^«v  A'+ J'      2tv;     ^ 


oo 


•=  2o(),, 

w&brend  die  Integration  um  die  Punkte  —  h  und  +  ^  zusammen  den 
Betrag  —  2n  liefert.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  der  letzten  oben 
angegebenen  Periodenrelation. 


(SohluM  folgt.) 
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lY.  lieber  einige  Eigenschaften  der  Bessersollen  Function  erster  Art, 

insbesondere  für  ein  grosses  Argnment. 

Der  nachfolgende  kleine  Beitrag  ist  eines  Theils  gestützt  auf  eine 
Vorlesung  meines  yerehrten  Lehrers  L.  Schläfli,  anderen  Theils  angeregt 
durch  den  Unterricht,  den  ich  selbst  zu  ertheiien  habe,  entstanden.  Er 
stellt  in  einfacher  Weise  die  Formeln  auf,  die  entstehen,  wenn  das  Argu- 
ment aus  der  positiven  Lage  um  den  Nullpunkt  herum  geführt  wird  und 

bestimmt  den  Grenzwerth  für  den  Fall  m  =  „*    ^i^s  für  alle  vorkommenden 

Formen  durchzuführen  und   zu  beweisen,   mag  vielleicht  einiges  Interesse 
haben. 

Wenn  wir  die  Bessersche  Function  erster  Art  J{x)  folgendermassen 
definiren :  «i 

(I)' 

1)  J(x)=>  ^   /  2cos{x8m<p)eo8''q)d<p 

1  (2)1  (2  +  7 

0 

a 

und  mit  K{x)  folgenden  Ausdruck  bezeichnen: 

-a 

2)  k{x)  =  cotganJ(x)  -  -^^, 
80  erhalten  wir,  da 

f  -  (I) 


3) 


ra)ra+.) 


X 


n 
'I 


2sina7tJe'*^^Xic\^a'j(^d%  +  2rco8(xsin(p  +  an)co8^^(pd(p 


0 

a 


^  1 


BchlieAslieb  für  JSr(a;)  den  Werth 
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4) 


K{x)  = 


(!)• 


r(i)ra+«) 


n 
2 


0  0  ' 


Nan  kann  man  weiter  mittelst  folgender  zwei  Beziehungen 


tan 


P{x)  =  ge  »  {j{x)  + 


ik{x)) 


und 


a  1    — i££/a  a        \ 

«(«;  =  g«     '   KJ{x)^iK{x)) 


finden: 


ian 


P(x)  = 


6)     < 


r(i)rG+.) 


Ö)' 


*  00 


und  Q(^)9  das  formell  conjngirt  ist 


6)     . 


«,(«)  = 


ian 
2 


r-^(l)' 


mni^') 


^  I  /«'"•"•"^coÄ^j^^dtp-t/e-'l^/cop-X^'z 


Umgekehrt  ist 


<air 


ja^r 


/(»)  =  «    »  P(a;)  +  e»  «(«), 


2r(«)  =  U    "  - 


ian 


e    »  P(ir)-e»  ^C 


;*)). 


Nun  wollen  wir  das  Argument  um  0  herum  fdhren,    indem  wir  statt 
ar  den  Werth  e^^^x   substituiren ,    was   bedeuten   soll,    man  habe  x  am  m 
Eälbkreiee  aus  der  positiven  Lage  gedreht 
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Dann  ist  nach  ^  a 

auch 

7)  JCe'«"*«)  =  ß'«**  J(«). 
Ferner  da  •  — «  • 

folgt 

8)  !•(«'"•*«)  =  c''"«»E'(«), 

oder  ,       - « 

9)  2r(e'"»«ic)  =:  co^^a« .  c'«""« /(«)  -  ^ 


Andererseits  ist  aber 

10)        JSrfc*«"*«)  = : J(x)  +  c-""*«jr(a;). 

'  ^  '  sinaii 

In  der  That  ist  die  rechte  Seite  von  10): 

= . J(x)'\'C08mnaK{jß)-%8%nmnaK(x) 

sinan 

a  — a 

2%cosan8%nmna%,  .  .  co8fnna.cosanJ{x)     cosmnaJ 
stnan  sman  sinan 

a  — a 

i8%nmnacosanJ(x)     isinfnnaJ{x) 
sinan  sinan 

a  — « 

_  cosait(cosmna  +  isinmnd)J{x)     e'^^^^Jjx) 

sinan  sinan 

—  a 

=  cotgan.e*'»'"J{x) : ^. 

stnan 

Maltipliciren  wir  den  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Theils  mit  e^^""'", 
so  folgt  _^ 

^coigan  ,e^""^^J{x) : 

stnan 

somit  ist  10)  bewiesen. 

Ausgebend  yon  der  Formel 

ian 


a  1     UlfL/a  a        \ 

:p(x)  =  ^e  2  \J{x)  +  iK{x)) 


haben  wir  ^^^ 


«  1    "?L?ra  a  "\ 


Dad  lUMsfa   70^ 
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^    ^^    /«««  1/  X      ^  ^  cosan.sinmna  ?,  x  ,   •      ^      ^m«-^/  n 


smajc 


ian   A  1     ian 


a  1    


1  ^  J.  X    cosrnnasinan-^sinrnnacosan 

2  ^  sman 


+2«'  ^(*) 


stnan 


1   i£!F  a     i    '"'' 


—  •^e^  cosansinmnaJ+  n  ^  ^  sinrnnacosan K{x) 


ian  „  1     ian 


Der  erste  Theil  ist 

ian 


sm(m—  l)a» 


Der  zweite  Theil  wird  zu 

ian 


Pix).  (a.) 


1    -^- cosansifimna  (%,  .        tr  \\ 


ian    . 


+  9  ^    — ;i:;::r;;^ —  \J(x)-iK{x)j 


1    *J^sinm7ta,  .  .        V«    .        w^x'i 


laTT   ^. 


=-^-^^^(^"')--<-) 


5inm7ca    ^ 


«w  (/»•)» 


somit  im  Ganzen  nach  (o.)  und  (/?.) 

11)  p(c''"«a;)  = ^ — Pix) : Qix), 

'  ^  '  stnan  sman 

analog 
*o.  J?/  .•   -,   N      sinmna  ^,  .    ,  sinim+l)an  ^^,  . 
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Specielle  Anwendungen  ftlr  ein  grosses  Argument  x  ergeben  sich  mit 
Hilfe  der  Yon  Poisson,  Journal  de  r6cole  polytechnique,  Cah.  XIX  pag.  250, 
gegebenen  Formel ,  die  dann  von  Hankel^  und  Lommel*^  yerallgemeinert 
wurde.     Es  ist  für  ein  grosses  Argument: 


•^(*^=FÄ«'4*"("+^)i]' 


indem  man  x  durch  ix  ersetzt 


j«.,=V'.^4«»[<.-(.+J)|] 


ani        ni  .  ain    ifty 


1  1    /  ow«         wt  .  ain     «Äv 

für  ein  sehr  grosses  x  wird  der  erste  Theil  der  =  0,  und  es  folgt: 

.  ain 
a/  il     \  iüL  a  /"*■    2 

13)  J{e^x)==e^  J(rc)=-==. 

y2nx 

Die  Phase  von  x  muss  zwischen  —jr  und  ^  liegen,    ohne  jedoch  die 
Grenzen  erreichen  zu  dürfen. 

a 

Der  Orenzwerth  von  K{%x)  ist  folgender: 

in    ^  .  ain  '+C«  +  ')-f 

6  * 


also 


also  fOr  ein  grosses  Argument 


in  X  ^«1»   -  «+(«+l>~ 


14)         KKe^x)^e'  Ki,x)  =  ^—. 


j/2nx 


*  Mathem.  Annalen  Bd.  I,  1869,  S.  506. 

^  Stadien  Aber  die  Bes0 einsehen  Functionen,  lS6d,  ^.  ^b. 
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•.  •>  ^    '■^'  .-  .  -vy 


>•    ^    ^    ^    y*   . 


Aus  dem  Integral 


P(aj)=  - 


(—0 


/^^Fil  +  a) 


-''-i'^^y-'^' 


folgt,  wenn  o;  sehr  gross  ist: 


P(x)  = 


('-:) 


OD 


rö+«)/2. 


e-'5«-»(?5s= 


somit  für  ein  grosses  x 


Pix)  =  '- 


j/2^ 


e-<'-T) 


i    C(«)  =  -7= 


^2«« 


Setzen  wir  in  P{x)  fttr  x  ix  ein,  so  ist 


P(f  jf)  = 


*«  _r  je 


«-*.«*  '      * 


y2nx.e*        y^nx 


was  ffir  ein  grosses  a;  verschwindet,  wfthrend 


«(«)  = 


/2nxe*        j/2nx 


15) 


5(e*«)  = 


^^ 


£ 


Durch  Vergleichang  von  15)  und  13)  folgt: 


a 

J 


in 


Bern. 


Dr.  J.  H.  Graf. 
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geordnet.  Es  mOgen  nnn  in  einer  solchen  Verbindung  C  gerade  a  End- 
zahlen aufeinander  folgen ,  so  dass  sie  diese  Form  hat: 

Dann   ist  die  Anfangszahl  a,  entweder  <  o,  =  a  oder  >  a,     Ist  sie 
^tt,  80  stelle  man  C  mit 

der  vorhergehenden  Classe  zusammen,  wo  dann  das  Anfangsglied 
grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  letzten  aufeinander  folgenden  Zalilen,  so 
dass  man  nicht  in  gleicher  Weise  zurückgehen  kann.  Ista|>a, 
80  stelle  man  C  mit 

der  folgenden  Classe  zusammen^  wo  das  erste  Olied  <  der  Anzahl  der 
letzten  aufeinander  folgenden  Glieder  ist,  so  dass  man  nicht  in  gleicher 
Weise  vorwärts  gehen  kann.  So  ist  jede  Combination  immer 
nur  mit  Einer  von  einer  benachbarten  Classe  gepaart,  und  nur 
-  in  zwei  FftUen  ist  eine  Ausnahme  möglich.  Man  kann  nKmlich  auf  diese 
Weise  keine  Nachbarform  in  der  folgenden  Classe  finden,  wenn  das 
Anfangselement  a^  zugleich  zu  den  letzten  Elementen  e^. . ,  gehört  und 
eine  Verminderung  desselben  um  1  weniger  als  a  +  1  ergiebt;  also  bei  der 
Verbindung 

ö  +  1 1  «  +  2, . . .  2«, 

ebenso  wenig  kann  eine  Nachbarform  der  gekennzeichneten  Art  in  der  vor- 
hergehenden Classe  ezistiren,  wenn  das  Anfangselement  a,  zugleich  zn 
den  letzten  Elementen  e^ , . .  gehört  und  doch  grösser  ist  als  die  Anzahl 
der  darauf  folgenden;  also  bei  der  Verbindung 

a,  a  +  1,  . ,  .  2a  —  1, 

.  Diese    beiden  Combinationen    können   aber  nur  Zahlen  von  der  Form 

— ^= —  als  Summe  darstellen ;  sie  haben  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl 

von  Elementen ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Es  giebt  also  gleichviel  Verbindungen  von  einer  geraden 
nnd  einer  ungeraden  Anzahl  der  Elemente,    wenn  jene  beiden 

FSlle  nicht    möglich    sind;    für   Zahlen   von  der  Form  ^==— 

aber  giebt  es  eine  gerade  Verbindung  mehr,  als  eine  ungerade, 
und  umgekehrt,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist 

Ein  einfaches  Beispiel  —  alle  Combinationen  zur  Summe  15  —  mag 
das  Verfahren  veranschaulichen: 
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15 


1  14 

2  13 

1  2  12 

3  12 

1  3  11 

4  11 

1  4  10 

5  10 

1  5    9 

■ 

6    9 

1  6    8 

7    8 

2  3  10 

12  3  9: 

2  4    9 

12  4  8; 

1 

2  5    8 

12  5  7 

2  6    7 

• 

1 

1 

1 

3  4    8 

13  4  7 

1 

1 

3  5    7 

13  5  6 

4  5    6 

i 

2346     12345 

7    8 

2    6    7 

4    5    6. 

In  dem  unendlioben  Prodact 


(1  «ic)  (!-«»)  (1-iC«)... 

treten  alle  Potenzen,  deren  Exponenten  die  Summe  einer  geraden  Anzahl 
von  Zahlen  der  natürlichen  Reihe  bilden,  mit  positivem  Vorzeichen  auf, 
alle    anderen   mit   ungeradem.     Es    bleiben   also   nur   diejenigen  Potenzen 

stehen,  welche  Zahlen  der  Form  ^ —  zu  Exponenten  haben,  das  heiast 

qo  Sil«  +  n 

(l-ic)(l-«*)(l-a:»)....=V(-l)"«     2     . 

u 

Aus  unserer  Betrachtungsweise  lässt  sich  nun  ohne  Schwierigkeit 
eine  Verallgemeinerung,  die  in  der  Jacobi'schen  Abhandlung  (Werke  I, 
Bln.  1846,  S.  353)  ausgesprochen  ist,  folgern.  Beschranken  wir  die  Zahlen, 
aus  welchen  eine  Zahl  P  sich  als  Summe  darstellen  lässt,  auf  die  ersten 
w— 1  der  positiven  ZiflFernreihe  und  ist  P>m— 1,  so  wird  das  oben 
ausgesprochene  Resultat  sich  nur  durch  diejenigen  Verbindungen  verttndern, 
welche  durch  Weiterentwickelung  in  eine  folgende  Classe  entstanden  zu 
denken  sind  und  welche  sich  aus  einem  Paare  lösen,  von  welchem  das 
eine  Individuum  m  als  höchstes  Element  enthält.  Das  sind  aber  die 
folgenden  Combinationen : 


Elleinere  Mittheilangen.  125 


-'•^  ^^  ■^^ 


1 m  -  1  t'] 

2 «-2,  m-1  [i] 

3 «»-3,m-2,  «i-  1  [»1 


• 


• 


«  .  .  .  .   w—  a,  m—  (a  —  1)   ....   m  — 2,    m—  1  [«] 

Im  Folgenden  bezeichnen  wir  mit  Jacobi  darch 

(P,  or,  /?,  y...) 

den  üeberschuss  der  Anzahl  derjenigen  Zusammensetzungen,  in  welchen 
die  Zahl  der  angewandten ,  von  einander  verschiedenen  Elemente  a ,  |3,  7 . . . 
gerade  ist,  über  die  Zahl  derjenigen,  in  welcher  sie  ungerade  ist;  wobei 
der  üeberschuss  sowohl  eine  positive,  als  auch  eine  negative  OrOsse  be- 
deuten kann.     [Die  Festsetzung  des  Werthes  für 

P  =  0,  (P,  «,  /3,  y. ..)  =  +!, 
und  dass 

(P,  a,  /J,  y...)  =  0 

sein  soU,  wenn  eine  der  Grössen  a,  j9,  y  =0  wird,  sei  hier  beiläufig  erwähnt] 
Die  Combinationen  [1]    hängen    nun    von  der  Zahl  der  Verbindungen 
zur  Summe  P  —  99»  ab ,  welche  von  den  Elementen 

2,  3...in-2 

hergestellt  werden  kOnnen,  ebenso  die  [2]  von  den  Verbindungen  zur 
Summe  P— 2f»-t-l  aus  den  Elementen 

3,  4...m-3 

und  allgemein  die  Zahl  der  Combinationen  [a]  von  den  Verbindungen  zur  Summe 

P-«fn  +  J(a-l)  =  P-J(2m-a+l)  =  Pa, 

welche  die  Zahlen 

a+  1,  a  +  2...m-(a+l) 

eingehen  können.  Berücksichtigt  man,  dass  die  geraden  oder  ungeraden 
Verbindungen  aus  h  Elementen  wieder  solche  zu  einer  geraden  oder  un- 
geraden Anzahl  ergeben  werden  ^  wenn  man  eine  gerade  Zahl  a  Elemente 
wegnimmt,  dass  sie  aber  ihren  Charakter  ändern,  wenn  a  ungerade  ist, 
so  ergiebt   sich  der  Satz 

(P,  1,  2. .  .w  —  1)=  ^-1-  (Pj  2,  3. .  .ni  -  2)  -  (P^ 3,  4. .  ,in  -  3)  +. . ., 

weder  Ausdruck  rechts,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade 

oder 
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(-l)*""-"(^4(»_„'      ^(«-1),       ^(«»+1)) 

fortzusetzen   ist,    und   wo  A  für   alle    Zahlen  P  von  der  Form 

3fi*  "^  n  1  1 

jP — I  welche  bis  g-i»(3i»  — 2)  oder  bis  q  (w— 1)  (3m—  1)  auf- 
treten, s=(— l)"i8t,  während  für  den  besonderen  Fall,  in 
welchem  die  Verbindung  [a] 

Ä,  cit-rl..,i>i  —  tJ,  in  —  Ä,  in  —  1 
als  eine  ununterbrochene  Folge  auftritt,  also  für 

P=  I {^mm  - 1)  ^=  (-  l)i<'"-*> 

zu  setzen  ist. 

Dieser  Satz  ist  von  Jacobi  in  anderer  Weise  abgeleitet;  er  folgert 
aus  ihm  den  Euler 'sehen,  für  welchen  P  <  (m  —  1)  zu  setzen  ist  und  fCb: 

3 

den  eine  Zahl  P=^(nim— 1)  nicht  in  Fi*age  kommt. 

Wie  dem  Satze  von  den  Pentagonalzahlen  die  £ule rasche  Gleichung 
entspricht,  so  ergeben  sich  aus  dem  soeben  bewiesenen  etwas  allgemeineren 
Jacobi 's  die  Formeln: 

0  =  1  +  Vc-  1)»  rr^^'»'-'»^  +2'  (-  1)"^ 

0 

von  welchen  die  erste  oder  zweite  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  m  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Noch  in  anderer  Weise  unter  Zuhilfenahme  von  Reihenentwickelung 
lässt  sich  das  endliche  Product 

(l-aj)(l -««)....  (1-a^-O 
durch    das  unendliche  darstellen.     Nennen  wir  dasselbe  Q,    das  letztere  5, 
so  ist  s 

(1  -  o;«")  (1  -  ic^+^)  (f-  ic«+^) . . .    ^  ^' 
Entwickelt  man  nach  Euler  den  Quotienten 

nach  Potenzen  von  is  and  setzt  sodann  X0  an  die  Stelle  von  «,  so  erhält  man 


#*^^»- 
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Durch  Vergleichen  der  Coefficienten  ergiebt  sich  alsdann 

R^  +  R^x"^  =^  R^a^ 

R^  +  R^x'^  =  R^sfi 

etc., 
und  hierans 

*  1  —X 

p  = ?^^!: 

^      (l-a^)(l-aj«) 

etc., 
80  dass  also  fdr  iv  =  —  1  folgt 

(1  -a-.)  (1  -«aj«+i)(l  -  a;«+») . . .    ""  ^  "^  1-»  "*"  (l-a;)(l-aj«) 

+  (l-.jr)(l-aj«)(l -«»)'" 

Dorch  beiderseitige  Moltiplication  mit  P  folgt  hieraas 

e  =  (l-x)  {l-x*)  (1-r») 

+  «"(!-«»)   (1-Ä^) 

+  ««-(l-aj«)(l-«*) 

+ 

unter  Anwendung  des  Jacobi 'sehen  Symbols  ergiebt  das  die  Gleichung 

(P,  1,  2,  3.;.m-l)=-(P,  1.  2,  3...)  +  (P-m,  2,  3,  4...) 

+  (P-2»i,  3,  4,  5...)  +  ..., 

in  welcher  die  Grössen  P-^am  soweit  fortzuführen  sind,  als  sie  nicht 
negativ  werden,  und  die  oben  erwähnte  Bestimmung  Jacobi's  für  den  Fall, 
dass  P— am=:0  wird,  zu  berücksichtigen  ist 

Setzt  man  in  dieser  Formel  m— 1  =  0,  so  geht  sie  in 

(P,  0)  =  0=:(P,  1,  2,  3...)  +  (P-l,  2,  3,  4...) 
+  (P-2,  3,  4,  5...)  +  ... 

Aber,  entspricht  der  Oleichnng 
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^^^'\^'   ■«       •*     W      ■^"w         ^"  *•   N»"*  ^'»^'fcr^   ^^N^ 


Ö  =  l  =  ^l-a?)(l-^«)(l-x») 

+  x  (l-a?«)  (1-«^) 

+  ic»    (l-fl;3)a-«*).^. 
+  ic8  (1  -«*)... 

+ 

und  bringt  einen   einfachen  combinatorischen  Satz,  der  auch  ans  dem  von 
Jacob i  angewandten  Princip 

(p,  «,  ß,  y...)  =  (P,  ß,  r---)-«,  /5,  y...) 

unmittelbar  folgen  würde,  zum  Ausdruck.  Nimmt  man  allen  Verbindungen 
zur  Summe  P  nacheinander  das  erste  Element  a,  so  entstehen  alle  Ver- 
bindungen zur  Summe  P  —  a  aus  den  übrigen  Elementen.  Es  ist  also  der 
unterschied  der  Anzahl  aller  möglichen  Verbindungen  zur  Summe  P  aus 
einer  geraden  und  einer  ungeraden  Zahl  von  Summanden  gleich  der  negativ 
genommenen  Summe  für  alle  möglichen  Grössen  P  —  o.  Indem  nämlich 
einer  jeden  Verbindung  zu  P  ein  Element  genommen  wurde,  ist  immer 
aus  einer  geraden  Zahl  von  Elementen  eine  ungerade  geworden  und  umgekehrt 
Für  P^m^l  geht  die  Formel  in  die  Identität 

(P,  1,  2,  3...m-l)  =  (P,  1,  2,  3...) 

über,  da  alle  Grössen  P—  am  negativ  werden,  also  durch  positive  Zahlen 
überhaupt  nicht  darzustellen  sind. 

Gotha,  Anfang  December  1892.  Dr.  L.  GoldSOhmidt. 
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Construction  der  Burmester'schen  Punkte 
für  ein  ebenes  Gelenkviereok. 

Zweite  Mittheilung. 
Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Braunichweig. 


Hierzn  Tafel  II,  Figur  1—14. 


In  unserer  ersten  Mittheilung*  hahen  wir  die  Aufgabe  behandelt,  für 
eine  beliebige  Eoppellage  eines  ebenen  Gelenkvierecks  die  B urm es ter 'sehen 
Punkte  zu  bestimmen,  das  heisst,  in  der  Eoppelebene  diejenigen  beiden 
reellen  oder  imaginären  Punkte  zu  ermitteln,  die  augenblicklich  Bahn- 
elemente mit  fünf  punktig  berührendem  Erümmungskreise  beschreiben.  Im 
Folgenden  werden  wir  die  früheren  Ergebnisse  nach  zwei  Richtungen  hin 
Terrollständigen ,  indem  wir  erstens  auf  den  Zusammenhang  eingehen ,  der 
zwischen  der  Aufsuchung  der  Burmester'schen  Punkte  und  dem  Problem 
der  angenäherten  Geradführung  besteht,  und  indem  wir  zweitens 
eine  Reihe  yon  Sonderfällen  betrachten,  in  denen  die  vorher  abgeleitete 
allgemeine  Construction  versagt. 

!•  Wir  bezeichnen,  wie  früher,  mit  ÄBBPi  ein  Gelenk viereck  mit  dem 
festen  Gliede  AB  und  der  Eoppel  ÄB^  mit  $  und  S  bez.  die  Schnitt- 
punkte der  Seitenpaare  ÄPi,  BB  und  ÄB^  AB,  mit  a«  |?,  tf;^  %  die  Winkel 
zwischen  der  Diagonale  ^R  und  den  Seiten  ^B,  ^A,  AB,  AB  (Fig.  1). 
Dabei  ist  ^  der  Pol  der  Eoppellage  AB;  die  zugehörige  Polbahntangente  t 
bildet  mit  ^B  den  Winkel  ß.  Sei  ferner  m  die  Ereispunktcurve  für 
die  angenblickliche  Lage  der  Eoppelebene,  F  ihr  Focalcentrum ,  fi  mit  dem 
Focalcentmm  E  die  entsprechende  Curve  in  der  festen  Ebene ;  dann  befinden 
sich  auf  m  die  Burmester'schen  Punkte  üf/,  Mi]  der  betrachteten  System- 
lage und  auf  f«  die  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  M/,  M//.  Ver- 
liehen  wir    noch    unter  q>p,   ^£,   9/,   g>j/  die  Winkel,     welche    bez.   die 


•Dieße  Zeitecbrift  Bd.  XXXYll,  S.  218. 

UUtabiiA£MMtbMaMtiku.Pbjtik.  88.  Jahrg.  1893.  S.Heft. 
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Geraden  $F,   $E,    ^Mi,   ^Mjj  mit  der  Polbabntangente  t  einschliessen, 
so  sind  tanq>i,  tanq>n  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ian^cp  —  (tong)F+  ^ö«g>E  —  ^awa  —  tanß)tanw  +  — — ■~=^  0*. 

tan  a  tan  ß 

Unter  Benutzung  der  früher  erhaltenen  Formeln 

-.  ,  tancctanß      ,  tanatanß* 

1)  tanq>F= — : >     tanq>E= — -. 

^  ^  tanx  tantif 

verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 

2)  tan^(p--\tanatanß{cotrl/+cotx)-tana-tanß\tanqf'htanatanßcottlfcotx=:0. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  einer  der  beiden  Burmester'schen  Punkte, 
etwa  Mi,  identisch  mit  dem  BalTschen  Punkte  der  Koppellage  ÄB^  das 
heisst,  mit  dem  Schnittpunkte  des  Wendekreises  und  der  Curve  m,  so  wird 
Mi  M/  =  00  und  der  Punkt  Mj  befindet  sich  augenblicklich  in  einer  Bahn- 
stelle mit  fünf  punktig  berührender  Tangente.  Nun  liegt  der  BalTsche 
Punkt  der  Curve  m  bekanntlich  auf  der  Focalachse  der  Curve  n  und  diese 
bildet  mit  t  den  Winkel  —  cjpe**;   im  vorliegenden  Falle  ist  also  nach  1) 

3)  tan  <pj  =  —  tan  a  tan  ßcot'^if. 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  folgt  aus  Gleichung  2)  die  Bedingung 

4)  2cotrlf  +  cotx--cota  —  cotß  +  cotacotßcotx  =  0; 

gleichzeitig  ergiebt  sich 

tan(pii  =  '-cotXj 
das  heisst: 

5)  ^n^QO^  +  x^ 

Berücksichtigen  wir  noch  den  früher  erhaltenen  Satz,  dass  bei  jeder 
beliebigen  Systembewegung  immer  drei  der  Burmester^schen  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  sobald  der  vierte  dieser  Punkte  mit  dem  BalTschen 
Punkte  zusammenfällt*^*,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebniss:  Genügen 
die  Winkel  a,  ß,  t/;,  x  ^^^  Gelenkviereckes  ÄBB^  in  einer  ge* 
wissen*  Eoppellage  AB  der  Gleichung  4),  so  beschreibt  ein 
bestimmter  Punkt  M/  der  Koppelebene  —  der  BalTsche  Punkt 
—  augenblicklich  eine  Bahnstelle  mit  fünfpunktig  berührender 
Tangente.  Gleichzeitig  fällt  der  Burmester'sche  Punkt  If// 
mit  demjenigen  Punkte  der  Koppelgeraden  AB  zusammen, 
dessen  Bahnnormale  mit  der  Polbahnnormale  den  Winkel  x 
einschliesst.  —  Die  beiden  Punkte  ^//,  Mjj  sind  im  vorliegenden  Falle 
selbstverständlich  stets  reell. 


♦  a.  a.  0.  S.  217. 

**  Ueber   die  Bewegung   eines  starren  ebenen  Systems  durch  fünf  unendlich 
benachbarte  Lagen,    Diese  Zeitschrift  Bd.  XXXVII,  S.  144. 
*•»  Ebenda,  S,  149. 
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Um  ein  Viereck  ÄBBA  gemäss  der  Bedingung  4)  zu  construiren, 
zieben  wir  in  Figur  2  durch  die  willkürlich  angenommenen  Punkte  $  und 
St  die  beliebigen  Geraden  iß^,  $J?,  ^ÄB  und  senkrecht  zu  $^ 
die  Geraden  $3  und  ^%;  dieselben  bestimmen  auf  AB,  ^A,  SfiB  bez. 
die  Punkte  3»  31,  ©.  Von  3  fällen  wir  auf  ^A  ein  Loth,  welches 
$^  in  $  schneidet^  ziehen  $®  parallel  zu  ißß  bis  SS,  verbinden  ® 
mit  dem  Schnittpunkte  @  von  A^  und  B%  durch  eine  Gerade,  welche 
AB  in  I  trifft  und  ermitteln  den  Schnittpunkt  SR  von  ^2  und  ft3l. 
Machen  wir  dann  auf  $3  die  Strecke  ^3'  =  2.RDi,  so  liegen  auf  A3' 
die  gesuchten  Gelenkpunkte  A  und  B. 

Beweis.     Aus  Figur  2  folgt,  wenn  die  Strecke  $3)  negativ  gerechnet 

cota  =  — — »     cot  ß  = »     cor  Y  =  -^- — ♦     cot  tU  = r  » 

__  8inß       _  S^      «'nasmjS 

Ä  ^       r«  ^       .  ^  S      sin  a  sin  ß 

*^  CO^X      co5(a  — p) 

Die  Punktreihe  SABZ  ist  perspectiv  zu  S 31 S 9t  und  zu  SS 21®,  die 
Panktpaare  S,  93  und  ®,  9t  bestimmen  daher  eine  Involution  mit  dem  Doppel- 
punkte fi,  mithin  ist       i  1  i  i 

das  beisst: 

Der  Punkt  Mj  ergiebt  sich  nunmehr  in  folgender  Weise.  Wir  ziehen 
^ü  parallel  zn  AB  bis  AB,  darauf  durch  U  zn  ^S  eine  Parallele,  die 
$ii  in  F,  ^B  in  V  schneidet,  und  errichten  in  V  und  F'  bez.  Lothe  zu 
^A  und  ißJ9;  dieselben  treffen  sich  bekanntlich  im  Wendepole  W.  Fällen 
wir  dann  von  31  auf  ^B  ein  Loth,  welches  $^  in  Z  schneidet,  und 
machen  auf  $TF  die  Strecke  5ßZ'^  ^Z,  sowie  Z'Z"  senkrecht  zu  g}Z' 
und  =  iP3'>  so  ist  Mj  der  Fusspunkt  der  von  W  auf  ißZ"  gefällten  Senk- 
rechten.    Es  ist  nämlich 

S^  =  ^Stanß,    ÄZ  =  -Ä3I<ana,    $3'  =  $Ä^awi/;, 
also 

tan<pi  =  fanZ-gJ  fFi»fi  =  tanLZ'  Z"  i|}  =  -  fanatanßcotrlJ, 

in  Uebereinstimmnng  mit  Gleichung  3);  Überdies  liegt  Mj  nach  Construction 
auf  dem  Wendekreise,  ist  also  in  der  That  der  BalTsche  Punkt  für  die 
betrachtete  Sjstemlage. 

Wir  erhalten  femer  den  auf  AB  liegenden  Punkt  Mif,  indem  wir 
LW^Mn  =  i?5ff  il  machen. 

In  Figur  2*  sind  die  Bahncurven  nt/,  ni//  der  Punkte  Jlf/,  Mn  ge- 
leichnet;   dieselben  sind   bekaDutlich  tricirculare  Curven  afed[iE^w  Ot^Xi\\Xi\i,, 
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Für  die  Cnrve  ntü,  die  in  Bezug  auf  AB  symmetrisch  ist,  haben  wir  den 
ErOmmungsmittelpunkt  M//  und  den  zugehörigen  Krümmungskreis  an- 
gegeben. Die  Curve  m/,  die  mit  der  Inflezionstangente  WMi  an  der  Stelle 
Mi  fünf  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat,  schmiegt  sich  in  der  Zeich- 
nung an  diese  Gerade  so  innig  an ,  dass  ein  beträchtliches  Stück  der  Curve 
von  der  Geraden  nicht  unterschieden  werden  kann;  wir  dürfen  demnach 
die  Bewegung  des  Punktes  Mj  auf  der  Curve  m/  als  eine  fünfpunktige 
Geradfü hrung  bezeichnen.^ 

Bilden  wir  aus  den  Punkten  il,  A,  üf//,  M/y  ein  neues  Gelenkviereck 
mit  dem  festen  Gliede  AM//,  so  beschreibt  der  Punkt  Mj  als  Eckpunkt 
des  Eoppeldreiecks  AMuMi  eine  neue  Bahncurve,  die  in  Mi  von  der 
Tangente  WMi  wiederum  fünfpunktig  berührt  wird,  und  dasselbe  gilt, 
wenn  wir  den  Punkt  Mi  an  die  Koppel  BMn  eines  dritten  Gelenkvierecks 
BMiifAii^  anschliessen.  Nach  dem  Roberts^schen  Satze  von  der  drei- 
fachen Erzeugung  der  Koppelcurve**  kann  ferner  jede  der  drei  erhaltenen 
Bahncurven  des  Punktes  Mi  durch  zwei  neue  Gelenkvierecke  hervorgebracht 
werden;  wir  erhalten  demnach  aus  dem  ursprünglichen  Viereck  ii^BBA  im 
Ganzen  acht  andere  Gelenkvierecke,  durch  welche  gleichfalls  die  Gerad- 
fuhrung  des  Punktes  Mi  auf  der  Geraden  WMi  bewirkt  wird. 

2.  Soll  der  geradgeführte  Punkt  üf/ auf  der  Koppelgeraden 
AB  liegen,  so  muss  er  nothwendig  mit  dem  zugehörigen  Mn 
zusammenfallen,  weil  die  Gerade  AB  mit  der  Kreispunktcurve  m  ausser 
A^  Bj  If// keinen  vierten  Punkt  gemein  haben  kann.     Dann  ist 

also  nach  3):  .  x       j     o    i  , 

oder 
6)  tan'^  =  tana  tanß  ian%^ 

und  Gleichung  4)  verwandelt  sich  in 

-.  3  +  <anofa«/3 

'^  ^'"'^=  tan.  +  tanß   ' 

Die  Bedingungen  6)  und  7)  führen  zu  folgender  Construotion  des 
Vierecks  ABBk.  Wir  beschreiben  in  Figur  3  über  der  beliebigen  Strecke 
$fi  als  Durchmesser  einen  Kreis  !,  legen  an  denselben  in  $  und  St  die 
Tangenten  $D  und  KD'  und  ziehen  eine  beliebige  Secante»  die  f  in  (7 
und  D,  ^O  in  3>  Äö'  in  3'  schneidet.  Auf  30  machen  wir  die  Strecke 
33  =  2.^3  +  »3'  und  ziehen  38  senkrecht  zu  $C  bis  gjff,  28'  paraUel 
zu  $0  bis  $D  und  8' 3'  parallel  zu  $ft  bis  $D.  Dann  bestimmen  die 
Geraden  gSC,  ^2)  auf  «3,  A3'  bez.  die  Punkte  A,  B,  k,  S. 

*  Ueber  die  aDgenäherte  Geradführung  durch  ein  Gelenk viereck  vergL  Bur- 
mester,  Kinematik  1,  S.  623. 

**  BobertSf  On  Three-bar  Motion  in  Plane  Space,  Proceedings  ofthe London 
Matbematical  Society ^  vol.  VII,  p.  14. 
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In  der  That ,  im  Dreieck  $  C3  ist  der  Winkel  bei   ?ß  =  90»  -  /5  und 
der  Winkel  bei  (7«90®— a,  also  der  Winkel  bei  3  =  «+  /3,  mithin 

5ß3  =  5pC.-.4?£^=5ßft    «'*««'*^ 


"^^""^^^l^inCa  +  iS)        ton(«  +  lS)J 

wie  in  Gleichung  7).     Es  ist  ferner 

das  heisst:  mcv^ 

tan  T/;  =  -—^  =  ianatan  p  tan% , 

in  üebereinstimmang  mit  Gleichung  6). 

Die  Polbahnnormale  n  ist  parallel  zu  CD]  tragen  wir  in  $  den  Winkel 
X  an,  so  bestimmt  die  so  erhaltene  Gerade  auf  AB  den  geradgeführten 
Ponkt  M^  in  welchem  sich  gegenwärtig  die  beiden  Burmester'schen 
Punkte  Jlf/|  Mit  vereinigen. 

3.  Kehren  wir  in  Figur  2*  die  Bewegung  um,  indem  wir  AB  fest- 
halten, 80  sind  M//und  der  unendlich  ferne  Punkt  M/  die  Burmester'schen 
Pankte  für  die  augenblickliche  Lage  der  mit  dem  Gliede  AB  verbundenen 
Ebene.  Es  fragt  sich,  welche  neue  Bedingung  wir  dem  Viereck  ABBfii 
auferlegen  müssen,  damit  auch  bei  dieser  umgekehrten  Bewegung  ein 
Systempunkt  —  und  dies  kann  nur  M//  sein  —  momentan  ein  Bahnelement 
mit  fElnfpunktig  berührender  Tangente  durchschreitet.  Dann  fällt  Mji  zu- 
sammen mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreispunktcurve  m;  es  ist 
^0  qfu  gleich  dem  Winkel ,  den  die  Focalachse  von  m  mit  der  Polbahn- 
tangente einschliesst,  das  heisst,  (pii=^'~  q>F9  oder  nach  Gleichung  1): 

tan  q>n  =  —  tan  a  tan  ß  cot  %. 
Ans  5)  folgt  aber 

ianq>ii=^-'COt%, 
mithin  ist  gegenwärtig 

tanatanß=  1, 
das  heisst: 

8)  a-t-/3  =  90«; 

die  Polbahnnormale  n  ist  also  identisch  mit  der  Geraden  $  j^.     Dann  ver- 
wandelt sich  die  Bedingung  4)  in 

2cot'(lf  +  €Otx  =  tana  +  cot  a, 
oder 

9)  cotilf+  cotx  = 


sin2cc 
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Da  Mji  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  A  B  zasaoimen- 
fällt,  so  ist  $  M//  parallel  zu  AB^  also  auch  umgekehrt  $jSf/ parallel 
zu  AB.     Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Ergebniss: 

Genügen  die  Winkel  a,  |5,  t/;,  jj  des  Gelenkvierecks  ABBK 
den  Gleichungen  8)  und  9),  so  wird  durch  das  Viereck  in 
doppelter  Weise  eine  fünfpunktige  Geradführung  vermittelt 
Halten  wir  nämlich  das  Glied  AB  fest,  so  bewegt  sich  ein  be- 
stimmter Punkt  Mi  der  Ebene  AB  momentan  auf  einer  Geraden 
senkrecht  zu  AB,  und  kehren  wir  die  Bewegung  um,  so  bleibt 
ein  bestimmter  Punkt  M//  der  Ebene  AB  in  fünf  aufeinander 
folgenden  Lagen  auf  einer  Normalen  zu  AB. 

Um  ein  derartiges  Viereck  zu  erhalten,  legen  wir  in  Figur  4  durch 
den  Scheitel  ^  des  rechten  Winkels  n$t  die  Gerade  ^A  beliebig  und 
die  Gerade  $^  so,  dass  Lxi^A=^ LB^i  ist,  ziehen  von  einem  beliebigen 
Punkte  £  des  Schenkels  n  die  Gerade  j^äS  senkrecht  zu  >ß^  bis  $J9, 
darauf  SS  35'  parallel  zu  n  bis  t  und  machen  auf  t  die  Strecke  93'  3B  =  3 .  ^  93'. 
Sind  dann  2!,  3'  irgend  zwei  Punkte,  die  durch  ^  und  Sß  harmonisch 
getrennt  werden,  so  schneiden  $^1,  ^B  die  Geraden  ^^^  fi;^'  bez.  in 
Ay  By  A,  B;  denn  es  ist 

1         J_  _     2  1  1 


^3       g53'       $ffi       2.^93'         2.^St8inacosa 
oder  . 

co^^  +  cotx  =     .  o     • 
^      sm2a 

Wir  ziehen  ferner  ^U  parallel  zu  AB  bis  J.J5,  FT  parallel  zu  n 
bis  $J9,  TW  senkrecht  zu  ^B  bis  n;  dann  ist  Mj  der  Fusspunkt  des 
von  W  auf  $17  gefüllten  Lothes.  Ziehen  wir  endlich  die  Geraden  ^R 
und  WR  parallel  bez.  senkrecht  zu  AB,  so  erhalten  wir  M//,  indem  wir 
die  Strecke  ^R  über  $  hinaus  um  sich  selbst  verlängern. 

4.  Wir  wollen  noch  untersuchen ;  unter  welcher  Bedingung  in  Figur  2* 
die  Curve  nt/  mit  ihrer  Tangente  in  Mj  nicht  nur  fünf,  sondern  sechs 
unendlich  benachbarte  Punkte  gemein  hat  —  es  entspricht  dies  also  der 
höchsten  Ordnung  der  Berührung,  die  überhaupt  zwischen  einer  Koppel- 
curve  und  ihrer  Tangente  eintreten  kann.  Lassen  wir  die  Koppelgerade 
aus  der  Lage  ^J?  in  eine  unendlich  benachbarte  Lage  .^'J^'  übergehen,  so 
verwandeln  sich  die  Winkel  a,  |3,  t/;,  ;(  in 

a  +  daj     ß  +  dßy     t/z  +  dftf;,     %  +  dx- 

Zu  Folge  der  Gleichung  4)  befindet  sich  der  Punkt  Mj  in  fünf  unend- 
lich   benachbarten  Systemlagen    auf   einer   Geraden;    derselbe    ist   also  der 
BalTsche  Punkt   auch    für   die    Koppellage   Ä B\     Soll  nun  M/  sogar  in 
sechs    Nachbarlagen    auf   einer   Geraden    bleiben,    so    ist   er   zugleich  .ein 
Burmester'scher  Punkt  für  die  Koppellage  AlB  \  es  muss  also  auch  für 
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die  tAgeÄ'B\  wie  vorher  fiXr  AB,  ein  Burmester 'scher  Punkt  mit  dem 
BalTschen  Punkte  zusammenfallen,  das  heisst,  es  müssen  auch  die  Winkel 

a  +  ^a,     ß  +  dß,     tf;  +  di;;,     x  +  dx 
der  Gleichung  4)  genügen,  oder,  was  dasselbe  ist,  es  muss  das  Dififerential 
des  Ausdruckes 

2co^^  +  coH  ""  ^^«  "Cotß  +  cotacotßcotx 

Terschwinden.     Die  Ausführung  der  Differentiation  liefert  die  Gleichung: 

Hierbei  ergeben  sich  die  Werthe  von  dt^,  dxy  da^  dß  aus  der  Bedingung, 
dass  für  jede  Koppellage  die  Strecken  ÄB^  AB,  ilA,  BB  unverändert 
bleiben.    Nun  folgt  aus  Figur  1: 

sinxsinia  —  ß) 


^1?  =  ^ 


AB  =  $ 


ilA  =  $Ä 


i?B  =  $ft 


sin(a  +  x)sin{ß  +  x) 

Sinti;  sin  {et  — ß) 
sin  (o  + 1/;)  sin  {ß + 1/;) 

sinßsin{ilf—  x) 
8in{ß  +  ^)sin{ß  +  x) 

sinasin{rlf  —  x) 


sin{a  +  t/;)5m(a  +  x) 

Aus   diesen  Gleichungen  erhalten  wir  durch  Differentiation,   wenn  wir 
zur  Abkürzung  ^^  =  q  und 

sin^X  cos(a  +  ß  +  x)'—sinasinßcosx  =  y^ 
8in*ilfCos{a  +  ß  +  fp)  —  sinasinßcos'ip='  V 
sin^ ß eos{ß  +  ij;  +  x)  "  cosßsin'^sinx^B 
sin^acos{a  +  if'  +  x)  ""  cosusin t/; sinx  =  A 


setzen, 


11) 


-  sinxsin^iß  +  x)da  +  sinxsin^{ct  +  t)dß  +  Xsm  (a  -  ß)dx 

=  sinx  sin (a  +  x)  sin{ß  +  %)  sin  («  —  /?)  — 

—  sinifsin^{ß  +  ii;)dci  +  sin^f  sin^{a+\i;)dß+^  sin{a  -  ß)dilf 

d(j 
=  sin^  sin{a+'ilf)  sin(ß  +  ilf)sin{a  —  ß)  — 

Bsiniilf-x)dß-8inßsin\ß  +  x)d^  +  sinßsin^ß+rl;)dx 

==sinßsin{ß  +  'il;)sin{ß  +  x)sin{^''X)-^ 

fiisin{flf  —x)dci  —  sinc(  sin^  («  +  x)^^  +  ^^^^  sin^{a  + 1/;)  dx 

dq 
=  sinccsin{ct+'il/)sin{a  +  x)^^i^~x) 
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12)  gjTr=^. 

Der   Kreis   über    $^    oscnlirt    zugleich    die    Carre    ft;    der    zweite 
Krflmmungskreis  von  fi  hat  den  anf  n  liegenden  Dorohmesser 

Sdu 


15)  g5(£'  = 


dx-dd^ 


Sei  ferner^  ein  beliebiger  Systempunkt,  A  der  entsprechende  Erttmmongs- 
mittelponkt  seiner  Bahncurve,    $^  =  r,    $A=^,    Z.^$t  =  9>;   dann  ist 

16)  _=(^__-j«„^. 

Setzen  wir  endlich  rcosg>=:x^  rsing>=iy^  so  gelten  für  die  Coordinaten 
X,  y,  fp  eines  jeden  der  vier  Bnrmester  'sehen  Ponkte  die  beiden  Gleichungen  * : 

pi?+y^\xd9{5d:^^'hd^T)+y[d^{d^+dx)(2d9'^dx)'^^]'3dud&^\'ydu 
^^M         x[5xd^9  +  2yd^{d^+2dt)-Sdud»}=^0, 

d^d^tan*fp--d^d?e{d'&  +  2dx)tatfiq>  +  {Sdad^^-4td^d^)tan^(p 

+  3d&{dadfx-dxd^»)tanq>-d&\d&''dx){2de+dx)=:0. 


'  18)  { 


6.  Fall  la.  Wird  in  Figur  5  das  Viereck  ^J^BA  so  gezeichnet, 
dass  $ft  auf  f  B  senkrecht  steht,  so  ist  die  Polbahnnormale  n  identisch 
mit  der  Geraden  $  J.;  n  hat  also  mit  den  Curven  m  und  fi,  von  dem  drei- 
fach zählenden  Punkte  $  abgesehen ,  noch  bez.  die  Punkte  Ä  und  A  gemein, 
folglich  zerfallen  tn  und  ^  in  die  Gerade  n  und  die  Kreise  c  und  y ,  welche 
bez.  durch  B  und  B  gehen  und  die  Polbahntangente  t  in  $  berühren. 
Zwei  Lothe  in  B  und  B  bestimmen  auf  n  die  Schnittpunkte  €  und  6' 
dieser  Geraden  mit  c  und  y. 

Gegenwärtig  ist  La^^  LSt^B^9(y,  aus  Gleichung  2)  folgt  also 

und  ton^//=:oo, 

dasheisst,  ^//ss90^.    Mn  ist  also  ein  vorläufig  noch  unbestimmter  Punkt 
auf  der  Geraden  n. 

Construction  von  Mi,  Wir  ziehen  ^H  parallel  zu  AB  bis  jBB, 
macben  auf  .$B  die  Strecke  5pJBr'=5ß5+g5B -BjET und  Z.6gJ3f/=Z.Jff'ft$; 
dann  sind  JKfj,  Mj  die  Fusspunkte  der  von  @,  6'  auf  ^Mj  gefällten  Lothe. 

*  Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  eto.  %  1. 
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Beweis.     Es  ist  LM/'^t^  (pf=L'i^B/S,  also 

S^H'       ^^B    ,   ajB      BH 

cot  Q>l  «= =  — h  — • 

Nun  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  BQ,H  und  $jf  B 

Jgg  _  $B 

also  ist 

BH      56    ilSB       ^Bcotß   $B 

und  daher 

cot  (fi  =  tan  X  +  tan  j^f  —  cotß  tan  %  tan  tp, 

in  üebereinstimmung  mit  19). 

Construction  von  Mj/.  Die  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  vier 
Burmester*8chen  Punkte  A^  B,  itf/,  Mn  genügen  der  Gleichung  17). 
Setzen  wir  in  derselben  a;=0,  so  ergiebt  sich 

Die  Wurzeln   dieser  Gleichung^  sind  j/==ißil  und  y  =  ^3f//,   also  ist 

dude{od^  +  4dT) 


^:^Ä  +  ^Mjj== 


^i4.$Jlf//  = 


df^{d^  +  dT){2  dO  +  dz)  +  d^^ 
3du^d^ 


d^{d^  +  dt)  {2dd  +  dt)  +  d^& 

und  hieraus  folgt  durch  Division 

1 _1_  _  5de  +  4dT  _  .    2d^+dt  _  d^ 

'^Mn       ':^A'~'         Zdu       "  '6du  du 

oder  nach  13)  und  16) 

das  heisst: 

Bezeichnet  nun  O  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  $,  €,  A,  so  ist 

-2     =-L4.J_ 

g5(S       S^A  "^  S^O. 
•^^^  ^^ 2        _1_ 

machen   wir  daher  auf  n  die  Strecke  5JJA'  =  — 5ßA,  so  ist  Mji  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  $,  O.  A'. 

Der  Punkt  M//  wird  erhalten,    indem    wir   B   mit   dem  Schnittpunkte 
der-  Geraden  BMn  und  Sß^  verbinden. 
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*•.  *.^  .' 


Der  BalTsche  Punkt  ist  gegenwärtig  identisch  mit  dem  Wendepol  TT; 
föllt  also  Mn  mit  W  zusammen ,  so  beschreibt  der  Wendepol  eine  Bahn- 
carve  mit  fünf  punktig  berührender  Tangente.     Dann  ist 

111 1_ 

mit  Bücksicht  auf  21)  folgt  also  für  diese  specielle  Bewegung  des  Wende- 
pols die  Bedingung: 


7.  Fall  Ib.  Ist  in  Figur  6  AB  parallel  zu  AB,  so  liegt  der  Punkt 
S  unendlich  fern  und  wir  erhalten  t,  indem  wir  Li'^A  =  LB^S<t> 
machen.  Dann  berührt  t  den  durch  $,  A  und  B  gehenden  Kreis  c;  der- 
selbe hat  also  mit  der  Kreispunktcurve  tu  den  dreifach  zählenden  Punkt  % 
die  Punkte  A  und  B  und  die  imaginären  Kreispunkte  gemein,  das  heisst, 
m  zerfällt  in  c  und  die  Polbahnnormale  n.  Ziehen  wir  A(S,  senkrecht  zu 
{$ii  bis  n,  so  ist  $6  ein  Durchmesser  von  c. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  i/;=;^  =  0;  aus  Gleichung  2)  folgt  also 
cot^(p  =  Oy  das  heisst,  Mj  und  Mji  liegen  beide  auf  n.  Zu  ihrer  Bestimmung 
dient  Gleichung  20) ,  deren  Coefficienten  vorher  durch  die  gegebenen  Stücke 
$^  =  r,  $A  =  ^,  a,  ß  auszudrücken  sind.     Nun  ist  nach  13]:. 

2d^  +  dt_     1  sina 

3du      ■"  gjß  ^      r     ' 
abo  nach  16):  .    .  -^. 

dz  —  de  =  3dul T-  )  =3 du. 

\    r  du/  Q 

Da  iß^D  unendlich  gross  wird,  so  ist  nach  14)  d^O=-0,  also  geht 
Gleichung  18)  über  in 

3cP&tan^g>  +  3d^d*ttan(p-dO{de-dv){2de  +  dT)  =  0, 
oder  .  j 

d?^^ian^(p  +  d&d^Ttan(p  +  3^^^^du^d&  =  0. 

rg 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  q>  =  a  und  q>  =  ßi  so  ergiebt  sich  durch 
Elimination  von  d^r 

d^^  = — -r—  du*d{y. 

rqtanp 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  2c2^  +  dT,  dx  —  dfi^ 
(P&  erhalten  wir  endlich  aus  20)  zur  Bestimmung  von  üf/,  Mn  die  Gleichung : 

22)    y*sina\2Q»ina$inß-^rcos{a-ß)\-yr{3Q+r)sinasinß+r^QSinß=0. 

Ist  ^A  =  ^B  und  LA'^B  =  2s,  so  verwandelt  sich  die  vorige 
Gleichung  in 

y^{rco82i  +  2qcos^6)  —  yr(dQ  +  r)cö5«  +  r^q  =  0. 
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Soll   dann   einer  der  Punkte  üf/,  Mn  mit    dem  Bai  rächen  Punkte, 
das  heisst  mit  dem  Wendepol  TT,  zusammenfallen,  so  muss 

23)  y  =  g5TF=         ^^ 


eine  Wurzel  der  letzten  Gleichung  sein;  dies  führt  zu  der  Bedingung 
24)  co82b=^ ^ 

und  mithin  zu  folgender  Constniction  des  Vierecks  AB^tK  (Fig.  7).  In  dem 
beliebig  gewählten  gleichschenkligen  Dreieck  ^AB  verlängem  wir  den 
Schenkel  ^A  um  sich  selbst  bis  Ä^  errichten  in  Ä  zu  Ä^  ein  Loth, 
welches  ^B  in  C  schneidet,  und  machen  CB  =  $J.  =  r.  Ziehen  wir  noch 
$Cr  senkrecht  zm  ^B  und  BU  senkrecht  zu  AB^  so  trifft  die  Gerade 
TTB  das  von  $  auf  AB  gefällte  Loth  in  W,  Da  die  Bahncurve  des 
Punktes  W  in  Bezug  auf  die  Gerade  ^W  symmetrisch  ist,  so  hat  sie  mit 
ihrer  Tangente  in  W  nicht  fünf,  sondern  sechs  unendlich  benachbarte 
Punkte  gemein;  das  gleichschenklige  Trapez  ABBP^  bewirkt 
also  eine  sechspunktige  Geradführung  des  Wendepols  W, 

In  Figur  7  ist  der  zweite  Burmester'sche  Punkt  identisch  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Strecke  AB.  Die  Punkte  W  und  M  fallen  zusammen 
für  $Tr=rco5£;  dann  ist  aber  nach  23): 

cos*  f  = 


folglich  nach  24):  ^  =  -3r,    2a  =  60«'. 

Verhält  sich  also  in  dem  gleichschenkligen  Gelenkviereck 

^^^1^  ^i?:AB:^A=l:3:4, 

so  beschreibt  der  Mittelpunkt  des  Gliedes  ^^  eine  Bahncurve 
mit  sechspunktig  berührender  Tangente  (Fig.  8). 

8.  Fall  IIa.  Liegt  in  Figur  9  der  Punkt  B  auf  dem  festen  Gliede 
AB,  so  föllt  iß  mit  A,  ^  mit  £,  die  Polbahntangente  t  mit  Ail  zusammen. 
Die  Kreispunktcurve  m  hat  also  mit  der  Geraden  t  ausser  $  noch  den 
Punkt  A  gemein  und  degenerirt  deshalb  in  t  und  einen  Kreis  d^  der  durch 
B  geht  und  die  Polbahnnormale  n  in  $  berührt.  Ziehen  wir  JBS)  senk- 
recht zu  AB  bis  A^,  so  ist  AS)  der  auf  t  liegende  Durchmesser  von  d. 
Der  Durchmesser  $(S  des  zweiten  Krümmungskreises  der  Curve  m  wird 
unendlich  gross,  folglich  ergiebt  sich  aus  13): 

Es  ist  ferner  nach  14): 

ä^&  ^*^      eosp 

oder 
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^^        Sdudi>cosß 


und  nach  15),  wenn  K  den  Bttckkehrpol  bezeichnet, 

die    Corre  fi   bleibt   daher   eine    eigentliche    Carre    dritter   Ordnnng    mit 
Erümmongskreisen  über  den  Durchmessern  ^ÜD  und  $K. 

Da  die  Winkel  a  und  if;  verschwinden,  so  dient  Gleichung  2)  nicht 
mehr  zur  Bestimmung  der  Punkte  If/,  Mji.  Wir  benutzen  vielmehr 
Gleichung  18;  dieselbe  verwandelt  sich  gegenwärtig  in 

d«d*ten»<p  -  dacP^{d&  +  2dr)tan^q)  +  (3d^(P^  -  4(P^)  tong) 

+  3(f  «►(d^(Pr  -  dxO'd)  =»  0 
mit  den  Wurzeln  tan<pj,  tantpin   tanß.     Es  ist  also: 

tampi  +  tan(pn+tanß  = j^ 

"^^  .         .  .     ^     3dHdTd^9^d^d^x) 

tan  (px  tan  q>ii  tanp  = ^^ -z^ • 

Die  hier  noch  vorkommende  unbekannte  Grösse  d^t  ermitteln  wir  am 
einfachsten  aus   Gleichung   17);   setzen  wir  in   derselben  x  =  ^Ä,  ^  =  0, 

80  folgt:  5dud&       ^^^ 

^-  =  ~^I 3eP0. 

Durch  Einsetzung  der  gefundenen  Werthe  von  di,  (P^,  ""  tx»  ^** 
gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

Die  Punkte  If/,  üf//  liegen  nun  auf  dem  Kreise  d;  bezeichnen  wir 
bez.  mit  N  und  T  die  Punkte,  in  denen  die  Verbindungslinie]  MiMij  die 
Geraden  n  und  t  schneidet,  so  ist,  wie  in  der  vorhergehenden  Mittheilung 
gezeigt  wurde,  mgs 


25) 


tamp  i+tan(pn 
und  das  Theilungsverhältniss 

—  ^tantpitantpii, 

also  im  vorliegenden  Falle 

1     _  _1 sinß 
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Verlängern  wir  die  Gerade  JBS)  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  B'  mit  n 
und  ziehen  5)5)'  parallel  zu  -4jB  bis  A^,  3)'. 2)"  senkrecht  zu  AJ?  und  DJ)' 
parallel  zu  n,  so  wird: 

*  sinß 

sinß  "^Äsinß 

1  1  1 


und  wir  erhalten: 


'^J^N       gJK      S^B' 
g)y_  DSD" 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Construction.  Wir  errichten  in  iß 
zu  $J?  ein  Loth  und  ermitteln  den  Schnittpunkt  V  desselben  mit  einer 
Parallelen  durch  ^B  zu  n;  dann  bestimmt  die  Gerade  BV  auf  n  den  Rück- 
kehrpol K  und  die  Gerade  K®"  auf  $35  den  Punkt  T,  Ziehen  wir  ferner 
$F'  parallel  zu  B'V  bis  KV  und  durch  7'  zu  V^  eine  Parallele,  so 
trifft  dieselbe  n  in  JV^.    Die  Gerade  NT  schneidet  den  Kreis  d  in  Mj  und  Mn, 

Der  BalTsche  Punkt  ist  gegenwärtig  der  Schnittpunkt  des  Wende- 
kreises mit  dem  Kreise  d^  das  heisst,  der  Fusspunkt  des  Lothes  aus  $  auf 
die  Gerade,  die  3)  mit  dem  Wendepole  W  verbindet.  Der  Punkt  Jf/ föllt 
demnach  mit  dem  BalTschen  Punkte  zusammen,  sobald 

?JS)  $3)     ' 

wird.     Setzen  wir  diesen  Werth  für  tang>i  in  die  Gleichungen  25)  ein,  so 
folgt  durch  Elimination  von  tan<piT 

^  i^A-'^Bcosß 

Sei  nun  in  Figur  10  ^ÄB  ein  beliebiges  Dreieck ,  R  der  Schnittpunkt 
von  AB  mit  einer  Senkrechten  in  $  zu  ^Äy  dann  ist,  wenn  wir  den 
Winkel  BSßA  mit  ß  bezeichnen, 

SQA.^Bsinß 


SpR  = 


"i^A-i^^Bcosß 


Wir  machen  auf  der  Verlängerung  von  $i?  die  Strecke  $  TT  =2.22$, 
errichten  in  $  zu  $JB  ein  Loth,  welches  die  Gerade  WB  in  U  schneidet, 
und  ziehen  ÜB  parallel  zu  Ä TT  bis  $5,  J? 3)  senkrecht  zu  $5  bis  $^, 
$Jlf/  senkrecht  zu  3)W,  Ertheilen  wir  dem  Punkte  $  noch  die  Bezeich- 
flun^A,  so  bewirkt  das  Gelenkviereck  -4.BBA  eine  fünfpunktige  Gerad- 
fabruDg  des  Punktes  Mj  auf  der  Geraden  3^W. 


Von  Prof.  Dr.  R.  Müller.  143 


Durch  ümkebruDg  der  Bewegung  erhalten  wir  aus  Figur  9  den 
Fall  III a;  die  Koppelgerade  befindet  sich  dann  in  der  Todtlage  AB.  um 
also  für  diesen  Fall  die  Bnrm  est  er 'sehen  Punkte  M/,  M//zu  construiren, 
bestimmen  wir  zunächst  in  der  eben  angegebenen  Weise  die  entsprechenden 
KrümmuDgsmittelpunkte  JEf/,  Mn  und  finden  hierauf  M/,  M//  durch  die 
bekannte  Bobil Herrsche  Construction.  —  Da  der  Rückkehrkreis  die 
Kreispunktcnrve  yi  im,  Punkte  $  osculirt,  so  fällt  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  der  BalTsche  Punkt  mit  $,  das  heisst  mit  A  zusammen;  von 
einer  Geradftthrung  kann  dann  also  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

9.  Fall  IIb.  In  Figur  11  haben  wir  das  Viereck  ^^BA  so  gewählt, 
dass  Z.ilft^=r;t  =  90®  ist.  Beschreiben  wir  durch  die  Punkte  ^^  A^  B 
einen  Kreis  d  und  ziehen  in  demselben  den  Durchmesser  $!^,  so  ist 

also    $!3)    die    Polbahntangente  t.     Die  Curve   m    hat    mit  dem   Kreise  d 
sieben  Punkte  gemein,  sie  zerföllt  demnach  in  d  und  die  Gerade  t. 
Aus  Gleichung  2)  ergiebt  sich: 

26)  tanq^i  =  tan atanß cottif  —  tana  --tanß 

^^  tan  q>  11  =  0. 

Construction  von  Mj,  Wir  legen  durch  ^  zn  AB  eine  Parallele, 
welche  AB  in  JEJ,  das  in  B  zu  AB  errichtete  Loth  in  0  schneidet,  und 
ziehen  yon  C  nach  dem  Schnittpunkte  von  S^S  und  ii^  die  Gerade  CG 
bis  AB,  Machen  wir  dann  auf  il^  die  Strecke  BH=^GA  und  bestimmen 
die  Schnittpunkte  R\  H'  des  Kreises  d  mit  den  Geraden  ißj?,  ^JT,  so 
erhalten  wir  den  Punkt  üf/,  indem  wir  den  Bogen  ^'H'  von  ^  aus  in 
demselben  Sinne  auf  d  abtragen.     Es  ist  nämlich: 

^^'^CSASB.RA 

^  ^E     ""      S\^E 

und 

=  tana  +  tanß  —  tanatanß  cot'ilf, 
u.  s.  w. 

Ans  Gleichung  4)  ergiebt  sich  für  die  fünfpunktige  Geradführung 
des  Punktes  Mj  die  Bedingung: 

2cotrif  =  cotci'{-cotß. 
Construction   von  Mn.     Setzen   wir  in  17)  a:  =  ^JIf//,  y  =  0,  so 
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Nun  ist  wieder^  (S  =  00,  also  (2ts=  — 2dO;  die  Gleichung  18)  Yer- 
wandelt  sich  demnach  in  die  Gleichung  dritten  Grades: 

Die  Wurzeln  derselben  sind  tana^  tanß^  tang>x]   mithin  ist  das  letzte 

®^^®^  Sd&^cPv  +  2cP&)  =  -  cPd^ianatanßtantpi 

und  daher 

Wir  erhalten  femer  aus  14): 

cP^  1         coscccosß 


und  aus  16): 


also 


d^      f  1  1    \   . 

{cosß        $in(ß  +  ip)  \   . sinasinß 


3el^*  tanatanß 


Setzen  wir  noch  für  ton  9)/  den  Werth  aus  26),  so  geht  Gleichung  27) 

über  in 

Qox  1       _  C08{a  —  /?)  ^    sin  (et +  /^)  ton  ^ 

Der  Punkt  Mu  ergiebt  sich  demnach  in  folgender  Weise.  Wir  f&llen 
von  $  auf  AB  ein  Loth,  welches  AB  in  T  schneidet,  machen  auf  dem 
Kreise  d  den  Bogen  BS' ^=  ^B^  bestimmen  den  Schnittpunkt  8  der 
Geraden  ^S'  mit  AB  und  tragen  die  Strecke  ^8  von  $  aus  aufißt  ab. 
Den  so  erhaltenen  Punkt  8"  verbinden  wir  mit  T  und  ziehen  durch  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  TS"  und  $ft  eine  Parallele  zu  ^T;  dieselbe 
trifft  g}S)  in  Mn. 

m 

In  der  That,  es  verhftlt  sich 

5p  Jf// :  5p5f"=  Tß :  Tft  +  gJS"5tn(«  +  |S). 
Nun  ist 


^5  itt//  = 


C08{ci—ß) 


ff  T-  g5S'  5tn(a  +  ß)       C08(a  -ß)-  svn{a  +  ß\tan^ 

Der   dem  Punkte   JKf//   entsprechende  Erümmungsmittelpunkt  M//  ist 
identisch  mit  $. 

JEFiermit  ist  zugleich  der  Fall  III b  erledigt,   der  durch  ümkehrung 
dßr  Bewegung  aas  dem  eben  behandelten  ¥8A\^  \i«r^OT^äi\>, 
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10.  Fall  IV.  Sind  in  Fignr  12  die  Glieder  ^Ä  und  BB  parallel, 
so  liegt  der  Pol  iß  unendlich  fern  und  die  Polbahntangente  t  wird  parallel 
XQ  ^A.  Fällen  wir  von  dem  Schnittpunkte  ft  der  Geraden  AB  und  AB 
ein  Loth  auf  Aii,  welches  die  Geraden  A^,  BB^  t  bez.  in  91,  93,  O  schneidet, 
80  ist  bekanntlich  $^  =  930.  Die  Kreispunktcurven  m  und  ft  zerfallen, 
wie  Herr  Rodenberg  gezeigt  hat*,  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
je  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  Ä  und  Bj  bez.  A  und  B,  mit  den 
Asymptoten  t  und  ftO. 

um  auch  in  diesem  Falle  die  6urmester*6chen  Punkte  ilf/,  Mn  zu 
bestimmen,  gehen  wir  ans  von  Figur  13,  in  welcher  sich  A^  und  BJ?  in 
einem  endlichen  Punkte  $  treffen.  Sei  wieder  t  die  Polbahntangente, 
$9R  ein  beliebiger  Strahl,  der  mit  t  den  Winkel  (p  bildet;  ein  Loth  von 
St  auf  t  schneide  ^Ä,  ^B,  $iIR,  t  bez.  in  91,  S3,  Sit,  D.  Dann  ist, 
wenn  die  Bezeichnungen  a,  ß^  'tffy  %  in  demselben  Sinne  gebraucht  werden, 
wie  bisher,  091       ,     ^      OS  *  DSR 

tana:^—.    tanß=^^.    ^^^^^^fö' 

Liegt  nun  auf  $30t  einer  der  Burm es ter 'sehen  Punkte,  so  genügt 
tantp  der  Gleichung  2),  und  diese  geht  über  in 

09Jl»-0ÜK 

Lassen  wir  jetzt  $[£)  unendlich  gross  werden,  so  verwandelt  sich 
Figur  13  in  Figur  12  und  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  Jbf/,  Mrr  die 

^^®^®^"°^- OaR*  + )DaK(02l  +  0S)  +  D«  .  OS3co^t/;co«X  =  0, 
oder 

29)  OaK*  +  Dft.Oatt  +  A9l.5©  =  0. 

In  Figur  12  sind  die  Punkte  äR/,  3Jl//,  deren  Entfernungen  von  O 
der  letzten  Gleichung  genügen,  unter  bioser  Anwendung  des  Zirkels  con- 
struirt  worden.  Um  auf  der  durch  SR/  gezogenen  Parallele  zu  t  die 
Punkte  If/,  Mj  zu  ermitteln,  bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  D,  A 
dieser  Geraden  mit  zwei  Parallelen  zu  SO  durch  B  und  B.  Trifft  BB 
die  Geraden  OD,  OA  bez.  in  D\  A\  so  sind  D'Mj  und  A'M/ parallel 
zu  ftO. 

Der  Wendekreis  zerföllt  gegenwärtig  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
der  Ebene  und  die  Polbahntangente  t;  der  BalTsche  Punkt  ist  folglich 
der  Schnittpunkt  der  durch  Ä  und  B  gehenden  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  ihrer  Asymptote  t,  das  heisst,  der  unendlich  ferne  Pol  $.  Im  vor- 
liegenden Falle  beschreibt  also  im  Allgemeinen  kein  endlicher  Systempunkt 
eine  Bahncurve,  die  mit  ihrer  Tangente  mehr  als  drei  unendlich  benach- 
barte Punkte  gemein  hat.  •  Eine  Ausnahme   hieiTon  bildet  aber  der  Fall, 

•  A  Ä,  a   Ä  273, 
U/tsekrin  f.  Mmthematik  u.  Physik.  38.  Jahrg.  1893.  3.  Heft.  "V^ 
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'^'  <-''_^  ^  /--■*»  ^.>**^^  ..-v.'^-'*-- 


dass  die  Seite  AB  anf  fiiÄ  und  B^  senkrecht  steht.  Dann  degenerirt 
nämlich  die  Hyperbel,  die  den  endlichen  Bestandtheil  der  Kreisponki- 
curve  m  darstellt,  in  die  Geraden  t  und  ftO,  folglich  befindet  sich  jeder 
Punkt  von  t  —  wie  bereits  Herr  Rodenberg  bemerkt  hat  —  in  vier 
unendlich  benachbarten  Lagen  auf  einer  Geraden.  Wir  wollen  diesen 
interessanten  Sonderfall  noch  etwas  eingehender  untersuchen. 
Gegenwärtig  ist  ^93  =  0,  aus  Gleichung  29)  folgt  also 

Der  Punkt  Mj  liegt  demnach  auf  OS  symmetrisch  zu  St. 

Um  den  auf  t  liegenden  Punkt  Mir  zu  ermitteln,  gehen  wir  aus  yon 
Figur  11  —  Fall  IIb.  In  derselben  ist  bereits  Z.^S$  =  9ü»,  und  wir 
erhalten  aus  ihr  den  jetzt  betrachteten  Sonderfall,  wenn  wir  den  Punkt  $ 
in  unendliche  Entfeinung  verlegen.     Nach  Gleichung  28)  ist  in  Figur  11: 

'^    ^^     cosia-— ß)  — sin{a  +  ß)tan'Hf 

Fällen  wir,  wie  in  Figur  13,  auf  t  das  Loth  ftO«  welches  ^Ä  und 
^B  bez.  in  91  und  S  schneidet,  so  wird 

cos  {et -{-p) 

folglich : 


=  $0 


cos{a  +  ß)  \cos{a—ß)  —  «*«(«  + j3)f an ^} 
{l+tan^a)(1  +  tan^ß)-(l-tanatanß)\l+tanatanß-'{tana'\'tanß)tany 


=$o. 


{l^tanatanß)\\  +tanatanß  —  {tana  +  tanß)tantif\ 

($0'+Da^)($0*+D8«)-($0*-09I.O©)t?JD2-$0(0?l+OSB)tent(;4-0« 


Für  ^0  =  Q0  ergiebt  sich  demnach: 
30)  lim  C  Mit  =  (O  31  +  O  a5)fani/;  =  D  Sianti;. 

In  Figur'14  wird  durch  ^^BA  ein  Gelenkviereck  dargestellt,  dessen 
Koppel  AB  auf  den  Seiten  ^A,  ^B  senkrecht  steht.  Dann  ist  Z.BAil=  ^; 
errichten  wir  also  in  ^  zu  AB  ein  Loth,  so  schneidet  dasselbe  die  Pol- 
bahntangente t  in  dem  B ur m es ter 'sehen  Punkte  Mn,  Demselben  ent- 
spricht, wie  allen  Punkten  von  t,  ein  unendlich  ferner  Krtlmmungsmittel- 
punkt;  die  Bahncurve  von  M/r  bat  also  an  dieser  Stelle  mit  ihrer  Tangente 
fünf  unendlich  benachbarte  Punkte  gemein. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  A^A  und  SOM/i  folgt 

Aft:ilft  =  ftJf//:Ditf//; 
es  verhält  sich  also  aaoh 
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Demnach  ist 
folglich 


LitMnf<=LBMrfO. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  dass 

LBMnR  =  LOMjrA, 

mithin  ist  /  « ,^    .       #  « ,^     ^ 

LBMjiA  =  LBMitA, 

dass  heisst,  der  Punkt  3///  befindet  sich  angenblicklich  in  einem  Doppel- 
punkte seiner  Bahncurve*.     Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Steht  in  dem  Gelenkviereck  die  Koppelgerade  AB  senk- 
recht auf  den  beiden  anstossenden  Seiten,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  derPolbahntangentet  augenblicklich  einen  und  ulations- 
punkt.  Ausgenommen  ist  hiervon  nur  derjenige  Punkt  itf//, 
in  welchem  das  in  S  zn  AB  errichtete  Loth  die  Gerade  t 
schneidet.  Derselbe  bleibt  nicht  nur  in  vier,  sondern  in  fünf 
onendlich  benachbarten  Lagen  auf  einer  zu  t  senkrechten 
Geraden  und  geht  Überdies  im  Verlaufe  der  Bewegung  noch 
einmal  durch  die  mit  Mn  bezeichnete  Stelle  hindurch. 


*  Vergl.  Burmester,  Kinematik  I,  S.  296. 
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IX. 

Ueber  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit,  Invalidität  n.s.w. 
bei  Gesammtheiten  mit  ein-  und  austretenden  Personen. 

Von 

W.    KÜTTNER 

in  13urgk  b.  Dresden. 


Die  Beobachtungen,  die  sich  auf  die  Feststellung  der  Sterblichkeit, 
Invalidität  u.  s.  w.  beziehen ,  haben  sich  nicht  allein  auf  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  von  Personen  zu  erstrecken,  sondern  müssen  auch  von 
bestimmter  endlicher  Dauer  sein. 

Im  Allgemeinen  legt  man  den  einzelnen  Beobachtungen  der  hier  in 
Frage  kommenden  Ereignisse  die  Dauer  eines  Jahres  zu  Grunde.  Haben 
die  Beobachtungen  länger  gewährt ,  so  lassen  sich  solche  meist  in  Beobach- 
tungen von  einjähriger  Dauer  zerlegen.  Schwierigkeiten  bieten  nur  die 
Fälle,  wo  die  Beobachtungen  kürzer  als  ein  Jahr  sind,  und  die  haupt- 
sächlich dort  angetroffen  werden,  wo  Gesellschaften  mit  ein-  und  aus- 
tretenden Mitgliedern  der  Beobachtung  unterliegen.  Die  innerhalb  eines 
Jahres  bei  einer  Gesammtheit  neu  unter  Beobachtung  kommenden  oder 
der  Beobachtung  sich  entziehenden  Personen  stellen  Beobachtungsfälle 
von  abgekürzter  Dauer  dar,  die  weder  aus  den  Gesammtbeobachtungen 
weggelassen ,  noch  als  gleichwerthig  mit  den  übrigen  in  die  Rechnung  ein- 
geführt werden  können.  Durch  Weglassung  der  Eingetretenen  oder  der 
neu  unter  Beobachtung  gekommenen  Personen  würde  der  Wahrscheinlich- 
keitswerth  in  allen  den  Fällen  vergrössert  werden,  wo  es  nicht  mög- 
lich ist,  die  Personen  einzeln  zu  verfolgen,  während  man  bei  Nicht- 
berücksichtigung der  Ausgetretenen  den  Wahrscheinlichkeitswerth  ausnahmslos 
zu  klein  finden  würde. 

Theoretische   Erörterungen    über    diesen    Gegenstand    haben    Hejm, 

Wittstein,   Behm  u.  A.  gegeben.     Namentlich  ist  es  aber  Zeuner,   der 

sich  mit  der  Ermiitelung  der  Sterblichkeit  in  Gesellschaften  mit  ein-  und 

austretenden   Mitgliedern   beschäftigt  und  zuerst  eine  lichtvolle  Darstellung 

'  diesen  Oegenstanä  gegeben  hat.    So  hochverdienstlich  alle  diese  Arbeiten 

and  ßo  sehr  namentlich  die  Zeuner'sciVifew  kxx^^^iVwwi^^XL  ^^.Oo.  d^a^tck 
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derselben  Zeit  neu  unter  Beobachtung  gekommenen  Personen,  also  die  Ein- 
getretenen, mit  b  zu  bezeichnen,  so  würden,  wenn  die  mittlere  Beobachtongs- 
dauer  für  die  letzteren  mit  fi  und  für  die  Ausgeschiedenen  mit  fi'  bezeich- 
net wird,  als  Gesammtbeobachtungsfälle  in  Frage  kommen: 

1)  a  +  ,i6-(l-/)c. 

Ist  nun  amal  das  der  Beobachtung  unterlegene  Ereigniss  eingetreten, 
so  ist  nach  dem  Satze  von  Bayes  die  Wahrscheinlichkeit  h  der  Hypothese, 
dass  8  der  gesuchte  Wahrscheinlichkeitswerth  ist,  gleich 

2)  '*=-V -— • 

Nun  wird  aber  h  am  grössten,  oder  8  ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese,   wenn 

3)  s«(l  -  5)°+''*~(*-^')*'-«d5  =  Maximum, 
oder 

ist. 

Diese  Formel,  die  in  aller  Strenge  unter  den  von  uns  gemachten  An- 
nahmen gilt,  ist  unabhängig  von  jedweder  Hypothese  über  die 
Ein-  und  Austrittsbewegung  und  somit  auf  alle  Verhältnisse  gleich 
anwendbar,  worin  ihre  üeberlegenheit  gegenüber  allen  anderen  bis  jetzt 
zur  Ableitung  gekommenen  Formeln  beruht.  Beziehen  wir  dieselbe  auf 
die  Sterblichkeit,  wie  es  in  den  nachfolgenden  Erörterungen  der  Einfach- 
heit halber  immer  geschehen  soll,  so  lassen  sich  Einwendungen  nur  gegen 
die  zu  Grunde  liegende  Annahme  über  den  Verlauf  der  Sterblichkeit 
machen,  und  wir  haben  zu  untersuchen,  inwieweit  diese  Einwendungen 
beachtlich  sind. 

Man  wird  ohne  Weiteres  zugeben  müssen,  dass  kein  Grund  für  eine 
sprungweise  Aenderung  der  Sterblichkeit  vorhanden  ist,  wie  sie  bestehen 
müsste,  wenn  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  innerhalb  eines  Jahres  unver- 
änderlich wäre.  Die  Sterblichkeit  wird  also  mit  dem  Alter  stetig  wachsen 
und  mithin  die  Annahme,  die  unserer  Formel  zu  Grunde  liegt,  nicht  ganz 
zutreffend  sein.  Fasst  man  aber  den  Verlauf  der  Sterblichkeit  näher 
in^s  Auge,  so  erkennt  man  leicht,  dass  sie  nur  in  den  höheren  Alters- 
jahren, wo  die  Aus-  und  Eintrittsbewegungen  in  den  Gesellschaften  ge- 
wöhnlich nur  noch  minimale  sind,  beträchtlich  wächst.  In  den  jüngeren 
Jahren,  wo  sich  hauptsächlich  die  Zu-  und  Abgänge  vollziehen,  ist  die 
Veränderung  der  Sterblichkeit  innerhalb  eines  Jahres  so  gering,  dass  sie 
bei  den  Schwankungen,  die  sich  im  gesetzmässigen  Eintritte 
der  Ereignisse  zeigen,  für  uns  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Daher 
erscheint  auch  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  unserer  Formel  zu 
Grande  liegende  Aünoihine  zulässig. 
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Finden  dagegen  in  den  höheren  Altern,  wo  die  Mortalität  sehr  be- 
trSchÜich  wächst,  noch  grössere  Ein-  und  Austrittsbewegungen  statt,  so 
erscheint  unsere  Formel  I)  nicht  mehr  genau  genug,  sie  bei  genügend 
umfänglichen  Beobachtungen  auf  erwähnte  Lebensalter  anwenden 
xa  können  9  vielmehr  ist  es  in  diesem  Falle  nöthig,  die  Sterblichkeit  auch 
innerhalb  des  Beobachtungsjahres  als  veränderlich  aufzufassen. 

Nun  ist  aber  klar,  dass,  wenn  die  Sterblichkeit  wächst,  aus  gleich 
langen  Beobachtungsstrecken  innerhalb  eines  Jahres  keine  übereinstimmende 
Anzahl  von  Todesfällen  bei  einer  Oesammtheit  erwartet  werden  darf, 
sondern,  dass  wahrscheinlich  aus  einer  Strecke  höheren  Alters  mehr  Tode 
hervorgehen  werden,  als  aus  einer  gleich  langen  Strecke  niederen  Alters. 
Daher  ist,  streng  genommen^  der  Werth  einer  Beobachtung 
nicht  proportional  ihrer  Beobachtungsdauer,  sondern  pro- 
portional der  Wahrscheinlichkeit,  während  der  Beobachtung 
tu  sterben. 

Innerhalb  eines  Altersjahres  sind  drei  verschiedene  Beobachtungsfälle 
zu  unterscheiden: 

1.  Die  Beobachtung  findet  statt  im  Alter  von  m  +  x  bis  m-fl, 

2.  »  »  n  I»»»         nW  „    m  +  t     und 

Die  Fälle  unter  1.  umfassen  die  Eingetretenen ,  die  bis  zum  Ende  der 
Beobachtung  in  der  Gesellschaft  verbleiben.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ein  solcher  Eingetretener  während  der  Beobachtung  stirbt,  ist  gleich  der 
Wahrscheinlichkeit  5«!  dass  ein  (m -f  o;)  jähriger  vor  Erreichung  des  Alters 
m-fl  mit  Tode  abgeht.  Ist  nun  weiter  die  Wahrscheinlichkeit,  innerhalb 
des  Alters  von  m  bis  m+X  zu  sterben  =5,  der  Werth  einer  vollen 
Beobachtung  =  1  und  der  Werth  der  abgekürzten  Beobachtung  des  Ein- 
getretenen =  tc^i  9  so  hat  man  nach  dem  obigen  Satze : 

u?j:  1  =5,  :5, 
woraus 

4)  «''  =  7 

folgt.     Der  Werth   der  Beobachtungen   aller   Eingetretenen,   der  an  Stelle 

von  tt&  tritt,  ist  somit: 

1 
5)  -LS:,. 

8 

Die  BeobachtungsiUUe  unter  2.  beziehen  sich  auf  diejenigen  Personen, 
die  bis  zum  Alter  m-\'t  nicht  verstorben  sind,  aber  zu  dem  angegebenen 
Alter  ausser  Beobachtung  kommen,  das  heisst,  aus  der  Gesellschaft  aus- 
treten. Der  Werth  w^  einer  solchen  Beobachtung  und  der  Werth  der 
Beobachtung  eines  Eintretenden  vom  Alter  m  +  t  bis  zum  Alter  m  -f-  I  ist 
aber  offenbar  gleich  einer  vollen  Jahresbeobachtung,  womit  sofort 
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^  *'.  -      w 


W,  +  j  =  l 

und 

6)  w,  =  l^'-^ 

8 

folgt.     Für  den  Werth  f/c  in  unserer  Formel  I)  tritt  daher 

oder  (1  —  fi)c  ist  zu  ersetzen  durch 

7)  -zs,. 

8 

Die  Beobacbtnngsfälle  der  dritten  Art  umfassen  alle  diejenigen,  die 
innerhalb  des  Beobachtungsjahres  im  Alter  m  +  x  eingetreten ,  aber  nicht 
bis  zur  Erfüllung  des  Alters  m+l  in  der  Gesellschaft  verblieben,  son- 
dern im  Alter  m  +  t  wieder  ausgeschieden  sind.  Bezeichnen  wir  den 
Werth  einer  solchen  Beobachtung  mit  w^^  so  ist 

und  ^  * 

qn  Sx        8t 

o)  «;,  = j 

^88 

weil  nach  6)  der  Werth  einer  Beobachtung  von  m  bis  m  +  x 

8 

und  der  Werth  einer  Beobachtung  von  m  +  t  bis  m+l  nach  4) 

ist. 

Der  Gesammtwerth  aller  Beobachtungen  der  dritten  Art  wird  daher  durch 

9)  -Z8x 2:8t 

8  8 

dargestellt,    woraus   folgt,    dass    diese   Beobachtungsfälle    alle   doppelt   zu 

rechnen   sind,   und  zwar  sind  sie  einmal  unter  den  Eingetretenen  und  das 

andere  Mal  unter  den  Ausgetretenen  aufzuzählen,    wie  dies   in  der  Regel 

geschieht.      Einer    besonderen    Berücksichtigung   der   unter   3)   genannten 

BeobachtungsfUlle  in  unseren  Formeln  bedarf  es  daher  nicht. 

Führen  wir    die  Ausdrücke  unter  5)   und   7)   in  I)   ein,    so  erhalten 

wir  endlich 

a 

5  = 


^^)     *  a  +  -ESx Est 

8  8 


wo  8x  für  jeden  Eingetretenen  und  8t  für  jeden  Ausgetretenen  besonders 
festzustellen  ist  und  daraus  sodann  die  Summen  £Sx  und  Est  zu  bilden  sind. 
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Der  soeben  abgeleiteten  Formel  liegt  weder  über  die  Vertheilung  der 
Ein-  und  Ausgetretenen,  noch  über  den  Verlauf  der  Sterblichkeit  irgend 
welche  willkürliche  Annahme  zu  Grunde;  sie  besteht  in  aller  Strenge  und 
bat  ganz  allgemeine  Oiltigkeit.  Freilich  setzt  sie  voraus,  dass  das,  was 
man  sucht  —  die  Function  der  Sterbenswahrscheinlichkeiten  —  schon  be- 
kannt ist,  was  aber  bei  allen  strengeren  Formeln,  die  bis  jetzt  abgeleitet 
worden  sind,  auch  der  Fall  ist  unsere  Formel  hat  jedoch  vor  den  letz- 
teren den  sehr  beachtlichen  Vorzug,  dass  sie  unabhängig  von  dem  Ver- 
laufe der  Ein-  und  Austrittsbewegung  ist. 

Die  Anwendung  der  Foihnel  II)  wird  nur  dergestalt  erfolgen  können, 
dass  aus  Formel  I)  zunächst  ein  erster  Näherungswerth  für  s  er- 
mittelt wird,  woraus  sodann  unter  Zugrundelegung  irgend  welcher  Hypo- 
these über  den  Verlauf  der  Mortalitätscurve  sich  Sx  und  St  bestimmen  lassen, 
mit  deren  Hilfe  weiter  nach  Formel  II)  eine  zweite  Näherung  erzielt  wird. 

Bezeichnet«  man  allgemein  mit  yu  die  Anzahl  der  Lebenden  vom 
Alter  u,  80  ist  die  Wahrscheinlichkeit  5^,  im  Alter  von  m  +  x  hism+l 
zn  sterben,  für  den  (m  +  ^) jährigen 

^  _  ym-fg— ym-n  _t     ym+i 

Sx —  l  —  • 

ym+«  Vm-^-x 

Verläuft  die  Mortalitätscurve  innerhalb  der  einzelnen  Jahre  geradlinig, 
so  ist 

10)  ym-l-x  =  ym  —  iVm  — ym+l)«?, 

and,  wenn  mit  l  die  Lebens  Wahrscheinlichkeit  eines   m  jährigen   bezeichnet 
wird, 

,.= 1  -       y"'+^ 


H) 


=1- 


l 
1  — S  .  iC 


Führt  man  diesen  Ausdruck  in  II)  ein,    so  folgt,    wenn   in  dem  un- 
endlich kleinen  Altersintervall  von  m  +  x  bis  m  +  x  +  dx 

q>(x)dx  Personen 

eintreten  und  ,  ^  .     _ 

'^[x)dx  Personen 

aastreten , 
12)     »  = 


0  0  « 

Vertheilt  sich  der  Zuwachs  und  Abgang  gleichmässig  über  das 
Beobaehtungsgebiet,  so  dass  also  in  dem  unendlich  kleinen  Altersintervall 
von  m  +  x  bis  m  +  x  +  dx 


154        Ueber  die  Ermittelang  der  Sterblichkeit,  Invaliditftt  u. s.  w. 


bdx  Personen 
eintreten  und 

.    ,  .  ^  cdx  Personen 

austreten,  so  ist 

0  0 

7/<«['-i^]^'=f/['-T^]- 


und 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  12)   folgt  sodann  die.  Witt- 

stein'sche  Formel 

a 


13)  s  = 


+  '[l+-,'o,n.l]-'-[l  +  Uo,n.l] 


Vertheilt  sich  hingegen  der  Zu-  und  Abgang  mit  Bflcksicht  auf  die 
Ein-  und  Austrittsalter  proportional  der  Mortalitätscurve ,  so  wird  derselbe 
innerhalb   der   unendlich   kleinen  Altersstrecke  von  m  +  x  bis  fH  +  x  +  dx 

14)  ßtfm-^xdx 

und  beziehentlich  von  m  +  t  bis  m  -j-  t  +  ift 

sein,  wo  ß  und  v  sich  aus  den  Gleichungen 
und 


berechnen.     Da  aber  .<^  =  1  —  *""*'*  %  so  geht  mit  den  Ausdrücken  14)  und 


15:  -  ^s,  m 


^     /      *.♦'"■  I-J   ~, •''••• -^  y*^^ 


und      .^j^  in 
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^    liVm-k-t-ym-^Mt 


Ü 

über.    Wird  nun  hierin  für  ym+«  und  ^„4+/  der  Wertb  aus  10)  substituirt, 
so  folgt: 

1 

1    „  ?    Tt/  \        /  \    IJ  PPm^Vm  +  l 

jS8x  =  jl[(ym-ym+i)-{ym  —  ym-\-i)x]dx  =  -^ 2^' 

b 


1 


U 


Da  aber  nach  16)  und  17) 


ß= 

2b 

ifm 

i  +  ym  +  l 

y  = 

_ 

2c 

80  ist  auch 

18)  i^,,  =  ^i^J?^  =  -^ 

5  sym  +  y^+i       l  +  l 

19)  12:5,  =  -'^'""^'"  +  ^-      ' 


s  s  ym+ym+i       1  +^ 

and  mithin,  wenn  diese  Ausdrücke  in  II)  eingeführt  werden, 

20)  ^=  — 


a  + 


% 

Diese  Relation  hat  Zeuner  zuerst  angegeben,  und  sie  verdient,  wie 
sp&ter  noch  erörtert  werden  soll,  entschieden  den  Vorzug  vor  Witt- 
stein*s  Formel. 

Die  Hey  mische  Formel  darf,  abgesehen  von  dem  bei  ihrer  Ableitung 
untergelaufenen  Irrthum,  als  ein  specieller  Fall  der  Witt  st  ein 'sehen  Formel 
aufgefasst  werden,  wie  Zeuner  in  seinem  vorzüglichen  Werke  „Abhand- 
langen aus  der  mathematischen  Statistik^  ausführlich  dargelegt  hat. 
Hejm's  Formel  wird  auch  kaum  jemals  Anwendung  gefunden  hab^,  da 
sie  bei  ihrer  geringen  Zuverlässigkeit  auf  viel  zu  umständliche  Rechnungen 
führt.  Eine  nochmalige  Ableitung  dieser  Formel  erscheint  daher  hier 
überflOssig. 
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Die  Anwendbarkeit  der  älteren  Formeln  wird,  wie  im  Eingange 
bereits  erwähnt,  empfindlich  beeinträchtigt  dnrch  die  ihnen  zu  Grunde 
liegenden  Hypothesen  über  die  Ein-  und  Austrittsbewegung.  Im  strengen 
Sinne  wird  diese  Bewegung  nirgends  eine  stetige  sein,  wie  bei  der  Ab- 
leitung aller  dieser  Formeln  angenommen  worden  ist.  Ja»  man  darf  getrost 
annehmen ,  dass  bei  den  meisten  Gesammtheiten  die  Ein  -  und  Austritte  inner- 
halb des  Beobachtungsgebietes  sehr  unregelmässig  verlaufen  und  zwar  so, 
dass  sie  zu  bestimmten  Zeitabschnitten  sich  ganz  besonders  anhäufen,  zu 
anderen  wieder  Null  werden,  und  dass  diese  Maxima  und  Minima  fttr  den 
Eintritt  auf  andere  Zeitpunkte  fallen ^  als  für  den  Austritt.  Man  ver- 
gegenwärtige sich  nur,  dass  bei  vielen  Gesellschaften  die  Erneuerung  des 
Personals  nur  einmal  jährlich  geschieht,  und  zwar  zu  Anfang  des  Früh- 
jahres oder  mit  Eintritt  des  Winters,  je  nachdem  der  Geschäftsbetrieb  in 
der  einen  oder  der  anderen  Jahreszeit  ein  besonders  lebhafter  ist,  während 
wieder  bei  anderen  Gesellschaftet  die  Zugänge  von  den  wechselnden  Con- 
juncturen  abhängen  und  jeder  Stetigkeit  entbehren.  Eine  gleiche  Ver- 
schiedenheit lässt  sich  für  die  Abgänge  beobachten.  In  dem  einen  Falle 
finden  sie  vorzugsweise  im  Frühjahre,  in  dem  anderen  im  Herbste  statt, 
und  wieder  in  anderen  hängen  sie  mit  der  Ableistung  der  Militärpflicht 
oder  plötzlich  eingetretenen  Geschäftsstockungen  zusammen. 

Sehr  wichtig  bei  Anwendung  der  älteren  Formeln  sind  ferner  die  zusammen 
gefassten  Altersklassen ,  mit  denen  operirt  wird.  Geschieht  nämlich  die  Er- 
mittelung der  Sterblichkeit  streng  nach  den  Sätzen  der  mathematischen 
Statistik  für  genau  Gleichalterige ,  so  ist  die  Beobachtungsdauer  für  die  Ein- 
getretenen gleich  der  Altersstrecke,  die  vom  Eintritte  noch  bis  zur  Erfüllung  des 
angetretenen  Altersjahres  zu  verleben  ist,  also  von  m+xhism+l^  während  die 
Ausgetretenen  immer  einer  Beobachtung  unterliegen ,  die  vom  Austritte  zurück 
bis  zu  dem  Zeitpunkte  reicht,  wo  das  letzte  Altersjahr  erfüllt  worden  ist, 
nämlich  in  fortschreitender  Richtung  von  m  bis  m  + 1  Die  Beobachtungs- 
dauer  ist  also  hier  nicht  von  der  Ein-  und  Austritts  zeit,  sondern  von 
dem  Ein-  und  Austrittsalt  er  ^abhängig.  Nun  werden  aber  die  zur  Zeit 
T  ein-  und  ausgetretenen  Personen,  wenn  ihre  Anzahl  einigermassen 
beträchtlich  ist,  nicht  von  genau  gleichem  Alter  sein,  vielmehr  sich  auf 
der  Altersstrecke  nach  rechts  und  links  vertheilen  und  das  um  so  gesetz- 
massiger,  je  grösser  ihre  Anzahl  ist.  Findet  nun  im  nächsten  Jahre  -- 
also  zur  Zeit  t'-|-1  —  wie  dies  ja  häufig  der  Fall  ist,  eine  ähnliche 
Ans-  und  Eintrittsbewegung  statt,  so  führt  dies  auf  eine  Ver- 
theilung  der  Aus-  und  Eingetretenen  im  Beobachtungsgebiet, 
die  sehr  wahrscheinlich  proportional  der  Dichte  der  Be- 
völkerung sein  und  somit  sehr  nahe  der  Zeuner 'sehen  Annahme 
entsprechen  wird. 

Mit   Hilfe   des    Grundrisses    der    von    Zeuner  a.  a.  0.   angegebenen 
jDazvtellangsweise  der  Lebenden  und  Yerst^benen  lässt  sich  die  Bichtigkeit 
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■   ^»*-,'-\»    ^    «V  ««    > 


dieses  Satzes  leicht  naobweisen.  Ist  in  beistehender  Figur  l  AB  =  CD 
die  einjährige  Altersstrecke  und  ÄC=BD  die  einjährige  Oebnrtenstrecke, 
80  wird  die  Beobachtnngsdauer  der  zur  Zeit  r  Eingetretenen ,  die  für  diese 
Alters- und  Geburten- . 

strecke      in     Frage  ^*^'*' 

kommen,  durch  die 
schraffirte  Fläche 
JGFB  und  die  Be- 
obachtungsdauer der 
fOr  diese  Alters- 
and  Geburtenstrecke 
ebenfalls  in  Frage 
kommenden  und  zur 
Zeit  x'+l  Eintreten- 
den durch  FHD  dar- 
gestellt. Nun  ist 
aber,  da  nach  Vor- 
aussetzung 

EF==BD 

«•^oii»'>i1(*'+l)li»2» 

JFHD=  JEJB  und  mithin  auch  die  Flächen  JBFO  +  FHD  =  ^BOD. 
Die  zur  Zeit  x'  und  x  +\  Eingetretenen  stellen  sich  also  fflr  die  Beobachtung 
80  dar,  als  ob  sie  im  Laufe  des  Beobachtungsjahres  nach  und 
nach  im  Verhältniss  zur  Dichte  der  Bevölkerung  eingetreten 
wären. 

Für  die  Ausge-  ^*«•^• 

tretenen  gilt  dasselbe, 
nar  ist  das  für  solche 
entstehende  Bild  um- 
gekehrt. Die  Be- 
obachtungsdauer der 
zar  Zeit  x'  und  x'  +  l 
Ausgetretenen  wird 
durch  die  Flächen 
AJG  und  GFHC  der 
beistehenden  Figur  2 
ausgedrückt ,  die 
zusammen  einen 

Flächeninhalt-  gleich 
dem   JABC  haben. 

In    den   Fällen, 
wo   die  Ein*    und  Austrittszeiten   innerhalb  je  zwei  aufeinander  folgender 
Jabra  renchieden  sindy  oder  die  Ein  -  und  Ausgetreteneii  *m  di^Ti  ^\\ix^\v&\i 
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Jabren  der  Anzahl  nach  wesentlich  von  einander  abweichen,  kann  aach 
bei  Einführang  von  Oleichalterigen  nach  den  einschlagenden  S&tzen  der 
mathematischen  Statistik  die  Ermittelung  der  Beobachtungsdauer ,  bez.  die 
dieser  Beobachtungsdauer  entsprechende  Sterblichkeit  nicht  entbehrt  werden. 
Es  empfiehlt  sich,  in  diesen  Fällen  die  Zu-  und  Abgänge  nach  den  Ein- 
und    Austritts  altern   zu    ordnen  und   nach   Zehnteljahren   fortzuschreiten. 

Bezeichnen    wir    allgemein    die    im    Alter    von    ^+Tn^i8fn+T7x+T7T 

Eintretenden  mit  bx  und  die  in  diesem  Alter  Austretenden  mit  c»,  so  ist  mit 
hinreichender  Genauigkeit: 


21) 


M»  =  «in  Oo+ÖÄ«»,  +5^0,  +  .  .  .  +  07-68+7:7^0 


20 


20 


20 


20 


20 


9 


=  '-Fl  C^+  fc,  +  6,  +  .  .  .  +  &8+  &( 


20 


2(bo  +  W  +  b,  +  ...  +  bg) 
2(b^  +  h^+h,+  ...  +  b,) 


Hieraus  folgt  aber: 

9  8 


*^  *-     Ü  0  ü  U  (P       "' 


b^ 
20 


g  =  9 

Ferner  ist 

._1.3,5..  .17,  19 

und ,    wenn  Cq—  Cq^    ^i ""  ^i »    ^2  "  ^2 1  •  •  •  ^s  ""  ^s»   ^ji "~  ^  hinzugefügt  wird, 
auch  ^   ^        rl9      .    17      .   15      .  .3,11 

Damit  ist  aber  der  Klammerausdruck  auf  die  Form  unter  21)  zurück- 
geführt und  wir  können  ohne  Weiteres 

«=9 


UC  =  C-T7-.   ^. 


lü^^f  ^'  +  20^ 
anschreiben. 

Gestatten  die  Verhältnisse  die  Anwendung  der  Formel  I),  so  ist: 


22) 


s  = 


x=9 


J       "^  *  1    ^Cl*  1 


x=0 


x  =  0' 
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Handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit  8  von  activen 
Personen,  so  sind  neben  den  freiwillig  Ein-  und  Ausgetretenen  h  und  c 
noch  die  Zugänge  r  an  Reactivirten  und  die  Abgänge  i  durch  eingetretene 
Inyaliditftt  in  berücksichtigen.  Nun  darf  aber  die  Vertheilung  dieser  Zu- 
nnd  Abgänge  im  Beobachtungsjahre  als  gleichmässig  angenommen  werden, 

so  dass  f&r  die  Fälle  r,   als  auch  für  die  Fälle  i  der  Werth  festgesetzt 
werden  kann.     Damit  ergiebt  sich  aber 

23)       s= ._," 

Verlangt  die  Untersuchung  die  Anwendung  der  Formel  II),  so  wird 
in  den  meisten  Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  an  die  in  zehn  Theile 
zerlegte  Altersstrecke  angeschlossen  werden  kOnnen.     Da  aber  nach  11) 

l 


5x  =  l- 


1       1.    _1 
10^      20^ 


wenn  x  die  Werthe  0,  1,  2,.  .  .9  durchläuft  und  die  Sterblichkeit  in 
der  Mitte  einer  solchen  Altersstrecke  als  die  durchschnittliche  Sterblichkeit 
dieser  Strecke  angenommen  wird,  so  geht  Formel  II)  in 

24)  5= ^^9 ' ^^j 

X  X  ^h  1 

über.     Bezeichnen  wir  die  im  Alter  von  m  +  ^  bis  m'\ — rrr-  Reactivirten 

mit  ra  und  die  innerhalb  derselben  Alter  in  Invalidität  Getretenen  mit  t^,  so 
ist  auch 

25)/=  — 


Die  letzten  zwei  Formeln  sollten  Anwendung  finden,  wenn  in  den 
höheren  Lebensaltem  beträchtliche  Ein-  und  Austrittsbewegungen  statt- 
finden. Leider  ist  aber  nur  ganz  selten  zur  Ermittelung  der  Sterblichkeit 
der  höheren  Altersclassen  ein  so  umfängliches  Beobachtungsmaterial  vor- 
handen f  dass  von  der  Anwendung  der  Formeln  24)  und  25)  ein  wirklicher 
Nützen  erwartet  werden  kann.  Die  Beobachtungsfölle  nehmen  mit 
wachsendem  Alter  mehr  und  mehr  ab  und  die  wahrscheinlichen  Fehler,  die 
die  daiBDs  abgeleiteten  Sterbens  Wahrscheinlichkeiten  \)es\ti«ti^  ^^x  x^&0(i 
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zu,  80  dass  eine  Correctur  dieser  Werthe  nach  24)  oder  25)  selten  ange- 
bracht ist.  Was  nützt  eine  peinliche  Berücksichtigung  der  wachsenden 
Sterblichkeit,  wenn  es  der  Berechnung  an  der  Erfüllung  der  vornehmsten  Be- 
dingung, dass  sie  sich  auf  ein  umfassendes  Beobachtungsmaterial  stützt,  fehlt? 

Geschieht  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit   nicht   für  genau    Oleich- 

alterige ,  wie  dies  sehr  oft  der  Fall  ist,  sondern  für  Personen  von  m  —  -5  bis 

1  ^ 

m  +  0  Jähren,  die  in  eine  Altersclasse  gebracht  werden,  so  fUllt  die  Beobachtungs- 

strecke  der  Ein-  und  Ausgetretenen  nicht,  wie  vorstehend,  mit  der  Alters- 
strecke  von  m-\-x  bis  m-^-X^  bez.  m  bis  «n  -f  f  zusammen ,  sondern  mit 
der  Zeitstrecke,  die  vom  Eintritte  x  bis  zum  Ende  des  Beobachtungs- 
(Kalender  -)  Jahres  r, ,  bez.  vom  Anfange  des  Beobachtungsjahres  Tq  bis  zum 
Austritte  x"  vergangen  ist.   Ist  in  beistehender  Figur  3 ii ^  =  CD  wieder  die 

einjährige  Altersstrecke 
*'^*-'-  von  m  bis  w-f-l  nnd 

ÄC=  BD  die  zuge- 
hörige einjährige  Gre- 
burtenstrecke ,  so  wird 
die  beobachtete  6e- 
sammtheit,  die  wir  zur 
Unterscheidung  von  den 

Gleichalterigen  ge- 
mischtalterig  nennen 
wollen ,  durch  das 
Viereck  Ä'B'C'D'  in 
ihrer  zeitlichen  Aus- 
dehnung begrenzt.  Die 
in  dem  Dreieck  ECC 
auftretende  Gesammt- 
heit  ist  am  Anfange  der 
Beobachtung  jünger  als  m,  während  die  in  dem  Dreiecke  BB'F  auf- 
tretende Gesammtheit  am  Ende  der  Beobachtung  älter  als  m-}-!  Jahre 
ist.  Bei  einer  gleichmässigen  Vertheilung  der  beobachteten  Personen  auf 
die  Geburtenstrecke  AC  sind  indess  sämmtliche  Personen  am  Anfange  des 
Beobachtungsjabres  durchschnittlich  m  und  am  Ende  des  Beobachtungsjahres 
sehr  nahe  durchschnittlich  m+  l  Jahre  alt. 

Die  zur  Zeit  r  eingetretenen  Personen  werden  sftmmtlich  von  x 
bis  x^  und  die  zur  Zeit  x*'  eingetretenen  Personen  s  ä  m  m  1 1  i  c  h  von  x'^  bis 
Tj  beobachtet,  wie  durch  die  schraffirten  Flächen  in  unserer  Figur  zur 
Anschauung  gelangt.  Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  bezüglich  der 
Beobachtungsdauer  der  Eingetretenen  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
^Jeiohslterig  en  und  gemischtalterigen  Gesammtheiten  besteht, 
and  dass  nameDtUch  bei  den  letzteren  e\n  Ttuw^^Xi^^  doi  %.\^\i  ^QliTlich  nur 
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einmal  ToUzieht  oder  in  gewissen  Perioden  wiederholt,  nicht  als  ein 
solcher  angesprochen  werden  darf,  der  sich  gleichmässig  auf  die  Beobach- 
tnngsstrecke  vertheilt.  Eine  gleichmässige  Vertheilang  der  Ein- 
getretenen im  Beobachtnngsgebiet  findet  vielmehr  nur  dann 
statt,  wenn  in  gleichen,  aber  beliebig  kleinen  Zeitabschnitten 
immer  ein  gleich  grosser  Zugang  stattfindet^ 

Oanz  das  Gleiche  gilt  für  die  Ausgetretenen,  wie  aus  der  nachstehenden 
Figur  4  folgt.  Die  Abgänge  zur  Zeit  z"'  haben  eine  Beobachtungsdauer 
gleich  x^x'\  während  die  Abgänge,  die  sich  zur  Zeit  r'^  vollziehen,  eine 
solche'  von  r^r'^  haben.  Zwischen  den  Figuren  3  und  4  besteht  nur  der 
Unterschied,  dass  die  schraffirten  Flächen  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen. 

üeberblickt  man  die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Erörterungen ,  so  folgt 
leicht,  dass  bei  gemischt- 

Fig.  4. 


roT'z 


^/y  ^ 


alterigen  Gresammtheiten 
der  Zu-  und  Abgang  im 
Gegensatze  zu  Oleich- 
alterigen  nur  selten  als 
gleichmässig  sich  auf 
die  Beobachtungsstrecke 
vertheilend  angenom- 
men werden  kann,  und 
dass  dort,  wo  man  mit 
solchen  Gesammtheiten 
rechnet,  den  Ein-  und 
Ausgetretenen  eine  ganz 
besondere  Aufmerksam- 
keit gewidmet  werden 
muB3. 

Behm,  der  nur  mit  gemischtalterigen  Gesammtheiten  rechnet ^  hat  in 
seinem  Nachtrage  für  1877  zur  Statistik  der  Mortalitäts  - ,  Invaliditäts- 
und  Morbilitätsverhältnisse  bei  dem  Beamtenpersonal  der  deutschen  Eisen- 
bahnverwaltungen  eine  Formel  für  discontinuirliche  Zu-  und  Abgänge  ent- 
wickelt, aber  er  behält  immer  noch  für  gleiche  Zeitabschnitte  eine  gleich 
grosse  Anzahl  von  Ein-  und  Ausgetretenen  bei.  Es  kann  dies  ja  für  die 
Verhältnisse  beim  Eisenbahnwesen  zutreffend  sein;  allein  im  Allgemeinen 
wird ,  wie  wir  bereits  früher  ausgeführt  haben ,  eine  annähernd  gleiche  Ver- 
theilung  des  Zu-  und  Abgangs  nur  selten  stattfinden. 

Eine  Formel  ^  die  allgemein  zur  Berechnung  der  Sterbenswahrschein- 
lichkeiten für  gemischtalterige  Gesammtheiten  genügen  wird,  erhält  man, 
wenn  die  Ein-  und  Austritte  Monat  für  Monat  Berücksichtigung  finden. 
Wir  nehmen  an,  es  treten  im  Januar  V^^  im  Februar  h'^^  im  März  }) ^  u. s.  w. 
Personen  in  die  Gesammtheit  ein,  dagegen  c\  im  Januar,  c^  im  Februar, 
6*3  im  März  n.  s.  w.  ans  derselben  aus,  so  ist 

ZtiiaehrUl  f.  Mmihemmtik  o.  Vhj^lc.  33.  Jahrg.  1803.  S.  Heft.  \\ 
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*       -^    *-r-..      N.     '«,    -%  ^^     ^y^    . 


-.      ^    .       -•■.' 


'\^S^f*%^  ^'  m 


26) 


(.h  = 


J'-Ll'-Ll'-L  -LIi'      _l_Ji' 

gj^i  +  äi    *"''24    '"*'■  •  •"•"24    ""''24    '* 

^[(&'.  +  &',  +  6's  +  ---  +  6'ii  +  fc',») 
2(6', +  6', +  6',+  ...  + 6',,) 
2(&',  +  6',  +  l>'3+...  +  6',o) 


12 


2& 

r   ti 


■■] 


n  10 


1 


1 


1 


b'-]  -k 


woraus  folgt: 


X=  1 


'   -  1    '  J.1  '  J.A  '  j.        J.21   ,       23  . 


man: 


Ferner  ist 

27)  r-  — 24">  '  24"*  '  24"^  >  •  •  •  •  24^"  •  24 
Fügt  man  diesem  Ausdrucke  c\  —  c\y  Cg  —  Cj, .  .  .  c,,— c',,  hinzu,  so  erhftlt 

r23  ,  ^21  ,    ,  19  .    .         _i_3    .  ^  1    ,  1 
^^  =  ^-[24^i"^24^*"*"24^«'^*  '  •+24^""*"24^^«J' 

Nimmt  man  für  den  Elammerausdruck  den  Werth  nach  26),  so  folgt 
weiter:  j  ^i'*  ] 

'*'*  =  ""  I22f  ?''''+ 24' 
und  daher  auch  ^  x=i2jr  1 

"(1 -*•')  =  122'?'''"  24 ''• 

X=l 

80  dass  man  endlich  erhält  ' 

28)  5  = 


1  '■^-^' ' 


1 


X=I2 


''+l22f'''-l22'f^''-24(^-'') 

jr=l  x=l 

Die  Sterblichkeit  der  Activen  ergiebt  sich  damit  unter  Beachtung  der 
früheren  Darlegungen  : 

29)     s  =  ~ 


a 


1  '.^}?x 


1 


x=l 


-«_  • 


1 


«  +  l22'f*'-l22'f''''-24(^-''>  +  2(*— ■) 

Findet  bei  gemischtalterigen  Gesammtheiten  der  Zu-  und  Abgang  in 
der  MittQ  des  Beobachtungsjahres  oder  immer  in  gleicher  Stärke  und  in 
gleichem  Abstände  vor  und  nach  der  Jahresmitte  statt p  so  ist  leicht  ein- 
zusehen, dass  die  Beobachtungsdauer  im  Durchschnitt  sowohl  für  die  Ein-, 

als  such   für  die  Ausgetretenen  =  ^  ist.    Damit  lassen  sich  aber  sofort  die 
Forwein  ^ 
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30)  s  = ^ 

a  +  ^ib-c) 
und  ^ 

31)  s  = ^ 

a  +  ^i^  +  r-c-i) 

anschreiben,  die  bis  jetzt  ansschliesslich  Anwendung  gefanden  haben.  Es 
ist  wohl  überflüssig 9  noch  besonders  hervorzuheben,  dass  in  der  ihnen  zu 
Omnde  liegenden  zweiten  Annahme  zugleich  der  Fall  der  gleichmäsBigen 
Vertheilung  der  Zu-  und  Abgänge  mit  inbegriffen  ist. 

Die  hier  für  die  gemischtalterigen  Gesammtheiten  abgeleiteten  Formeln 
28)  bis  31)  nehmen  auf  die  Veränderung,  welche  die  Sterblichkeit  im 
Laufe  des  Beobachtungsjahres  erfährt,  keine  Bücksicht.  Im  «strengen  Sinne 
iSsst  sich  auch  keine  Formel  ableiten,  in  der  dieser  Veränderung  voll- 
kommen Bechnung  getragen  werden  könnte,  dafem  es  sich  nicht  um  Gleich- 
alterige,  sondern  um  Gemischtalterige  handelt ,  weil  sodann  in  der  Gesammt- 
heit  nicht  eine  einzige,  sondern  eine  Anzahl  verschiedener  Sterblichkeiten 
herrschen,  deren  durchschnittlichen  Werth  wir  erfahren.  Freilich  stünde 
Nichts  im  Wege ,  diese  durchschnittliche  Sterblichkeit  in  ähnlicher  Weise 
in  berichtigen,  wie  es  mit  der  Sterblichkeit  der  Gleichalterigen  durch  die 
Formeln  24)  und  25)  geschieht;  allein  einen  wirklichen  Nutzen  würde  eine 
solche  Berichtigung  nur  selten  haben,  da  die  ungleiche  Dichtigkeit,  die 
innerhalb  der  Gesammtheit  für  die  verschiedenen  Geburtszeiten  vermuthet 
werden  muss,  die  Quelle  für  einen  grösseren  Fehler  abgiebt,  als  der  ist, 
welcher  aus  der  Annahme  einer  constanten  Sterblichkeit  innerhalb  des 
Beobachtungsjahres  entsteht. 

Wir  schliessen  gegenwärtige  Abhandlung  mit  einer  Anwendung  der 
Formel  29),  indem  wir  an  einem  numerischen  Beispiele  den  Einfluss,  den 
die  Zu-  und  Abgänge  auf  den  Werth  der  Sterbenswahrscheinlichkeit  aus- 
zuüben im  Stande  sind,  zeigen.  Bei  einer  Gesammtheit  Activer,  die  am 
Anfange  der  Beobachtung  24 Yg  bis  25 Vg  Jahre  alt  war,  und  aus  5502  Personen 
bestand,  sind  während  des  Beobachtungsjahres  vom  I.Januar  bis  Sl.December 

36  als  Active  verstorben , 

20  invalid  geworden, 

j       ,,t  .  5  als  Reactivirte  eingetreten 

nnd  endlich  '^ 

im  freiwillig        freiwillig     {  im  freiwillig        freiwillig 

Monat        beigetreten    ausgetreten  Monat      beigetreten    ausgetreten 

Januar  ....  315  12  Juli 3  250 

Februar. ...  510  16  August ....  15  122 

März 120  220  September .  .  108  5 

April 80  755  October 510  30 

Mai 12  905  November  .  .  806  12 

Jnni —  310  December  .  .  610  &. 
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.~  —  -  >-.>^>-  ^   -  ^  «.  -     ^     ^w— _-_-.^ 

'^  .^.^----N.^.^-^^.^.   ..   ^.^^^^.^.^   -  .-s    .y. 

In  diesem  Falle 

ist  aber: 

1 

h\  =  315 

315 

fc'g  =510 

825 

bj  -  120 

945 

6',  =  80 

1025 

»5=   12 

1037 

h\=       0 

1037 

h\=       3 

1040 

6-8=  15 

1055 

»'s  =  108 

1163 

6',o=  510- 

1673 

&'„=  806 

2479 

6',,=  670 

3149 

c',  = 

12 

Cj  = 

16 

c's  = 

220 

c^  = 

755 

c's  = 

905 

Ce  = 

310 

C7  = 

250 

«8  = 

122 

C'9  = 

5 

c'.o= 

30 

c„  = 

12 

t 

C12  — 

8 

12 

28 
248 
1003 
1908 
2218 
2468 
2590 
2595 
2625 
2637 
2645 


*  =  1J  r=\7 


b  =  31492'^^'-=  15743  c  =  2645  yjs  c*  =  20977. 

Damit  folgt: 
, 36 36    _n/y^Y|g 

RRno.  15743     ;i0977      3149-2045  ,5- 20 "5037^ ~' 
55UJ+-J2  j2  2j  +— 2~ 

Hfttte    man    die   Sterblichkeit  in   vorliegendem  Falle  nach  der  Witt- 
stein'sehen  Formel  31)  berechnet,  so  würde  als  Resultat 

'=5W  =  '''^'' 
gefunden  worden  sein.  Die  Abweichung  ist,  wie  man  sieht,  sehr  \)etrachtlich 
und  rechtfertigt  die  etwas  umständliche  Ermittelung  vollkommen.  Dabei 
ist  keineswegs  die  Aus-  und  Eintrittsbewegung,  die  unser  Beispiel  zeigt,  mit 
Bücksicht  auf  die  ältere  Berechnungsweise  besonders  ungünstig;  Grenzwerthe 
erhält  man  vielmehr,  wenn  man  einmal  die  Eintritte  am  1.  Januar  und 
die  Austritte  am  31.  December  annimmt,  das  andere  Mal  hingegen  den 
Zugang  am  letzten  December  und  den  Abgang  am  ersten  Januar  sich  voll- 
ziehen lässt.     Im  ersteren  Falle  wird 

5=0,00416 

gefunden,  während  im  letzteren  Falle 

5' =  0,01 263 

ist.  Diese  Zahlen  reden  eine  zu  deutliche  Sprache,  als  dass  es  noch  eines 
besonderen  Hinweises  auf  den  Werth  einer  angemessenen  Berücksichtigung 
der  Zu-  und  Abgänge  bedürfe. 


X. 

üeber  bedingt  periodische  Bewegungen  eines  materiellen 
Punktes  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  besonderer 

Berücksichtigung  der  Orenzfälle. 

Von 

Otto  Pund. 

Schlass. 


Dritter  Abschnitt. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  anf  einer  oentrischen  Oberfläche 
i!ireiter  Ordnung  unter  Einwirkung  einer  vom  Hittelpunkte  ausgehenden 

der  Entfernung  proportionalen  Kraft. 

§1. 
Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen. 

Um  das  im  ersten  Abschnitte  angegebene  Problem  der  Bewegung 
eines  Punktes  auf  einem  Ellipsoid  weiter  zu  behandeln^  haben  wir  uns  der 
elliptischen  Coordinaten  zu  bedienen  und  setzen  folgende  Definitioüen  und 
Bezeichnungen  fest.  Die  Constanten  des  Coordinatensystems  seien  a^  ß,  y^ 
uod  es  sei  a>  ß  ^  y.  Sind  dann  x^  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Cartesisches  Coordinatensystem,  so 
soUen  die  elliptischen  Coordinaten  A,  ^,  v  als  die^  wie  bekannt^  reellen 
und  den  Ungleichungen 

1)  «>v>/3>|^>y>A>-Q0 

genügenden  Wurzeln  der  folgenden  cabiscben  Gleichung  in  t 

aj*  t/^  z^ 

2)  -t  +  T—t  + ,-1 

a  —  t       ß  —  t       y  —  t 

definirt  sein.     Nehmen  wir  nun   an^  dass  u^  ß^  y  %o  gewählt  sind^   dass 
mit  Bezug  auf  die  Gleichuog  des-  im  ersten  Abschnitte  erwähnten  Ellipsoides 

^  c?       h^        c^ 

o'—  6*—  a  —  /?,  a^  —  c^^  ü  —  y  und 

m 

itt,  80  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoides  in  elliptischen  Coordinaten  X  =  Aq, 
und  wir  haben  dann 
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5) 


x^+y'+e'-a  +  ß  +  y-Xo-  H-v 
a*  "^  6*  "^  >  ~  («  -  X,){ß  -  gCy  -  *o)' 


4(dx*+dy*+d«*)- 


i.K- (^)iy - (*)    j..»,     (V-»00*-»0   j„j 


d(i*+ 


dv\ 


./dx*      dy*      dz*\  n  —  v  ,  v  —  u 

In  Folge  dieser  Gleichungen  gehen  nun  die  Integrale  Ib)  und  IIb) 
des  ersten  Abschnittes  über  in 


i  r       (>*  ~  ^o)  (l*  ~  ^)  f!  I         (y  -  ^o)  ("  —  <*)        »'] 

-^)''   ■^(_„-v)iß-v)(y-v)     J 


6) 


4  L(a  -  ft)  (^  -  ^)  (y 


4-(f-Ao)(v-lo)[7„_--w^r^^ 


f»'*+ 


V  — fl 


] 


8) 


.(a-^)(^-^)(y-ft)''        («_v}(^-v)(y-v) 
-  -  </(^  -  ioXf  -  io)  +  Ä(«  -  Ao)(^  -  ^0)0-  -  Ao) 
und  es  ergeben  sich  die  folgenden  beiden  Bevregangsgleiohnngen: 

J  (^  -  ^)  (»'  -  f)V'*-  -  4p(«  -  f.)(^  -  f.)(y  -  ft)(ft»  +  2d^  +  £), 

M  ("  -  K)  (f*  -  '')*v'*  -  -  -  4g(a  -  v){ß  -  v)(y  -  v)(v*  +  2dv  +  t), 
WO  gesetzt  ist: 

J  J  — a  —  ß  —  y  +  XQ, 

B  -.  jia  -k,)iß-  Ao)  (y  -  io)  -  2dAo  "  C 

Vorausgesetzt  nun^  dass  die  Bewegung  nicht  auf  einer  KrQmmungs- 
linie  vor  sich  geht  (ft'^=«0,  v'*==0),  folgt  aus  den  Gleichungen  7)  in 
Verbindung  mit  den  Ungleichungen  1)  leicht^  dass  jii*  +  2dfi  +  f  >  0,  da- 
gegen v*+  26 V  +  c<0  ißt.  Beachtet  man  nun  noch,  dass  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  t  t^+2öt  +  6'^0  ist,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleichung  t^+2dt  +  e 

zwei  reelle  Wurzeln  hat,  die,  mit  q  die  grössere  und  a  die  kleinere  be- 
zeichnet, den  Ungleichungen 

9)  Q>v>a>ii 

genügen.     Mit  den  Constanten  h  und  k  sind  sie  durch  die  Gleichungen 

^  2ä  ^  .   ,    .       , 

—  -  «  -  i^  -  y  +  Ao  +  ^  +  <y, 

if 

k         _  J^Qj^  Ao)_(<y  -  O 

verbunden,  letztere  sind  also  auch  immer  reell,  und  man  erhfllt  demnach 
alle  Arten  der  Bewegungen ,  welche  nicht  auf  Krümmongslinien  erfolgen^ 
wenn  man  o  and  0  f^^^    fßggijmitmm  ^jm^  Dn^ticlningen 


10) 
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.   •^^'       "*  --N  *-X^ 


Da  der  materielle  Punkt  auch  auf  dem  Ellipsoid  ruhen  kann  und 
diese  Möglichkeit  bei  der  vorhergehenden  Untersuchung  ausgeschlossen 
wurde ^  so  ist  noch  nöthig,  auch  diesen  Fall  in  Betracht  zu  ziehen.  Es 
ergiebt  sich  durch  einfache  Betrachtungen,  dass  der  Punkt  sich  nur  in 
einem  Scheitel  des  Eliipsoids  befinden  kann,  oder  dass  die  elliptischen 
Coordinaten  des  Buhepunktes  doppelte  Wurzeln  der  Gleichung  Jß(f)  »  0  sind. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  i^+  2öt  +  s  ^  0  sind  also  auch  in  den 
soeben  betrachteten  Fällen  nicht  nur  reell ,  sondern  auch  gewissen  Beding- 
ungen unterworfen.  Bezeichnen  wir  sie  wie  vorhin  mit  q  und  <r,  unter  q 
die  grössere  verstanden^  falls  nicht  q  ^  a  ist,  so  gelangt  man  zu  dem 
einfachen  Ergebniss,  dass  man  alle  Arten  der  Bewegungen  überhaupt 
erhält,  wenn  man  q  und  a  den  Ungleichungen  11)  entsprechend  wählt, 
aber  durch  das  Zeichen  >  die  Gleichheit  nicht  ausschliesst. 

Aus  den  obigen  Untersuchungen  folgt  nun,  dass  wenn  die  Parameter 
einer  Erdmmungslinie  eine  doppelte  Wurzel  von  R(t)  ist,  die  Bewegung 
auf  der  Erilmmungslinie  möglich  ist,  nicht  aber,  dass  sie  nothwendig 
stattfindet.  Wenn  nämlich  die  Ungleichungen  11)  in  ihrer  strengen  Form 
erfüllt  sind^  so  kann  auch  eine  Bewegung  auf  einem  zweifach  ausgedehnten 
Gebiete  stattfinden,  wofür  die  genaueren  Bedingungen  später  angegeben 
werden  sollen.  Ebenso  braucht  der  materielle  Punkt  nicht  zu  ruhen,  wenn 
jB(/)  —  0  zwei  Doppelwurzeln  hat.  Nur  in  dem  Falle  ^  ■"  /3,  <y  —  y  ist 
keine  andere  Möglichkeit  denkbar. 

§2. 
Eintheilong  der  Bewegnngsformen. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  kann  man  die  sämmtlichen  Bewegungs- 
formen in  folgender  Weise  einth eilen:  ' 

I.  Strenge  Giltigkeit  der  Ungleichungen  Q>  o,  Q>  ß,  «  >  <y  >  y. 

a)  R(t)  ^  0  bat  keine  Doppelwurzel.  Nur  bedingt  periodische  Be- 
wegungen. 

A.  Reguläre  Bewegungsformen. 

b)  B(t)  ^^0  hat  eine  Doppelwurzel;  daher  auch  Bewegung  auf 
Krümmungslinien  möglich.  Nach  später  ersichtlichen  Eigen- 
schaften theilen  wir  diese  Bewegungsformen  ein  in 

B.  Begulär- singulare  Bewegungsformen. 

C.  Regulär  -  asymptotisch  -  singulare     Bewegungs- 
formen. 

c)  B(i)  »0  hat  zwei  Doppelwurzeln.  Im  Allgemeinen  ist  das 
Bewegungsgebiet  ein  zweifach  ausgedehntes;  doch  sind  auch 
Bewegungen    auf   Krümmungslinien    möglich    und    femer    auch 

^'  D.  Regulär -asymptotisch -Singular -asymptotische 

Bewegungsfovmeu. 
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hinaufrücken,  so  ergiebt  sich  folgender  Unterschied  zwischen  beiden  Be- 
wegungen. Beim  EUipsoid  wird  zunächst  nm  beide  Scheitel  ein  einfach 
zusammenhängendes  Gebiet  fOr  die  Bewegung  zugänglich;  schneidet  die 
Kugelfläche  die  Scheitel  der  mittleren  Achse,  so  yerschmelzen  beide  Ge- 
biete in  ein  zweifach  zasammenhängendes^  welches  schliesslich ^  wenn  die 
Kugelfläche  durch  die  Scheitel  der  kleinsten  Achse  hindurchgeht^  in  die 
ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids  übergeht.  Beim  Paraboloid  dagegen  wird 
stets  ein  einfach  zusammenhängender  Theil  der  Oberfläche  herausgeschnitten, 
denn  Scheitel  der  mittleren  und   kleinsten  Achse  rücken    ins  Unendliche. 

Nach  dieser  allgemeinen  Uebersicht  wollen  wir  uns  jetzt  eine  genaue 
Vorstellung  von  den  Uebergängen  der  verschiedenen  Bewegungen  in  einander 
verschaffen,  indem  wir  sie  nach  der  Lage  des  Niveaus  der  Geschwindig- 
keit 0  ordnen.  Bei  der  Verkleinerung  der  Niveaukugeln  sind  drei  Arten 
von  Ellipsoiden  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  das  Niveau  erst 
durch  die  Kreispunkte  und  dann  durch  die  Scheitel  der  mittleren  Achse 
hindurchgeht  oder  umgekehrt,  oder  beides  zugleich  erfolgt.  Wir  führen 
im  Folgenden  die  Untersuchung  nur  für  den  ersten  Fall  durch,  für  welchen 
a  +  y>2ß  ist. 

§  3. 
Zusammenhang  der  Bewegnngsformen  mit  der  Terftntferong  der  Constanten. 

Mit  den  römische^  Ziffern  in  Klammern  (I  bis  XVUI)  verweisen  wir 
auf  die  unten  zusammengestellten  18  verschiedenen  Bewegungsformen  und 
setzen  im  Folgenden  q  +  a  ^  s,  q  —  <s  '^  d,  so  dass  nach  11)  folgende 
Ungleichungen  bestehen: 

für  5:     8>ß  +  y 

für  d:     d  ^  0,     d>2ß-s,     d  :>  5  -  2a. 

I.  Gebt   das   Niveau    der  Geschwindigkeit   0   durch   die  Scheitel  der 

/2h  \ 

grossen  Achse  hindurch  ( '*'«~^oj^""i^  +  77>   ®^  muss  sich  der 

Körper  in  einem  derselben  in  Buhe  beEnden  (XVIII). 

II.  III.  Verläuft  das  Niveau  zwischen  diesen  Scheiteln  und  den  Kreis- 

/                      2h 
punkten  oder  geht  im  Grenzfalle  durch  letztere  hindurch  I  a  —  Aq  > 

^a  +  yß-lQ,  2ß:^s>ß  +  yy  so  ist 

s-2y>d>2ß-s>0>s-2a 

und  d  kann  also  wachsend  alle  Werthe  von  2ß  ^  s  hia  s  --  2y  annehmen; 
Q  nimmt  dann  von  |3bis5  —  y<azu,  cy  von  5  —  jS  ^  |S  bis  y  ab.  Hat 
d  den  kleinsten  Werth,  so  findet  eine  Oscillation  des  Punktes  in  der 
Y- Ebene  statt  zwischen  den  Kreispunkten,  sie  werden  für  den  oben  be- 
zeichneten Grenzfall  wirklich  erreicht  (XIII.  XIV).  Wächst  nun  d,  so 
nimmt  das   vorher  JinienfSrmige  Gebiet  eine  endliche  Breite  an;  es  wird 
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nehmendem  d  spaltet  sich  diese  in  zwei^  zwischen  welchen  sich  der  Körper 
bewegt  (111),  dieses  yergrössert  sich  immer  mehr,  bis  es  beim  grössten 
Werth  von  d  im  ersten  Theilintervall  ein  glockenförmiges  wird  (VI). 
Durch w'andert  jetzt  d  das  zweite  Theilintervall,  so  wächst  q  von  s  —  ß>  ß 
bis  a,  und  nimmt  a  von  ß  bis  s  —  a>  y  ab.  Es  schiebt  sich  also  genau 
wie  bei  IV.  V.  vom  Hauptschnitt  ft  •*  j3  aus  ein  unzugängliches  Gebiet 
ein  (IV),  und  wenn  d  den  grössten  Werth  besitzt,  so  vereinigen  sich  die 
beiden  auf  dem  Ellipsoid  möglichen  Bewegungsgebiete  in  ein  einziges, 
indem  sich  im  Haaptschnitt  v^a  verschmelzen  (VIII).  In  dem  Orenzfall  Vll 
(wo  das  Niveau  der  Geschwindigkeit  0  gerade  durch  die  Scheitel  der 
kleinsten  Achse  hindurchgeht)  hat  das  mittlere  Intervall  5  —  2j3...2a  —  5 
keine  Ausdehnung.  TVir  haben  dann  statt  des  glockenförmigen  Gebietes 
die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids  (IX).  Jetzt  trete  d  in  das  letzte 
Intervall,  es  wächst  q  von  cf  bis  5  —  y  und  fällt  a  von  s  —  a  ^  ß  hia  y. 
Das  Bewegungsgebiet  ist  also  ein  zonenförmiges  (II),  das  sich  schliess- 
lich soweit  verkleinert,  dass  es  in  den  Hauptschnitt  /ü  —  /  zusammen- 
schrumpft  (XV). 

Es  sind  jetzt  noch  die  Fälle  zu  behandeln,  in  denen  sich  das  Niveau 

y— Aq> — y 

Wir  unterscheiden  s  ^  ^a  und  5  >  ^a. 

VIII.  IX.     5<2a.     Dann  ist 

5-2y>d>0>5-2a>2/3-Ä 

Wir  theilen  das  Intervall,  welches  d  durchlaufen  kann,  in  drei  Theile: 
0  ...  2a  —  5,  2a  —  5  ...  5  —  2/3,  s  —  2jS  .  .  .  s  —  2y.  Für  den  Grenzfall 
5  =  2a  hat  das  erste  Intervall  keine  Ausdehnung:  es  findet  ein  Umlauf  im 

Hauptschnitt  v  »  a  statt  (XH).     Durchläuft  sonst  d  den  ersten  Abschnitt 

s  s 

des  Intervalls,   so   nimmt  q  von  ^-  >  /3  bis  a  zu  und  a  von  -^  <  a  bis 

s  ^  a>  ß  ab.     Beim  kleinsten  Werth  von  d  findet  also   eine  Bewegung 

s 
auf  der  Krümmungslinie  v  =  ^  statt  (X),   bei   grösseren  Werthen   von  d 

theilt  sich  diese,  ein  zonenförmiges  Gebiet  zwischen  sich  lassend  (HI),  bis 
schliesslich  9  —  a  wird,  und  damit  eine  Verschmelzung  mit  dem  andern 
noch  möglichen  Gebiete  stattfindet,  welches  symmetrisch  zu  diesem  in  Be- 
zug auf  den  Hauptschnitt  v  ->  a  liegt  (VII).  Jetzt  werde  d  im  zweiten 
Intervall  angenommen,  bei  dessen  Durchlaufung  q  von  a  bis  s  —  ß  zu-, 
a  von  s  —  a  Ka  bis  ß  abnimmt.  Das  Gebiet  ist  ein  zonenförmiges  (1) 
und  gebt  beim  grössten  Werth  von  d  in  die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids 
über  (V).  Gelangt  endlich  d  in  das  letzte  Theilintervall,  so  schiebt  sich 
vom  Hauptschnitt  ^  ^  ß  aus  ein  der  Bewegung  unzugängliches  Gebiet 
beiderseits  ein,  sodass  wieder  ein  zonen{l)im\ge^  ent^Ukt  (IL)  und  schliess- 
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■*,-^*      ^    J^,^     t^.^^m-^    ^— .**     .»*..-»     .-N     ,-1     .-„».«•     ^     .«-*^,.^N     —  .*^.- 


Bei  dieser  Schreibweise  kann  man  die  Zeit  i^  welche  verfliesst,  wenn 
der  materielle  Ponkt  von  der  Lage  (ju^Vq)  in  die  Lage  (fiv)  gelangt,  in 
folgender  Form  angeben.     Es  werde  gesetzt 


[f«of*] 


Vvc^ 


(f*  —  ^)*  ^f* 


[v  v]  -  r, ^ 


(v  -  Ao)«(fv 


»o 


-  y)  ((>  -  v)  (v  -  er)  (v  -  ^o) 
and  eben&lls  den  Wurzeln  der  positive  Werth  beigelegt     Dann  ist 

Hierbei  ist  dieselbe  Voraussetzung  gemacht  wie  bei  der  Herleitung 
der  Curvengleichung^  und  um  die  Zeitdauer  in  anderen  Gebieten  zu  unter- 
sochen,  hat  man  ganz  ähnliche  Betrachtungen  anzustellen  wie  oben. 

§5. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  gehen  wir  nun  zu  den  vier 
speciellen  F&llen   über,   die   zu   den    regulären  Bewegungsformen  gehören. 

L  p  >  a,  a  >  <y  >  /?.     Es  werde  gesetzt  ts  —  v^. 

Ans  14)  schliesst  man  leicht^  dass  die  Erümmungslinien  i^—  Vq  von 
der  Bahncurve  berührt,  dagegen  die  Hauptschnitte  v  —  a,  (i  ^  ß,  (^  ^  y 
dnrchstossen  werden.  Es  werden  also  abwechselnd  die  beiden  Erümmungs- 
linien V  —  Vq  ^^^  ringförmigen  Bewegungsgebietes  berührt,  während  sich 
der  materielle  Punkt  immer  in  demselben  Sinne  um  die  Zone  (i'o^o)  windet. 
Es  kann  vorkommen,  dass  die  Bahn  sich  schliesst.  Geschieht  dies  nach 
»Windungen  und  n  Oscillationen,  unter  einer  Oscillation  eine  je  einmalige 
Berührung  beider  Erümmungslinien  v  —  Vq  verstanden,  so  kann  man  auf 
folgendem  Wege  die  Bedingung  dafür  finden.  Man  zerlege  die  geschlossene 
Cnrfe  in  eine  bestimmte  Anzahl  von  Theilen  derart^  dass  die  beiden  End- 
punkte entweder  in  den  Hauptschaitten  oder  in  einem  Hauptschnitt  und 
der  Erümmungslinie  v  »  Vq  gelegen  sind,  alle  übrigen  Punkte  eines  Theiles 
aber  im  Innern  desselben  Octanten  liegen.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte 
seien  der  Reihe  nach  fi^,  v^;  (i^y  Vg,  ...  (ir—it  ^r— i;  und  es  sei  fir"=°  f^i» 
Vr  —  v^.     Dann  hat  man  für  jeden  Theil 

5^(^*4-1— ^*)(|ii*f**4.i)  =  5/7n(nH-i  —  n)(vitn+i),    Ä;==l...r-1 
und  daher 


2' 


5;^(fit4-i—  fAk) (iikHk4-i) ^  X, 8gn{vk4-i  —  Vk){vkVk-^i\ 


k  k 
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■».^^-^■N-^^N**^   <•  * 


Für  die  Summe  auf  der  linken  Seite  der  Gleichting  erhftlt  man  nun 
4m  (/^  ß)j  auf  der  rechten  Seite  4n(voa)y  sodass  die  gesuchte  Bedingung 
lautet*: 

fi  a 


J  |/(e-f*)(«-^)(*'o-f*)(i3-f*)(^-y)(f*-^)     ./  i 


fi)(i3-fi)(^-y)(^-Ao)       ,/  V'(e-v)(«-v)(v-Vo)(v-p)(v-y)(v-V) 

Sie  ist  völlig  unabhängig  von  dem  Ausgangspunkte  des  Körpers; 
wenn  also  überhaupt  Schliessung  der  Bahn  stattfindet,  so  tritt  dieselbe 
ein,  von  welchem  Punkte  der  Zone  (vqVq)  der  Körper  auch  seine  Bewegung 
beginnt. 

Aus  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  kann  man  nun  folgende 
Periodenrelation  ableiten: 

r  __      _(gL':JJ!*,  _  /l iv-K)dv 

J  Vi<>-i*K«-(^)(^o-(^)(ß-<')Cf^-r)(.i*-Q  "./  V(9-vX«-v)(v-vo)(v->)(v-y)(v-;i,; 

-  r  -       (^-^)^^  _  r (<-odf 

./  >^(9-i)(«-i)(vo-i)(/S-i)(y-A)(Ao-i)     ./  V(t-9)(t-«)(t-Vo){t-ß)(t-y)(t-l^) 

—  CO  g 

Hieraus  folgt  nun  leicht,  dass  m>n  ist:  Wenn  also  eine  Schliessung 
der  Bahn  stattfindet,  so  geschieht  sie  stets  mit  mehr  Windungen  als 
Oscillationen.  Für  die  Zeit  T,  innerhalb  deren  eine  Schliessung  erfolgt, 
erhftlt  man 


J  y{q  -  «')(o  -  v)(v  -  Vo)(v  —  /J)(v  — 


2m  '  ^'*  ~  ^^**^'* 


y)  ("  -  ^) 


\fvt^ 


dieso  ist  also   auch  von   dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung   unabhängig. 

II.  Q>  ccy  jS  >  a  >  y.  Die  Bewegungsform  unterscheidet  sich  dadurch 
von  der  vorigen,  dass  bei  ihr  die  KrUmmungslinie  fi «»  (T  >»  ^q  berührt 
wird,  und  dass,  wenn  sich  die  Bahn  scbliesst,  die  Anzahl  der  Oscillationen 
grösser  ist,  als  die  der  Windungen.    * 

IIL  a>^>/3,  a>0>j3.  Hier  findet  die  Bewegung  auf  einem  von 
zwei  gleichartigen  Krümmungslinien  v  =  ^  =  Vj  und  v  -*  ö  -«  r^  begrenzten 
ringförmigen  Gebiete  statt.  Die  Krümmungslinien  Vq  und  Vj  werden  inmier 
abwechselnd  berührt,     unter  einer  Oscillation  soll  eine  je  zweimalige  Be- 


•  Vergl.  Staude,  üeber  geodätische  Polygone  auf  Flächen  zweiten  Qrades. 
Mathem.  Ann.  Bd.  21,  S.  219—252. 
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rflhmng  beider  Krümmnngslinien  verstanden  werden.    Wenn  sich  dann  die 
Bahn  nach  m  Windungen  und  n  Oscillationen  schliesst,  so  ist 

/ (ftZ^)jf*  . «/l _(v-A,)d.>        _ 

'  V'(«-f)(vo-f)(»'i-ft)OJ-<»)vf«'-y)(l«-io)     J  V(«-v)(>'o--)(''-»',)(v-^)(v-,.; 


OCv-Ao) 
Weil  nun  aber 


/• ..  Q^-KW _  _   f,_      W-lo)dv       

'  V'(;«-f»)(vo-f»)(»'i-f»)0»-<*)(<»-y)(f*-Q     ^  V(«-v)(vo-v)(v-Vi)(v-^)(v-y)(v- 


^) 


CO 


'  /(«-l)(vo-i)(v,-i)(lS-A)(y-A)(Ao-*)     J  V('-«)(<-''oX<-»',)(<- 


^)(<-^)(<-g 


ist,  80  folgt  #1  <  m,  d.  h.  es  ist  die  Anzahl  der  Windungen  grösser  als 
die  der  Oscillationen. 

IV.  a  >  9  >  /5,  jS  >  ö  >  y.  In  diesem  Falle  findet  die  Bewegung 
auf  einem  viereckigen  von  den  beiden  Krünmiungslinlen  v  «  ^  — >  Vq  und 
fi  *  tf  ■»  ff^  gebildeten  Gebiete  statt,  dessen  Ecken  sich  auf  dem  Niveau 
der  Geschwindigkeit   0  befinden   und  mit  Beziehung  auf  die  mechanischen 

Constanten  g^  Ä,  k  als  die  Schnittpunkte  der  Oberflachen  a;^+  y^4-  ^*"" y 

a^                   y^                  e*  k  ^ 

7 Tx?  +  T3 r\«  +  7 Tn?  ^  ~  ^^^  ^ö8  gegebenen  Ellipsoids  de- 

finirt  werden  können.  Geometrisch  kann  man  also  die  Ecken  des  Gebietes 
anf  folgende  Weise  erhalten.  Man  bestimme  auf  dem  Ellipsoid  diejenige 
Corve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  in  ihren  Punkten  an  die 
Oberfläche  des  Ellipsoids  errichteten  Tangentialebenen  vom  Mittelpunkt  die 

coDstante  Entfernung  1/  -■    haben;    construire    sodann    um    den    Mittel- 

ponkt  mit   dem  Badius  1/  — eine  Kugel  und  bestinune  ihre  Durch- 

dringongscurve  mit  dem  Ellipsoid.  Dann  sind  die  vier  Punkte,  in  denen 
sich  die  Durchdringungscurve  und  die  vorhin  definirte  schneiden,  die  Eck- 
punkte des  Bewegungsgebietes.  Um  letzteres  zu  erhalten,  braucht  man 
die  Eckpunkte  nur  durch  Krümmungslinien  zu  verbinden  und  hat  dann 
dasjenige  "Viereck  auszuw&hlen,  welches  innerhalb  des  Niveaus  der  Ge- 
ichwindigkeit  0  liegt  und  in  dessen  Punkten  die  an  das  Ellipsoid  errich- 
teten Tangentialebenen   einen  kleineren  Abstand  als  1/  —  haben.    Es  ist 

leicht  zu  zeigen,  dass  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  viereckigen  Ge- 
bietes abwechselnd  berührt  werden.  Wenn  jedoch  der  materielle  Punkt 
gerade  in  eine  Ecke  äea  Oehietea  hineingelangt,  so  finäet  eiui^  ku^ii^m^ 

Xaitaohxm  £  MtUbemmtik  u.  Pby§ik.  38.  Jahrg.  1893.  3.  Heft.  Yl 


178    üeber  bedingt  periodische  Bewegangen  eines  materiellen  Punktes  etc. 


'\^       .  ^,   *-       ^-^^-^      w*  'w*^    •-    . 


statt,   und   wir   wollen  jetzt   beweisen,   dass   seine  Bahn    dann   keine  der 
beiden  in  den  Ecken  zusammenstossenden  Erümmongslinien  berührt. 

Wir  erinnern  an  die  Gleichung 
«n»i,:5mS-(«-v)fv-/S)(v-y)(^-i,,)^'»:(«-^)(^-p)(^-y)(v-Ao)v;« 
und  bemerken  zunüichst,  dass  sich  aus  den  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung 12)  fi'  —  v'  —  0  ergiebt.     Wir   können    aber    den   Orenzwerth  ~- 

in  dem  genannten  Punkte  nach  bekannten  Methoden  durch  Differentiation 
der  Bewegungsgleichungen  bestimmen.     Man  erhält  nSmlich 

und  daraus  für  ft  -=  ^ü^,  v  =>  Vq 

7»«i  ^      ^"      (<^-'f*o) (ß-  (h) (f^)-y)(yo-  ^) 

'^*  v'  "  v''-  ■"    («  -  vo)  K  -  ßj{v,  -  y)(^  -Ao)' 
und  schliesslich 

Dieses  Ergebniss  kann  man  noch  auf  einem  anderen  Wege  bestätigen. 
Wenn  nämlich  der  Körper  in  die  betrachtete  Ecke  angelangt  ist,  so  besitzt 
er  keine  Oeschwindigkeit;  die  anfönglicbe  Richtung  seiner  Bewegung  muss 
also  in  derjenigen  durch  den  Punkt  an  das  Ellipsoid  gelegten  Normalebene 
liegen  y  welche  durch  den  Mittelpunkt  hindurchgeht.  Nennt  man  die 
Richtungscosinus  der  anfänglichen  Bewegung  a,  ß^  y^  die  der  Krümmungs- 
linien fiQ  und  Vq  in  dem  betrachteten  Punkte  i?^,  q^^  r^,  resp.  p,;  ^2)  ^v 
die  der  Normale  |?q,  ^q,  t^  und  die  der  Richtung,  welche  zu  der  durch 
den   Mittelpunkt   gelegten   Normalebene    senkrecht   steht,  j>',  ^^  r',   so  ist 

zunächst  ,  ,  ^ 

i?l?o  +  ^%  +  »-^0 «  0 

Pl>'  +  gg'  +  rr'  -  0 

l>'l>o  +  i%  +  »"'^o  -  0 
1^'x  +  ^y  +  r'^r  -=  0. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 
aus  den  beiden  letzten 
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Berücksichtigt  man  die  letztere  Proportion,   so  kann  man  die  erster e 
in  der  Form  schreiben: 

Nun  ist  femer 
5tnti :  «ni,  —  cosi^ :  cosi^  —  pp2  +  qq^  +  rrg :  pp^  +  qqi  +  rri 
-Ä^  +  qiV  +  riZ  -  (pojpi  +  ^0^1  +  ^on)(Po^  +  ^oy  +  ^0^) 

und  da,  wie  leicht  za  erkennen ^ 

PüPi  +  q^qi  +  r^^i  -=  0, 

PqV%  +  (7o^2  +  **o^2  •=  0, 


i'i  '•  (?i  •  ^1  ■- 


X 


y 


—  > 


a 


X 


y 


-P2  •  ^2  •  ^^2  ■*  '    o 

ist,  so  ergieht  sich 

sini^ :  sint^  —  p^x  +  q^y  +  r^e  :  p^a?  +  q^y  +  r^^: 


+ 


y' 


+ 


B 


sin% :  5«n%-  (a  -  ^)  Qj  _  ^^)  (|^-_  y)  ( v^-  ^ J ..  („  -  Vq)  {v^-  ß)  (vq-  y)  (^--  ^o), 

also  genau  wieder  das  oben  erhaltene  Resultat.  Es  wird  also,  wenn  der 
KSrper  die  Ecke  des  Gebietes  triflft,  keine  Seite  tangirt.  Den  Weg^  den 
er  genommen  hat,  schl&gt  er  dann  in  umgekehrter  Beihenfolge  wieder  ein> 

Schliesst  sich  die  Bahn  nach  2  m  Berührungen  mit  der  Krünmiungs- 
linie  ft^^  und  2n  Berührungen  mit  Vq,  so  ist 


JVG^ 


II  ^  V(o-v)(vo-v)(v-/5)(v-fio)(v-y)(v 
Nun  ist 


f*)  (»'o-  f*)  {ß  ^  f^)  (f*  -  y)  (f*  -  ^0) 


y 


r (ft-^)^f*  ^    /* (v-Ao)dv 


00 


f««)('->0('-*o) 


Daraus  fblgt^  dass  m  >  »z  ist,  dass  also  die  Erümmungslinien  iiq  öfter 
ils  die  Erämmtwgslimen  Vq  berührt  werden. 


180  üeber  bedingt  periodische  Bewegungen  eines  materiellen  Panktes  etc. 

§  6. 
B.  Die  regulär-singnlären  Bewegungsformen  sind  durch  zwei 
Fälle  vertreten: 

VI.  «  >  ^  >  j3,  <y  =.  /3. 

Die  separirten  Bewegungsgleichungen  sind: 

(|3-ft)>^(?-ft)(«-fi)(^-y)(f*-Ao)      (^-v)V^-v)(a-v)(v-yXv-Ao)"^    ' 
_L         i^  •"  J:o)j.^_ L  1  (y-XQ)dv  _^^f 

2  V^(c-f*)(«-^)(^-y)(f*-0       ^  V^(9 - v) (or- v) (v- y) (v - ^ 

Die  Bewegung  geht  stets  durch  die  Kreispunkte  des  EUipsoids  hin- 
durch. Bei  Y  ist  die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids  der  Bewegung  zu- 
gänglich, und  durchläuft  der  Körper  immer  zwei  diametral  gegenüberliegende 
Kreisfjunkte;  dagegen  wird  bei  VI  noch  die  Krümmungslinie  v  ^=  q  ^  Vq 
berührt^  welche  aus  der  Oberfläche  einen  glockenförmigen  Theil  heraus- 
schneidet; durch  die  beiden  hierin  beflndlichen  Kreispimkte  findet  in  diesem 
Falle  der  Durchgang  statt.  Wenn  jedoch  sich  der  Körper  zu  Anfang  in 
der  F- Ebene  befindet  (nur  den  Fall  ausgeschlossen,  dass  die  Anfangslage 
ein  Kreispunkt  ist),  so  bleibt  er  fortwährend  in  ihr,  circulirend  im  Falle  V, 
oscillirend  im  Falle  VI. 

Um  die  Bewegung  zwischen  den  Kreispunkten  einer  genauen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen,  ist  es  zweckmässig,  die  erste  Bewegungsgleichung 
noch  etwas  umzuformen,  was  im  Folgenden  nur  für  den  Fall  V  genauer 
durchgeführt  wird,  da  sich  der  Fall  VI  in  durchaus  analoger  Weise  be- 
handeln lässt. 

Geht  die  Bahncurve  durch  den  Punkt  (fi^,  Vq)  hindurch,  so  kann  man 
ihrer  Oleichung  für  den  ganzen  zugehörigen  Octanten  die  Fprm  geben: 

WO  unter  Annahme  des  positiven  Werthes  der  Wurzeln  das  obere  oder 
untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  vom  Punkte  (/üq,  Vq)  aus  die  Coordinaten 
|[i,  V  beide  zugleich  an  Werth  entweder  zu-  oder  abnehmen  oder  aber  die 
eine  zu-,  die  andere  abnimmt.  Setzt  man  nun,  für  die  Wurzeln  überall 
den  positiven  Werth  annehmend: 
1^^/*-^ 1 ^_'^"L^o.  1 

^^'^^zh.    _^     ^ ?Z^o.  1    _       __^ 

^vß  '  V(7r^(a-v)(v-y)(;-:^g      v^ß  '  V^"^^)ta-|3)(^".:yT(^-Ao)^ 
80  amd  M  und  N   für  /x  »  |3,   v  »  /3  endlich,  und   man   erhält  nach   ein- 
fachen  Umformungen  als  Gleichung  der  BabncuiN^  iÄi  dwi  ^t^teu  Fall: 
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(ß  -  ^)(v  -  ß)        y(y-»)(«-^)(,^-.)  (  L,^  _/^,A 


filr  den  zweiten  Fall: 


ß-(i     ß-t^  y(^-a)W-m-y)  \     fMäu+hdr 


Nehmen  wir  nun  (f^o'^^o)  ^^  Innern  des  Octanten  gegeben  an  und  ver- 
folgen  die   Curve   bis   zum    Ereispunkte,  welcher   in   demselben  Octanten 

liegt,  80   ist   die  zweite  Formel   anzuwenden:    sie   lehrt,   dass ^  sich 

V  —  p 

einer  endlichen  Grenze  h  nähert,  wenn  v  —  fi  —  |3  wird,  nämlich: 

denn  die  Integrale  besitzen,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  endliche  Wer  che. 
Mit  Hilfe  dieses  Werthes  h  kann  die  Curvengleichung  für  die  betrachteten 
Octanten  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

Nun  geht  aber  die  Bahn  durch  den  diametral  gegenüberliegenden 
Ereispnnkt  hindurch  und  muss  die  Hauptschnitte  ft »  ^^  und  v  »  a  einmal 
durchschneiden.  Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  kann  man 
annehmen^  dass  sie  zuerst  den  Hauptschnitt  ^  »  ^  im  Paukte  v  *»  v'  und 
dann  den  Hauptschnitt  v  —  a  im  Punkte  ft  —  |x'  schneidet;  dann  andem- 
fiills  könnte,  man  die  Kreispunkte  mit  einander  so  vertauschen,  dass  die 
Annahme  zutreffend  ist.  Unsere  Bahncurve  zer^llt  daher  in  drei  Theile. 
Fttr  den  ersteren  haben  wir 

V   —  p  ^  y  v'  ) 

ß  ~^  fi 

ftlr  den  letzten,   wenn  der  Grenzwerth  von ^  im  andern  Kreispunkt 

mit  Ar  bezeichnet  wird:  ' 


W  /5-|^       T/(()-a)(a-,:r)(/^--y) 

a-  ß 


J'Mdfi+ß 


Ndv 


Bei  dem  mittleren  Theil  der  Curve,  für  welchen  die  für  den  ersten 
der  oben  unterschiedenen  beiden  Fälle  geltende  Gleichung  angewandt 
werden  muss,  ergiebt  sich 

iß  -  v!)ia  -  ß)  _  y(IE^-^v-n[  f^y„^_LA. 
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Aus  den  letzten  drei  Formeln  ergiebt  sich  durch  Multiplication 


rMjfi+CNd 


»'>• 


Es  ist  also  kl^  eine  Constante,  die  durch  Ä^  bezeichnet  werden  möge, 
so  dass 

a 

a  —  p  " 

wo 


f-/o  1  /5~fo 


gesetzt,  und  den  Wurzeln  der  positive  Werth  beizulegen  ist. 

Nun  soll  die  Carve  auch  über  die  Kreispunkte  hinaus  verfolgt  werden. 

ß  —  f* 
Es  muss  dazu  untersucht  werden,  welchen  Orenzwerth  — — ^  auf  der  einen 

v-ß 
Seite  des  Kreispunktes  hat,  wenn  dieser  Quotient  auf  der  andern  die  ge- 
gebene Grösse  k  als  Grenze  besitzt.  Hierbei  benutzen  wir  den  umstand, 
dass  die  Bahn  ihre  Bichtung  nur  stetig  ändern  kann,  und  stellen  die  geo- 
metiische  Bedeutung  von  k  fest.  Um  den  letzteren  Punkt  in  aller  Strenge 
zu  erledigen,  kann  man  sich  folgender  Betrachtung  bedienen. 

Wir  nehmen  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  einen  Punkt  an,  ver- 
binden ihn  mit  dem  Kreispunkt  durch  eine  Gerade  und  wollen  den  Winkel 
g>  zwischen  dieser  Linie  und  der  im  Kreispunkt  in  der  Y- Ebene  an  das 
Ellipsoid  gezogenen  Tangente  bestimmen.  Nennt  man  die  Bichtungscosinus 
der  ersteren  2,  m,  f),  der  letzteren  V^  m\  n\  so  ist  * 

co8(p  —  iV  +  mm!  +  nfJ 

und,  wenn  zur  Abkürzung 

a  -  l/(a  -  ^)(of  -  v)  -  (a  -  ß\ 

h^y((i-y)(v-y)'-(ß-y) 
gesetzt  wird, 


hm :  n  -]/(«- Ao)(^-y)a :  |/(^-io)(«-y)(''-^)(ft-  y)  =1^0' -^)(«-^)  6, 

ausserdem  

V :  m':  n'  -  y(^i,j(ß~^)  :  0  :  -  l^(y  -  i„)(«  -~ß). 

Setzt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  in  den  Ausdruck  für 
cosq>  ein  und  beachtet  l^+m^+  n^'^l,  V^+  w'*+  n'^—  1,  so  erhält  man 
nach  einigen  Umformungen: 

Via  -  ß)(a  -  rXß  -  y)(ß  -  ^C-  a  -  1>]12(§  -  X^)  -  a  +  b] 
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Schreibt  man  dieses  Resultat  in  der  Form 

(ß  -  y)a  -  („  .- ß)b 


COS<p  — 


+ 


|/2(«  - /J)(«  -  y)OJ  -  y)(- a  -  6)  (l  -  2^— 1^) 

K  2(S-2io 


SO  Iftsst  sich  erkennen  y  dass  costp  sich  für  ^  »  v  «  /?,  also  fOr  a  =  &  =  0 
derselben  Grenze  nfthert  wie  der  Ausdruck 

^_       ___(^-y)a-(tt-^)& 

V2(«-^)(«-y)(|S-y)(-a-6) 

Letzterer  iSsst-  sich  in  die  Gestalt  setzen: 


t*  —  05  -  y)  }/(«  -  fi) (a  ~  v)  -  (a  -  |3)  >^(/a  -  y)(v  ~  y), 

t;  —  a  -  y  -  }/(«  -  ^)(a  -  v)  -  |/(fA  -  y)'(v  -  y) 

ist,  und  die  Grenze,  der  er  sich  nähert,  kann  bestimmt  werden^  wenn  er 
in  folgender  Weise  umgeformt  wird.     Zur  Abkürzung  sei 

u  - (/? - y) V(^^r^(cr^r^)  +  («  _^jv^^)-(r^7), 

t/  —  a  -  y  +  }/(o  -  ft)  («  —  v)  -  l/(f»  —  y)  (v  -  y), 
e"  =  o  -  y  -  >/(«  -  ft)(o  -  v)  +  ]/(;*  -  y)(v  -  y), 

80  p&hert  sich  u'  dem  Werthe  2(jS  —  y)(a  —  y),  das  Product  vVt;"'  dem 
Werthe  8(a  —  |3)(a  —  y)(|3  —  y),  and  man  kann  schreiben: 

wo 

F=«u'-(«-y){(«-^)(^-y)(f^-^]-[v-|S])  +  («-2(S+y)(/J-^)(v-|S)}, 

r*-P./t;'V"=(a-y/+(a-^)V«-v)*+(v-y)«(^-y)>-2(«-y)*(v-y)(fi-y), 
-2(a-y)«(«-^)(«-v)-2(a-^)(«-v)(^-y)(v-y)=(«-y)*(v-^)», 

ist   Setzt  man  jetzt  ib  =» ^>  so  erkennt  man  leicht,  dass  0  und  daher 

C05flp  sich  der  Grenze  -    .   ,    nähert:   man   hat  daher  für  die  Kreispunkte 

1  +  ÄJ 

2 


^. « co<*  ^ 
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Da  die  Bahn  sich  beim  Durchgang  durch  den  Ereispunkt  nur  stetig 
in   ihrer   Eichtung    ändern    kann,    so    muss    aus    dem  Winkel  q>  nachher 

TT  —  9),   also  aus  cor  ^   fg^  —  werden.     Die   Grösse  k  nimmt   daher  beim 

Durchgang  durch  den  Nabelpunkt  den  reciproken  Werth  an;  bezeichnet 
man  ihren  Weiiih  vorher  durch  A/,  nachher  durch  k^^  so  ist  also 

Ä/ÄJi-1. 

Nun   verfolgen  wir  unsere  Bahncurve  weiter  und  nennen  die  Grenz- 

werthe  von ^;  wenn  die  Curve  wieder  zum  ursprünglichen  Ereispunkt 

zurückkehrt,  vor  ihm  A'^',  nachher  k^  und  verstehen  unter  k^\  k^,  V*-* 
die  analogen  Grenzwerthe  vor  imd  nach  den  Kreispunkten,  in  der  Reihen- 
folge^ in  welcher  sie  durchlaufen  werden,  so  haben  wir 

fC|  IVj     ^^  i^jL  h/t    na  ^^    X 

•  •••  •••• 

Daraus  folgt 

und  es  ergiebt  sich  also,  dass,  wenn  o  immer  grösser  wird,  ka  sich  der 
Grenze  0  oder  00  nähert,  je  nachdem  J.  >  1  oder  <1  ist;  d.h.  es  nähert 
sich  g>  der  Grenze  0  oder  n.  Die  Bewegung  nähert  sich  also  in  ihrer 
Richtung  immer  mehr  der  T- Ebene,  ohne  dass  jedoch  die  Richtung  jemals 
mit  ihr  zusammenfallen  kann. 

Berechnet   man   mit  Hilfe   der  zweiten  Bewegungsgleichung  die  Zeit- 
dauer eines  Umlaufes,  so  ergiebt  sich 

~J  V9 (9 - f«) '.«  -  f»)(f  - y) (."  - K)     J  Vq (?  - >•) («- v) (v - y) (v -}^) 


y^  C  -  K^ 


Erst  daraus,  dass  diese  Zeitdauer  endlich  ist,  sind  wir  berechtigt  za 
scbliessen,  dass  die  soeben  untersuchte  Curve  auch  wirklich  vom  materiellen 
Punkte  durchlaufen  werden  kann.  Alle  Umläufe  vollziehen  sich  in  der- 
selben Zeit,  und  zwar  ist  diese  Zeitdauer  auch  gleich  derjenigen,  welche 
bei  der  oben  angegebenen  singulären  Bewegung  in  der  1'- Ebene  erforder- 
lich ist.  In  diesem  Falle  lautet  nämlich  die  Differentialgleichung  der  Be- 
wegung auf  der  Strecke  r  =  ß: 

(p  -  O ^'*  -  iffiif  -  5.) («  -  «)  (.«  -  y), 
aof  der  Strecke  f^ßi 


Von  Otto  Pünd.  185 


(v  -  lo)v^^''4:g{Q  -  v)(a  -  v)(v  -  y), 

imd  daraus  leitet  man  das  Behauptete  ohne  Schwierigkeit  her. 

Die  hier  entwickelte  Methode  lässt  sich  natürlich  auch  auf  die  geo- 
dätischen Linien  auf  dem  Ellipsoid  in  Anwendung  bringen,  welche  durch 
die  Kreispunkte  hindurchgehen,  da  sie  ja  als  Grenzfälle  der  soeben  unter- 
suchten Curven  angesehen  werden  können.  Der  Satz,  dass  die  geodätischen 
Linien  die  Kreispunkte  immer  unter  anderen  Winkeln  gegen  die  Y- Ebene 
schneiden  und  zwar  unter  Winkeln  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  tri- 
gonometrischen Tangenten  der  Hälfte  derselben  eine  geometrische  Progression 
bilden,  rührt  von  Hart*  her  und  ist  nach  ihm  von  Michael  Roberts** 
bewiesen  worden  und  zwar  mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen.***  Dem 
Satz  von  der  Gleichheit  der  Umlaufzeiten  entspricht  der  Satz  über  die 
Gleichheit  der  Länge  der  unendlich  vielen  zwei  diametral  gegenüber- 
liegende Kreispunkte  verbindenden  geodätischen  Linien. 

§7. 

C.  Begulär-asymptotisch-singuläre  Bewegungsformen  tieten 
in  folgenden  beiden  Fällen  auf: 

Vn.  Q^a,     a>  6>  ß. 

VIIL  Q^a,     ß>  <S>y.. 

Die  separirten  Bewegungsgleichungen  lauten: 


(«-^)|/(^-^)(<y-^)(^-y)(^-Ao)      (a-v)>/(v-^)(v-y)(v-a)(v-Xo) 


Bei  diesen  beiden  Bewegungsformen  findet  eine  asymptotische  An- 
n&herang  an  den  Hauptschnitt  v » a  statt;  er  wird  niemals  erreicht, 
denn  aus  der  zweiten  Bewegungsgleichung  ergiebt  sich  dafür  eine  unend- 
lich grosse  Zeit.  Die  asymptotische  Annäherung  geschieht  bei  Yll  in  fort- 
währenden Umläufen  um  das  Ellipsoid  herum,  bei  VIII  in  einer  fort- 
währenden Oscillation  zwischen  den  beiden  Krümmungslinien  ft  »  0  »  /üq. 
Wenn  der  Körper  bei  Yll  eine  geeignete  Bewegungsrichtung  hat,  kann 
er  eist  noch  die  Krümmungslinie  v  «-  0  =  Vq  berühren,  bevor  er  sich  dem 
Hanptschnitt  1/  — >  a  nähert. 


^  CSambndge  and  Dublin  mathematical  Journal  Bd.  4,  S.  82. 
•*  Journal  de  Math^matiques  1.  sdrie,  tome  15,  S.  213. 
••••  Vergl.   auch  Lange nb eck,  lieber   diejenigen   geodätischen   Linien   auf 
dem  dreiachsigen  Ellipsoid,  welche  durch  einen  Nabelpunkt  gehen.    Dissert^ition 
Ql^Uiiigen.     1877. 


]  86  üeber  bedingt  periodische  BewegaDgen  eines  materiellen  Punktes  etc. 

Alles  dies  gilt  für  den  Fall^  dass  sich  der  Körper  za  Anfang  seiner 
Bewegung  nicht  im  Hauptschnitt  v  =  a  befindet.  Befindet  er  sich  aber 
hier^  so  bleibt  er  auch  fortwährend  in  dem  Hauptschnitt,  und  zwar  circa- 
lirt  er  bei  VII  und  oscillirt  zwischen  den  Punkten  jii  =  tf  «  fi^  bei  VIII. 
Die  Bewegungsgleichungen  werden  in  diesem  Falle  v  —  a  und 

Für  die  Zeit  des  Umlaufes  bei  YII  ergiebt  sich : 


J  V9{<^  - 


y 
far  die  Oscillationsdauer  bei  VIII: 


J  Vüiß "" 


^)(^"-^)(f^~y)(f*-^o) 


(<^  -  f*o)- 


§  8. 

D.  Begulär- asymptotisch  -  Singular  -  asymptotische   Beweg- 

ungsform: 

IX.  (>  =  a,     a  ■*•  jS. 

Aus  der  Differentialgleichung  der  Bahncurve 

(^  "  ^d^  ^ (v  -  Aq) dv  ^  Q 


(«  ~  (i){ß  -  ,i)l/("^  -  y)(v  -  y)        (a  ~  v)(v  -  |3)  >/(v  -  y)(v  -  A^) 

ergiebt   sich,   dass   entweder   der   Quotient   oder   das  Product   der   beiden 
Ausdrücke : 

(«-1^)  '"-^ .  [t/(7=A)(F^)  + 1^(<3 -  Q ((^ - y)] '  ^^, 
(^-u)  M  [i/CfT^K^i)  +  VC"  -  io)  (f*  -  y)]  *  ^^ 


i^'-llJr} .  [K^^  -  ^.)(^  -  y)  +  V^-  ^o)  (^  -  y)3  *  ^-'^ 

(.'-/?)    '*-''    [V^(v-Ao)(«-y)+V(«-^)(v-y)]     >-'' 

constant  i&t,  und  zwar  der  Quotient  in  dem  Octanten,  in  welchem  von 
den  beiden  Coordinaten  fi,  v  beim  Durchlaufen  der  Curve  in  dem  einen 
oder  dem  anderen  Sinne  die  eine  wächst  und  die  andere  an  Werth  ab- 
nimmt, das  Product  in  demjenigen,  in  welchem  beide  entweder  zugleich 
wachsen  oder  abnehmen.  Die  Bewegung  geht  nun  durch  einen  Ereispunkt 
hindurch;  in  dem  anliegenden  Octanten  hat  man  den  ersten,  in  dem  aber^ 
in  welchen  der  Punkt  nach  Uebersch reitung  des  Hauptschnittes  fi  *=>  y 
gelangt,    den   zweiten  Fall   vor  sich.     Nennt   man   den   constanten  Werth 
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des  Quotienten  in  ersterem  Octanten  k,  den  constanten  Werth  des  Pro- 
dneies  in  letzterem  Jd  und  nimmt  an,  dass  der  Haupt  schnitt  /ü  » ^  im 
Punkte  V  ^  v'  getroffen  wird,  so  erhält  man,  da  dieser  Punkt  beiden 
Gleichungen  genügen  muss: 

WG' -  ^)(c^ "  7)  +  i/(«-Ao)(v^-y)]'^-^  ^  0:j:V^2  -  k, 


also  Äif-l. 

Die  zweite  Differentialgleichung  der  Bewegung,  in  welcher  die  Zeit 
Yorkommt,  lässt  sich  durch  Logarithmen  integriren.  Man  braucht  jedoch 
diese  Operation  nicht  auszuführen,  da  man  auch  ohne  die  Form  der  Integral- 
gleichung im  Stande  ist,  auf  die  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  der  Zeit 
einen  Schluss  zu  ziehen.  Man  kann  nämlich  die  Differentialgleichung  in 
zwei  Formen  bringen,  nämlich 

1 (fi  -  Aq)  dti _^  JL^ (v-  lQ)_dv^  ^  ^  ^^ 

Die  erste  Form  lehrt  sofort,  dass  ein  Ereispunkt  vom  anliegenden 
Octanten  aus  in  endlicher  Zeit,  die  zweite,  dass  der  Punkt  fi  —  j3,  v  »  a 
aber  niemals  erreicht  wird. 

Mit  Hilfe  der  soeben  angedeuteten  Betrachtungen  gelangt  man  nun 
zn  folgender  Charakteristik  unserer  Bewegungsform.  Der  materielle  Punkt 
kann  sich,  je  nach  seiner  anfUnglichen  Lage  und  Bewegungsrichtung  auf 
Tier  yerschiedene  Weisen  verhalten. 

Befindet  er  sich  zu  Anfang  seiner  Bewegung  im  Innern  eines  Octanten, 
die  Z-Ebene  mit  eingeschlossen,  so  richtet  sich  seine  Bewegung  nach  dem 
Scheitel  der  kleinsten  Achse  hin,  oder  er  geht  zunächst  noch  durch  den 
Ereispunkt  hindurch^  um  sich  dann  dem  Seheitel  der  kleinsten  Achse  zu 
nShem,  der  mit  diesem  nicht  in  demselben  Octanten  liegt.  Dieser  Scheitel 
wird  aber  niemals  von  dem  mateiiellen  Punkt  erreicht,  sondern  es  findet 
nar  eine  asymptotische  Annäherung  statt.  Die  vorher  definirten  Con- 
stanten X;  und  k^  sind  in  diesem  Falle  endlich  und  von  0  verschieden. 

Befindet  sich  der  materielle  Punkt  anfänglich  in  der  Y- Ebene,  und 
wenn  im   Kreispunkt^  i^llt;  auch    seine  anfängliclie  BQwe%\xT\^*&m\i\.\xxL%  \xl 
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dieselbe  hinein  —  sonst  hat  man  den  vorhergehenden  Fall  —  so  bleibt 
er  fortwährend  in  ihr  und  nähert  sich  dem  Scheitel  der  kleinsten  Achse 
asymptotisch.     Die  Bewegongsgleichung  lautet  auf  der  Strecke  v  <—  j9: 

auf  der  Strecke  f*  ■-  j5: 

(v-Ao)v'^-45'(«-v)«(i;-y). 

Ist  der  materielle  Punkt  za  Anfang  in  der  X-Ebene,  so  verhält  er 
sich  ganz  analog  wie  beim  vorigen  Fall:  er  bleibt  in  ihr  und  nähert  sich 
dem  Scheitel  der  kleinsten  Achse,  ohne  ihn  in  endlicher  S^eit  zu  erreichen. 
Es  ist  dann  v  **  a  und 

(^-Ao)ft'*-4</(^~^)V-y)- 
Befindet  sich  eudlich  der  Pankt  im  Scheitel   der  kleinsten  Achse  ^  in 
welchen   er  von  aussen  niemals  hineinkommen  kann,   so  verbleibt  er  dort 
in  Buhe. 

§9. 

E.  Singulare  Bewegungsformen.  Die  Bewegungen  finden  in  einer 
Krtimmirngslinie  statt,  die  Hauptschnitte  mit  eingeschlossen;  der  materielle 
Punkt  gelangt  zu  allen  erreichbaren  Lagen  in  endlicher  Zeit  und  kann 
niemals  ruhen,  wo  er  sich  auch  auf  der  Kr&mmungslinie  zu  Anfang  befindet. 

Das  Bewegungsgebiet  ist  eine  von  einem  Hauptschnitt  verschiedene 
Ertimmungslinie  in  dem  Falle 

X.  ^«=<y,     cc>  Q>  ß 

und   zwar   ißt  es  die  Krümmungslinie  v  =»  ^  «-  (J  •=  v^.     Für  die  ümlaufs- 
zeit  erhält  man  ^ 


-^/i 


y 
In  allen  anderen  Fällen  ist  das  Bewegungsgebiet  ein  Hauptschnitt: 

XI,  Xn.  ^  >  cf,     <y  =  a. 

Es  findet  ein  Umlauf  im  Hauptschnitt  v  ^  a  statt,  dessen  Zeitdauer 
ausgedrückt  wird  dyirch 


T=2 


J  V9{q  - 


^)(/^-f*)(f*-r)(f*~^o) 

y 
Xin.  XIV.   Q^'ß,     ß>a>y. 

Es  findet  eine  Oscillation  im  Hauptschnitt  v  '^  ß  statt;  wenn  a  ^  ß 
ist,  zwischen  den  Ereispunkten.  Die  Zeitdauer  eines  Hin-  und  Herganges  ist 

a 

(f*  —  ^)  ä(i 


'^JVgi-- 


f*)(<^-^)(f*- y)(f*-0 
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XV.  XVI.   <y  —  y.     ^  >  a  oder  a>  q>  ß.    . 

Bei  XV  findet  eine  Circulation,  bei  XVI  eine  Oscillation  im  Haupt- 
gchnitt  fi "-  T'  statt.     Die  Ciroulations-  resp.  Oscillationsdauer  beträgt 

T _  2  /ü^         (y-Q^^ 

J  V>(9 -V)(« "-  v)(;  -  ß)(y  -  io) 

Y 

F.  Singular-asymptotische  Bewegungsform: 

XVII.   Q  M^  a,     <y «—  y. 

Die  beiden  letzten  Fälle  (XV,  XVI)  bilden  den  üebergang  zu  dieser 
Be.wegungsform.  Es  wird  T  —  oo^  und  rückt  also  der  materielle  Funkt 
niemals  in  den  Scheitel  der  mittleren  Achse  hinein.  Wenn  er  aber  in 
diesen  Scheitel  hineingesetzt  wird,  so  verharrt  er  dort  in  Buhe. 

G.  Buhelage  des  materiellen  Punktes. 

XVm.  Q^ßy     <y  — y. 

Das  Niveau  der  Geschwindigkeit  0  geht  durch  die  Scheitel  der 
grossen  Achse  hindurch,  und  es  kann  sich  der  Punkt  nur  in  einem  der- 
selben und  nur  in  Buhe  befinden. 
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VI.  Gonstmction  des  CollineationBcentrums  eines  dioptriBchen  SystemB. 

In  einer  „Bemerkung  zu  einer  diopti*ischen  Construction"  im  zweiten 
Hefte  des  XXXVII.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift,  S.  123,  gieht  Professor 
Helm  eine  einfache  Constrnction  des  Collineationscentrams  der  conjngirten 
Object-  und  Qildebenen  centrirtcr  dioptriscber  Systeme  an  durch  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Möbius^schen  Sjmptosenkreises  für  Linsensjsteme 
in  Luft  Dieselbe  ist  noch  einer  weiteren  Verallgemeinerung  fähig,  wenn 
man  von  dem  bekannten  Li  p  pich 'sehen  oder  Hftlls  tonischen  Sjmptosen - 
kreise*  für  allgemeine  centrirte,  dioptrische  Systeme  ausgeht. 

W 


Es  seien  F  und  <Z>  die  Brennpunkte,  H  und  H'  die  Hauptpunkte, 
jBTund  K'  die  Knotenpunkte,  F  axialer  Objectpunkt  und  P'  sein  Bildpunkt, 
p  und  p'  die  zur  Achse  senkrechten  conjugirten  Object-  und  Bildebenen. 
Lippich  construirt  nun  um  einen  in  der  senkrechten  Mediane  der  Focal- 
distanz  F0  gelegenen  Punkt  C  einen  Kreis  von  dem  Durchmesser  FO  iü 
der  Höhe  CM^  gleich  dem  geometrischen  Mittel  y  —  fv  der  Brennweiten  f 


*  Lippich    in    den    Mittheilangen    des    naturw.  Vereins    für    Steiermark 
II.  Bd.,  3.  Heft,  S.  449.    Graz  1871.  —  Hällsten  im  Archiv,  f.  Anat.  u.  Physiol 
Phjahh  Abthl.  1880.  S.  115.  ~- Vergl.  auch  Hederich,  Recherches  dioptriques  sur 
les  BjBtewes  centräs.    Inaug.-Diss.    Rostock  IftSJ^ü.    "Remat^xieÄ  \i\ÄWt\<a^^*  ^.  6, 


Kleinere  Mitibeilangen.  191 

und  9.  Da  die  vordere  Brennweite  f  in  Berücksichtigang  des  Vorzeichens 
der  Richtung  der  Lichtbewegung  wesentlich  negativ  ist,  so  sind  die  Senk* 
rechten  FT  und  <PT'  gleich  y-fq>.  Zieht  man  die  Transversale  PT 
bis  W  und  die  Gerade  WTP\  so  ist  P'  der  gesuchte  Bildpunkt  von  P. 
Es  ist  nftmlich 

FP.0F^FT.0T\     loSt=/'9>- 

Um  nun  das  CoUineationscentrum  Cp  der  Ebenen  p  und  p'  zu  finden, 
mache  FU=  FH^szf^  OV'ss<PK*=g>  und  ziehe  die  Transversalen  JP 17 F 
und  0V'ü\  Weiter  ziehe  man  die  Transversalen  PÜMp  und  MpITP\ 
ausserdem  die  Winkelhalbirende  MpM;  dann  sind  P'  und  Cp  die  gesuchten 
Punkte.  Es  lässt  sich  nämlich  beweisen,  dass  die  Hauptpunktsstrahlen 
UH  und  TTH'  sich  in  einem  Kreispunkte  N,  die  Knotenpunktsstrahlen  VK 
und  y'K'  in  einem  Kreispunkte  M  schneiden,  dessen  Verbindungslinie 
MMp  den  Winkel  PMpP'  halbirt.  Es  ist  F'JT  parallel  Ü'H'  und  UH 
parallel  VK  Der  Winkel  PFV  sei  gleich  a;  dann  ist  auch  P'(I>F'=a 
imd  UY'U'  =  180<^  -  a.  Femer  sind  die  Winkel  FHÜ  und  <^fi"?7'  gleich  ^  a, 
rorO"  gleich  180®—  a=  UV'U\  Folglich  ist  ^ein  Kreispunkt,  was  auch  aus 
gleichen  Gründen  für  M  gilt.  Nun  ist  der  Bogen  U'M=  MU,  weil 
U'7*^  MN  ^  NU  ist]  folglich  der  Peripherie  winkel  U'Mp  M  gleich  UMp  M, 
also  MMp  Winkelhalbirende. 

Um  noch   zu   beweisen,    dass  P   und  P'  conjngirte   Punkte   und   Cp 

Collineationscentrum  zu  p  und  p'  ist,    geht  man  aus  von  der  Aehnlichkeit 

der  Dreiecke  PFU  und  U'OP\     Der  Winkel  P'OÜ'  ==  PFU^a,   der 

Winkel  PMpP'  ebenfalls  gleich  a,   da  er  das  Sopplement  von  W'TJ'  ist. 

Die   Schenkel  PP'  und  PMp    des  Winkels   TPMp  bilden   also    mit   den 

Schenkeln    TJ'O   und    TJ'P*   des  Winkels   P'U'0   die   gleichen  Winkel  a; 

folglich  sind  sie  einander  gleich  und  die  Dreiecke  FP  U  und  (Z>  f/'P'  ähnlich. 

Daraus  folgt 

FP.OP'=^FU.OÜ\ 

oder,  wenn  man  wiederum  PP=£o,  (DP'=|j  setzt,  ^o^i  =  fg>'  Deswegen 
sind  P  und  P'  conjugirte  Punkte.  Da  aber  auch  PMpP'  denselben  Dreiecken 
fthnlich  ist,  so  wird  durch  die  Winkelhalbirende  MpM 

FP  ^  MpP  ^CpP 
Fü      MpP'^üpP' 

and,  wenn  man  die  Object-  und  Bildgrössen  mit  p  und  p  bezeichnet,  mit 
Bfleksicht  auf  das  Vorzeichen  der  Richtung 

IsL^P^  Q,P 
-/      P      CpP' 

Demnach  ist  Cp  das.  Collineationscentrum  und  in  gleicher  Weise  lässt 
sieh  der  Achaenpunkt  Ep  ÜDden,   in   welchem  die  CoWme^Woii^^V^^TL^  ^« 
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Bündel  P  und  P'  normal  zur  Achse  steht.  Der  Kreis  trifft,  wie  sich 
ehenfalls  leicht  nachweisen  Iftsst,  die  Achse  in  den  Listing'schen  Symp- 
tosen  8  und  S' . 

Die  Constrnction  lässt  sich  nun  offenbar  dahin  erweitern,  dass  alle 
Kreisschaaren ,  deren  Centra  in  der  senkrechten  Mediane  von  FO  liegen 
und  deren  Potenzen  bezüglich  der  Brennpunkte  F  und  <P  den  Werth 
—  Z'g)  haben,  Sjmptosenkreise  sind  und  in  gleicher  Weise  die  Achsen- 
punkte Cp  und  Ep  finden  lassen.  Von  diesen  Kreisschaaren  sind  dann  die 
Kreise  von  Möbius,  Lippich,  HSllsten  und  Helm  specielle  Fälle. 

Rostock,  im  November  1892.  Matthiessen. 


XI. 
Die  BrennpanktmeclianismeiL 

Von 

Dr.  L.  BURMESTEB, 

Professor  an  der  KönigL  Technischen  Hochschule  in  München. 


Hierzu  Tafel  III,  IV  und  V. 


L  Die  Constmotionen  und  Eigensohaften  der  Brennpunktmechanismen. 

1.  £in  Mechanismus,  bei  dem  die  Punkte  eines  jeden  Gliedes  in 
Bezug  auf  jedes  andere  Olied  sich  in  bestimmten  Bahnen  bewegen,  wird 
ein  zwangläufiger  genannt;  und  wenn  mehr  Bedingungen  erfüllt  werden, 
als  zur  Zwangläufigkeit  im  Allgemeinen  erforderlich  sind^  dann  heisst  der 
Mechanismus  ein  zwanglSufiger  übergeschlossener,  oder  kurz  ein  über- 
geschlossener Mechanismus.  Die  Auffindung  und  Untersuchung  der  über- 
geschlossenen Mechanismen  bereichert  die  Geometrie  mit  vielen  neuen 
invarianten  Beziehungen ;  deshalb  wollen  wir  die  übergeschlossenen  Mechanismen 
behandeln,  aufweiche  Hart*,  Kempe**,  Darboux***  hingewiesen  haben, 
und  die  wegen  ihrer  interessanten  Eigenschaften  besondere  Beachtung  ver- 
dienen. Denn  wir  werden  dadurch  zu  merkwürdigen  Brennpunkt -Beziehungen 
verftnderlicher  Kegelschnittschaaren  und  zu  vielen  neuen  übergeschlossenen 
Mechanismen  gelangen. 

In  Fig.  4  und  5,  Taf.  III  sind  die  vier  Glieder  eines  Gelenkvierecks 
TU  VW  durch  die  auf  den  Vierecksseiten  ausserhalb  oder  innerhalb  be- 
findlichen Gelenkachsen  Ä^  B,  C,  D  mit  den  vier  Gliedern  ÄF^  BF^  CF,  DF, 
die  in  F  eine  gemeinsame  Gelenkachse  haben,  so  verbunden,  dass  die 
beiden  Vierecke  TAFB,  FCVB  und  die  beiden  Vierecke  TJAFB,  FCWD 
entgegengesetzt  ähnlich  sind.  Wir  werden  erkennen,  dass  der  durch  diese 
Verbindung  erhaltene  ebene  Gelenkmechanismus,  dessen  Achsen  zur 
Zeichnungsebene  senkrecht   und   durch    Punkte   dargestellt  sind,  ein  über- 


*  Proceedings  of  the  London  MatbiBmatical  Society.    Vol.  VIII  p.  288.  1877. 
•♦  Daselbst,  Vol.  IX  p.  138.    1877. 

***  Bulletin  des  Sciences  mathematiques  el  astronomiques.    2^m®  s^r.  T.  III, 
p.  144.    1879. 
Uit§ebim  CMätbemutik  u.  Physik.  38.  Jahrg.  ISüS.  4.  Heft.  ^^ 
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geschlossener  ist,  nnd  dass  es  bei  einem  Gelenkviereck  TUVW  unendlich 
viele  derartig  angeschlossene  Gelenkpnnkte  F  giebt,  von  denen  je  zwei 
als  zusammengehörig  die  Brennpunkte  eines  veränderlichen  Kegelschnittes 
sind,  der  die  vier  Seiten  des  Gelenkvierecks  während  der  Bewegung 
beständig  berührt;  deshalb  wollen  wir  einen  solchen  ttbergeschlossenen 
Mechanismus  einen  Brennpunktmechanismus  nennen. 

2.  In  Fig.  1  ist  ein  Kreis  k  gegeben,  und  auf  einer  durch  den  Mittel- 
punkt A  gehenden  Geraden  nehmen  wir  zwei  beliebige  feste  Punkte  T,  ü 
an;  ferner  setzen  wir  die  Abstände  TÄ  =  a^^  UA  =  a^^  TU  =  a.  Bezeichnen 
wir  nun  den  Radius  ÄF  mit  o  und  verbinden  wir  einen  beliebigen  Kreis- 
punkt F  mit  den  Punkten  T,  Uj  so  ist: 

a«  +  a.«  -  TF^         «2  +  a^2  _  (/jp2 


oder 

a, UF^  -a^TF^=^  a, («« +  a,^)  -  a, («« +  a,»), 

und  weil  Oi-- 02^=0  ist,  ergiebt  sich 

Ist  nun  eine  Gleichung  in  der  Form 

n^UF^'-n^TF^^l 

gegeben,  so  repräsentirt  diese  Gleichung  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  il 
auf  der  Geraden  T  U  liegt ;  denn  die  Lage  des  Mittelpunktes  Ä  und  der 
Radius  a  sind  durch  die  Gleichungen 

Ol  a^ 


bestimmt 

3.   Betrachten  wir  den  in  Fig.  2  gezeichneten  fünfgliederigen  Gelenk- 
mechanismus TUBFD,  dessen  Gliedlängen 

gegeben  sind,  und  denken  wir  uns  den  Gelenkpunkt  F  gegen  das  als  fest 
angenommene  Glied  TU  so  bewegt,  dass  die  Winkel  FBU,  FDT  ent- 
weder gleich  sind,  wie  in  Fig.  2,  oder  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen, 
wie  in  Fig.  3,  dann  wird  dieser  Mechanismus  zwangläufig  geführt.  Um  die 
Bahn  des  unter  dieser  Bedingung  bewegten  Gelenkpunktes  F  in  Bezug  auf 
das  feste  Glied  TU  abzuleiten,   beachten  wir,    dass  der  Bedingung  gemäss 

±cosFBU=^cosFDT 

ist^   und   das   positive  Vorzeichen   dem  ersten,    das  negative  dem  zweiten 
^«//  Antspricbt.     Hiernach  erhalten  wir  die  Gkicbuug: 
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6,1?  d^d 

welche  den  ersten  and  den  zweiten  Fall  enthält;  denn  je  nachdem  der 
Pankt  F  bezüglich  der  Strecken  UB^  TD  nach  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Seiten  gelegen  ist,  erhalten  die  Strecken  /3,  ö  gleiche  oder  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 

Dnrch  Umformung  ergiebt  sich 

Da  diese  Gleichung  einen  Kreis  repräsentirt ,  dessen  Mittelpunkt  Ä 
auf  der  Geraden  TU  liegt,  so  bewegt  sich  der  Gelenkpunkt  F  auf  diesem 
Kreise. 

Durch  Einfügung  eines  Gliedes  AF^  welches  in  A  und  F  drehbar  an 
den  Mechanismus  angeschlossen  ist,  erhalten  wir  einen  sechsgliederigeu 
zwanglXufigen  Mechanismus,  bei  dem  in  Fig.  2  die  Winkel  FBU^  FDT 
beständig  gleich  sind  und  in  Fig.  3  sich  zu  zwei  Bechten  ergänzen. 

Bezeichnen  wir  wie  vorhin  die  Strecken  TA^  VA  resp.  mit  a^^  a,, 
den  Radius  mit  o,  dann  ist 

<h  A^ 

o(a*-a,a,)       d,d(V  +  (3*)  -  6./S(d,»+  i»)' 


Hieraus  ergiebt  sieb 


o,  —  *»  =  <*• 


2) 


^1  J_  ^^ 


» 


4) 


=  ^  (V +  /?«)- ^*  W  +  a*)  +  a.a,. 


Durch  das  Verhältniss  a,  :  a2  ist  die  Lage  des  Kreismittelpunktes  A 
auf  der  Geraden  TV  bestimmt,  und  derselbe  liegt  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  Strecke  TV ^  je  nachdem  ßy  b  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vor- 
leichen  haben. 

Machen  wir  in  Fig.  4  und  5,  wo  die  Winkel  FBU^  ZDTresp.  gleich 
sind  oder  sich  zu  zwei  Bechten  ergänzen,  die  Winkel 

BFV=:DTF,     DFW=BUF, 

80  erhalten  wir  auf  UBj  TD  die  Punkte    7,  W  und  es  ist  das  Dreieck 
FBYojTDF,  das  Dreieck  FDW  (\>  ÜB  F. 
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Setzen  wir  UV ^  h,  UB=b^,   VW=  c,  WD  =  d^,  WT=^d,   dann 
ist  in  Folge  dieser  entgegengesetzt  ähnlichen  Dreiecke 

5)  UFiß:h^^FWxd^i6,     TF :  6  :  d^^  FV :  \:  ß, 
und  hiernach: 

6)  h^dl  =  h^d^  =  ß8, 

7\  ^  — ^ 

In  Fig.  4  ist  Winkel  UFV==  TFW,  also  auch  Winkel  2FÜ:=  WFV; 
in  Fig.  5  dagegen  ergänzen  sich  diese  Winkelpaare  zu  zwei  Rechten. 
Es  ist  demnach 

TF*+  Uh^^a^  ^  WF^  +  VF^-(? 

-         TF.UF        "■         WF.VF 
und 

WF   VF 

^^±YTroF^^^^'^^^'  +  ^'^'^^^''^^^'' 

Aus  den  Proportionen  in  5)  folgt: 

WF  ^dj^_±       VF  ^h-i. 
ÜF"  ß"  h^'      TF'^  ö  ""d/ 

und  durch  Einsetzung  ergiebt  sich 

ßd 

Der  Factor  ^-^-  erhält    das    positive    oder  negative   Vorzeichen,    je 

nachdem    ß,   8   entsprechend    dem    ersten    und   zweiten  Fall  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 
Durch  Umformung  erhalten  wir 


c» 


-\.^.'\^iß'TF^-ä,d.UF^)  +  ^^^a^ 


und  in  Hinsicht  auf  1) 

Dieser  fdr  c'  erhaltene  constante  Werth  vereinfacht  sich  durch  Ein- 
führung von  ai,  Os  und  a  aus  3),  4);  denn  dann  ergiebt  sich 

9)  0»=^. 

Die  Seite  VW  =  c  des  Vierecks  TUVW  ist  also  während  der  Be- 
wegung constant ,  und  wir  können  demnach  dieses  Viereck  in  Fig.  4  und  5 
als  ein  Gelenkviereck  betrachten. 

In  Folge  der  symmetrischen  Beziehungen  beschreibt  auch  der  Oelenk- 
2D  Bezug  auf  das  Glied  VW  emen  Kxei^^  dft^^^n  Mittelpunkt  C 
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^-.-    -.-"^i^«.^.*v  ^> 


anf  der  Geraden  TW  liegt.  Es  können  also  die  vier  Glieder  FÄ,  FB^ 
FCy  FD^  welche  in  F  darch  eine  gemeinsame  Achse  verbanden  sind, 
anch  in  den  Punkten  Ä^  B^  (7,  D  an  die  vier  Seiten  des  Gelenkvierecks 
rCTFW drehbar  angeschlossen  werden,  und  wir  erhalten  somit  einen  acht- 
gliederigen  ttbergesohlossenen  Mechanismus. 

Setzen    wir   die   Strecke  F(7=Cj,    WC=^c^^    so    ergiebt   sich   nach 
Analogie  aus*  der  Formel  2): 

and  weil  nach  7)  ,         , 

ist,  folgt  auch 

Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  gegenüber  liegenden  Seiten  TD",  WV  und  J7F, 
TWdes  Gelenkviereckes  TTZFTTwerden  von  den  Punkten 
A^  C  und  B^  D  in  gleiche  Verhältnisse  getheilt. 

Es  ist  also  «_A__fi. 

demnach  erhalten  wir  durch  Einsetzung  in  9) 

und  wegen  der  symmetrischen  Beziehungen  ist,  wenn  wir  den  Radius  FC 
mit  y  bezeichnen,  , 

Folglich  ergeben  sich  die  Verhältnisse 

a*  _  6,  c,  _  Oj&i       ^*  _  Ogl»! 

Ferner  ist  nach  5),  2),  6): 

.?ZL  =  V      y    »2    M^f^^ 

Hiemach  stehen  die  betreffenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke  IJAF^ 
FCW  in  gleichem  Verhältnisse  und  folglich  sind  diese  beiden  Dreiecke 
entgegengesetzt  ähnlich.  Wegen  der  symmetrischen  Beziehung  gilt  das. 
selbe  anch  von  den  beiden  Dreiecken  TÄF,  FCV. 

Da  nach  der  obigen  Bestimmung  der  Punkte   V,  W 

TDFcoFBV,     UBFooFDW 
ist,  so  ergiebt  sich  die  entgegengesetzte  Aehnlichkeit  der  Vierecke 

TDFA  ro  FBVC,     UBFA  cvj  FDWC. 
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1  ^.^^«^«^w^V  ^»    -^  *»>*••   ^.  "^  --     — .  — .  -^  j^    ■*  / 


Damit  ist  bewiesen,  dass  der  betrachtete  übergeschlossene  Gelenk- 
mechanismus in  Fig.  4  und  5  gemäss  unserer  Definition  ein  Brennpunkt- 
mechanismus ist. 

Das  Gelenkviereck  TU  VW  wollen  wir  das  Stammviereck  und 
jene  Vierecke  mit  der  gemeinsamen  Ecke  jPdieFachvierecke  nennen ,  die 
Gelenkpunkte  F,  in  welchem  die  vier  Glieder  durch  eine  gemeinsame  Achse 
verbunden  sind^  die  Viergliedpunkte  und  die  Gelenkpunkte  Ä,  By 
C7,  D  die  Anschlusspunkte  nennen.  Zu  jedem  Viergliedpunkte  F 
gehören  vier  bestimmte  Anschlusspunkte  A^  B,  C,  D^  die  entweder  wie 
in  Fig.  5|  alle  auf  den  Seiten  des  Stammvierecks  oder,  wie  in  Fig.  4,  alle 
auf  den  Verlängerungen  dieser  Seiten  liegen. 

4.   Da  in  Fig.  4  und  5  wegen  jener  entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke 

der  Winkel  ^j^j^  =VBC,     FDC=  UBÄ 

ist,    so    folgt,   je    nachdem   die   Anschlusspunkte   Ä,  B,   C^  D  ausserhalb 
oder  innerhalb  auf  den  Seiten  des  Stammviereoks  liegen,  dass 

ABC  ^  ABC  oder  ABC  ==\m^ -- ABC 

ist  und   die  vier  Anschlusspunkte  auf  einem  Kreise   liegen.     Demnach  er- 
halten wir  den  Satz: 

Bei  dem  Brennpunktmechanismus  liegen  die  vier 
Anschlusspunkte,  welche  einem  Viergliedpunkt  an- 
gehören, auf  je  einem  Kreise. 

Es  ist  nach  6)  6.<i,=  6,d,  =  /JÄ, 

und  wegen  der  symmetrischen  Beziehung  also  auch 
folglich  a,c.=a,c,  =  «y; 

13)  a^}>^c^d^=  a^\c^d2  =  aßyB. 

Nach  dem  Satze  von  Menelaus  ist  in  Fig.  6,  wenn  <t>j  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AB  und  der  Diagonale  TV  bezeichnet, 


TA.  UB.V<t>^   _ 


1, 


Aü.BV.(i>iT 
also 

0,62       70,       Cid^' 

Demnach  schneiden  sich  die  Geraden  AB,  CD  in  einem  Punkt  <t>| 
der  Diagonale  TV  des  Stamm  Vierecks ,  und  ebenso  auch  die  Geraden  BC, 
DA  in  einem  Punkt  Oj  der  Diagonale  UW. 

Da    die   Anscblusspunkte  Ay   B,   C,   D  auf  einem   Kreise  liegen,   so 

sind    die    Dreiecke  <i>^BC^    <i>^DA    ähnlich,    und  es  ist  demnach  0,    der 

selbstentsprechende  Punkt  für  die  entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke  TDFA, 

"^  Ebenso   ergiebt  sich,    dass  0,  ^®^  selbstentsprechende  Punkt  für 

mgeaetzt  ähnlichen  Vierecke  \JA1£1^^  FC  WD  ist. 
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ZU  bestimmen.  Wir  beschreiben  die  Kreise  PXFy  P  YF^  welche  die  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Stamm  Vierecks  resp.  in  den  Punkten  Bj  D  und 
Ä^  C  schneiden.  Die  Verbindangsgeraden  BD,  AC  sind  Tangenten  an 
der  nicht  gezeichneten  Parabel  tc,  weil  die  Punkte  B^  D  die  Strecken 
UV,  TW  und  die  Punkte  A,  C  die  Strecken-  TU,  WV  in  gleiche  Ver- 
hftltnisse  theilen.  Die  Winkel  FBU,  FDT  und  ebenso  FAU,  FCV  er- 
gänzen sich  zu  zwei  Rechten. 

Beschreiben  wir  ferner  die  Ejreise  FUV^  FTWy  die  wir  mit  h.  Je 
bezeichnen,  so  ergänzen  sich  die  Peripheriewinkel  UFV,  TFW  im  be- 
trachteten Falle  zu  zwei  Rechten,  und  die  Gebilde  PUBVk,  PTDWk' 
sind  ähnlich.  Wenn  wir  nun  zu  dem  Punkt  F  des  Kreises  k  den  ent- 
sprechenden Punkt  F'  auf  dem  Kreise  Je  bestimmen,  dann  liegen  die 
Punkte  FDF'  in  einer  Geraden,  und  es  ist  hiemach  der  Winkel 

FUB  =  F'TD  =  DFW. 

Da  ausserdem  der  Winkel  UBF  s=  FDW  ist,  so  sind  die  Dreiecke  UBF, 
FDW  ähnlich.  Ebenso  ist  der  Winkel  FVB  =  FWD  =^  DFT  und  folg- 
lich sind  auch  die  Dreiecke  TDF,  FBV  ähnlich.  In  gleicher  Weise  er- 
giebt  sich,  dass  die  Dreiecke  UAF,  FCW  sowie  TAF,  2?^ CF  ähnlich 
sind.     Demnach  folgt  die  entgegengesetzte  Aehnlichkeit  der  Vierecke: 

TDFA  (\>  FBVC  und  UBFA  <v  FDWC. 

Die  vermittelst  jener  Kreise  PXF,  PYF  auf  den  Seiten  des  Stamm- 
vierecks erhaltenen  Punkte  A,  B,  (7,  D  sind  also  die  vier  Anschlusspunkte, 
welche  dem  Viergliedpunkt  F  entsprechen.  So  erhalten  wir  zu  jedem  auf 
der  Focale  q)  angenommenen  Viergliedpunkt  F  die  entsprechenden  vier 
Anschlusspunkte  A,  Bf  C,  D,  die  entweder  alle  vier  innerhalb  auf  den 
vier  Seiten  des  Stammvierecks  oder  auf  deren  Verlängerungen  liegen. 
Verlegen  wir  den  Viergelenkpunkt  F  auf  der  Focale  in  einen  Eckpunkt 
des  Stamm  Vierecks ,  z.  B  in  den  Eckpunkt  F,  so  fallen  die  beiden  Anschluss- 
punkte jB,  C  in  F  zusammen;  der  Anschlusspunkt  A  fällt  in  U  und  der 
Anschlusspunkt  2)  in  TF.    Es  ergiebt  sich: 

Die  Gesammtheit  aller  an  das  Stammviereck  ange- 
schlossenen Viergliedpunkte   bilden   während    der  Be- 
wegung die  veränderliche  Focale,   welche  dem  Stamm- 
viereck angehört. 
tf.   Sind  F,  G  in  Fig.  8   die   beiden  Brennpunkte   eines  dem  Stamm - 
Viereck  TUVW  eingeschriebenen  Kegelschnitts,  denen  resp.  die  Anschluse- 
punkte  Afy   Bf,   Cf,  Bf  und  Ag,  Bg,   Cg,   Dg  entsprechen,   dann  gilt  be- 
kanntlich die  Gleichheit  der  Winkel : 

FTAf  =  DgTG,     FUAf^BgUG,      FVBf=CgVG,      FWCf^DgWG. 

Ferner  ist  der  Winkel 

FTAf=^VFCf,    DgTG  =  BgGVy  B,ho  VFCf^BgGV, 

und  Li'ernacb  sind  die  Dreiecke  FVCfy  GtYBg  ^xi\>%f^%^\i%^vtiz\,  ähnlich. 
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Seiten  des  Stammvierecks  and  die  Geraden  HFY^  OJY  bilden  gleiche 
entgegengesetzte  Winkel  mit  den  durch  T  gebenden  Seiten  desselben. 

Den  beiden  Viergliedpunkten  JP,  H  entsprechen  auf  den  Seiten  I/F, 
TW  dieselben  Anschlusspunkte  J3/a,  D/^a.  Wegen  der  gleichen  Winkel 
Bfh^F,  DfhXH  sind   die  Kreissehnen   FH,  Bf^D/h  t)arallel  und  es  ist 

FBfh  =  HDfh,     FDfh  =  HBfH. 

Diese  vier  Strecken  bilden  demnach  ein  gelenkiges  Antiparallelogramm 
BfhFJPfhH.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  drei  Punktpaareo  HG,  GJ, 
FJ  mit  den  zugehörigen  Anschlusspunkten,  und  wir  erhalten  somit  die 
in  Fig.  10  dargestellten  vier  gelenkige  Antiparallelogramme ,  welche  ge- 
lenkig an  das  Stamm viereck  TUVW  angeschlossen  sind. 

Von  diesem  Brennpunktmechanismus  mit  vier  angeschlossenen  Brenn- 
punkten ist   in   Fig.  11  ein  Theil   besonders  gezeichnet,   wo  das  gelenkige 

• 

Antiparallelogramm  B/hFD/hH durch  die  Glieder  B/hU^  FA/i,  D/hT,  HAhg 
mit  dem  Gliede  TJ  T  gelenkig  verbunden  sind ,  und  dieser  Theil  bildet  auch 
einen  ttbergeschlossenen  Mechanismus. 

Die  beiden  an  das  Stammviereck  T  UVW  angeschlossenen  Brennpunkt- 
paare FG  und  HJj  welche  in  der  dargelegten  Beziehung  stehen,  wollen 
wir  stammverwandte  Brennpunktpaare  nennen. 

Demnach  sind  auch  die  gegenüber  liegenden  Eckpunkte  TF,  UW  des 
Stammvierecks  stammverwandte  Brennpunktpaare. 

8.  Die  in  Fig.  9  gezeichneten  Verbindungsgeraden  der  Punkte  B/kD/k 
und  A/iC/if  welche  Tangenten  an  der  dem  Stamm  viereck  TUVW  ein- 
geschriebenen Parabel  sind,  schneiden  sich  in  einem  Punkt  E,  der  mit 
dem  Brennpunkt  F  und  dem  Brennpunkt  P  dieser  Parabel  in  einer  Geraden 
liegt;  denn  die  Geraden  B/hD/k,  A/iC/i,  FP  sind  gemeinsame  Sehnen  je 
zweier  der  drei  Kreise,  die  resp.  durch  die  vier  Punkte  PBfhFBfky 
PAfiFCfiy  AfiBfhCfiDfh  gehen.  Ferner  ist,  wie  schon  erwähnt,  BfkDfh 
parallel  FF,  ebenso  A/iC/i  parallel  FX,  Dieselben  Beziehungen  gelten  wegen 
der  Gleichartigkeit  der  Anordnung  für  die  übrigen  Paare  der  Anschluss- 
punkte. 

Zu  einem  gegebenen  Anschlusspunkt,  z.  B.  zu  A/i^  können  wir  die  ent- 
sprechenden Viergliedpunkte  und  die  zugehörigen  übrigen  Anschlusspunkte 
ohne  die  Focale  q>  construiren,  wenn  wir  annehmen,  dass  der  Parabel- 
brennpunkt P  gezeichnet  ist.  Wir  beschreiben  den  Kreis  PYA/i,  der  die 
Seite  VW  in  C/i  trifft,  ziehen  ferner  durch  X  zu  A/iC/i  die  Parallele 
XJF^  die  den  Kreis  in  den  beiden  entsprechenden  Viergliedpunkten  jP,  J 
schneidet.  Die  Kreise  PXJP,  PXJ  liefern  dann  resp.  die  Anschlusspunkte 
B/hD/hy  BffiDgi. 

Nehmen   wir  also   auf  der  Seite  TU  einen  beliebigen  Anschlusspunkt 

'^0   entsprechen  diesen^  auf  der  Focale  zwei  Viergliedpunkte  JP,  J, 

maginär  sein    können,   und  {einet  eTit&pte<^VL«n  dem  Anschluss- 
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pankt  fi  ist,  föllen  wir  von  Q  und  Bpq  anf  P(a  die  Senkrechten  QTT  nnd 
BpqQ^  dann  ist  QTT  die  Polare  für  P  in  Bezug  auf  den  Kreis  x^  und  6 
die  Mitte  der  Strecke  PTT.  Die  Punkte  P,  TT  können  wir  demnach  als 
Grenzpunkte  eines  Kreisbüschels  beti'achten,  zu  denen  der  Kreis  Xq  und 
die  Gerade  BpqQ  als  Chordale  gehört.  Wegen  der  symmetrischen  Be- 
ziehungen folgt,  wenn  wir  von  dem  auf  TU  befindlichen  Anschlusspunkt  ii^n 
der  zu  P  gehört,  auf  Pft  die  Senkrechte  fällen,  dass  deren  Fusspunkt  mit 
6  identisch  ist.  Die  drei  Punkte  Apry  6,  Bpq  liegen  also  in  einer  auf 
Pft  senkrechten  Geraden,  die  als  unendlich  grosser  Kreis  betrachtet  auch 
die  auf  TUy  UV  im  unendlichen  liegenden  Anschlusspunkte  ^^9 >  S^r  ent- 
hält und  demnach  die  Chordale  des  Kreisbüschels  Km»  ist.  Demzufolge 
sind  P,  TT  die  Grenzpunkte  des  Kreisbüschels  Ktuv^  welches  durch  den 
Parabelbrennpunkt  P  als  den  einen  Grenzpunkt  und  Kreis  TUV  bestimmt 
ist     Aus  diesen  Beziehungen  folgt  der  Satz: 

Die  entsprechenden  Anschlusspunktreihen  auf  zwei 
benachbarten  Seiten  des  Stammvierecks  sind  die  ent- 
sprechenden involutorischen  Punktreihen,  welche 
diese  beiden  Seiten  mit  einem  Kreisbüschel  bilden, 
zu  dem  der  Parabelbrennpunkt  als  der  eine  Grenzpunkt 
und  der  durch  die  drei  betreffenden  Ecken  des  Stamm- 
vierecks gehende  Kreis  gehört. 

Da  es  vier  Paare  benachbarter  Seiten  des  Stammvierecks  giebt,  so 
treten  vier  solche  Kreisbüschel  Ktuv)  ^uvw*  ^vwt^  K^ptu  ^^^9  für  die  der 
Parabelbrennpunkt  P  ein  Grenzpunkt  ist  Diese  Kreisbüschel  haben  also 
stets  zwei  im  'Endlichen  liegende  imaginäre  Grundpunkte  und  die  Seiten 
des  Vierecks,  welches  von  den  vier  zu  dem  Parabelbrennpunkt  P  ge- 
hörenden Anschlusspunkte  Apr)  Bpq^  Cpri  Bpq  gebildet  wird,  sind  die 
Chordalen. 

Bei  jedem  Gelenkviereck  giebt  es  eine  Stellung,  in  welcher  dasselbe 
ein  Kreisviereck  ist,  die  vier -Ecken  also  auf  einem  Kreise  liegen.  Wenn 
diese  Stellung  eines  Stammvierecks  in  bekannter  Weise "^  construirt  wird, 
dann  vereinen  sich  jene  Kreisbüschel  zu  einem  einzigen,  zu  welchen  der 
Parabelbrennpunkt  P  als  der  eine  Grenzpunkt  und  der  dem  Stammviereck 
umschriebene  Kreis  gehört.  Die  entsprechenden  Anschlusspunktpaare  aller 
vier  Seiten  des  Stammvierecks  liegen  dann  auf  je  einem  Kreise  dieses 
Kreisbüschels,  und  jeder  dieser  Kreise  enthält  demzufolge  die  acht  An- 
schlusspunkte ,  die  zu  je  zwei  stammverwandten  Brennpunktpaaren  gehören. 

12.  Wir  wollen  noch  einige  besondere  Fälle  betrachten,  bei  denen 
die  Seiten    des  Stammvierecks   in    angenommener  Längenbeziehung   stehen, 

•  Apollonias,  Ebene  Oerter.     Wiederhergestellt   von   R.  Simson.     1796. 
8.4Sß  animetrie.  2.  Aufl.   S.  239.  —  Baltzer,  Elemente  der  Mathe- 

3.  132. 
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Änschlnsspunkte  auf  den  Seiten  TA ,  FD  dieses  Fachvierecks.  In  analoger 
Weise  ergiebt  sich ,  wenn  wir  auf  TfV  den  Anscblusspunkt  Dp  bestimmen 
and  dnrcb  PDpXt  einen  Kreis  beschreiben,  dass  derselbe  durch  den 
Parabelbrennpunkt  Pt  geht  und  die  Seite  ÄF  des  Fachvierecks  TA  FD  in 
dem  zu  P  gehörenden  Anschlusspunkt  A  schneidet,  wobei  DpA  parallel 
P  Tt  ist.  Sind  also  die  Anschlusspunkte  Ap ,  Dp  construirt  und  ziehen  wir 
Äp^  parallel  PXt^  Dp^  parallel  PZr,  so  sind  4p>  A,  A,  Dp  die  zum 
Punkte  P  gehörenden  vier  Anschlusspunkte  auf  den  Seiten  des  Fach- 
vierecks TA  FD,  In  Fig.  25  sind  ferner  die  zum  Punkte  P  gehörenden 
¥ier  Anschlusspunkte  Bp,  B,  f,  Cp  auf  den  Seiten  des  Fachvierecks  TB  FC 
construirt  und  dadurch  ist  der  Punkt  P  zugleich  auch  an  die  beiden 
anderen  Fachvierecke  UAFBy  WC  FD  angeschlossen  und  wir  erhalten 
den  Satz: 

Bei    einem     Brennpunktmechanismus     kann     der 
Parabelbrennpunkt     P,     welcher     in     den     Anschluss- 
punkten Apy  Bpy  Cp,  Dp  mit  den  Seiten  TU,  UV,  VW,  WT 
des  Stammvierecks  TUVW  gelenkig  verbunden  ist,  auch 
in  den  Punkten  A,  B,  F,  A  mit  den  zu  einem  beliebigen 
Brennpunkt  J' gehörenden   Gliedern  AF,  BF,  CF,  DF 
gelenkig  verbunden  werden. 
Der  80  erhaltene   übergeschlossene  Mechanismus  in  Fig.  25,   bei  dem 
acht  Olieder   im  Punkte  P  ein  gemeinsames  Gelenk  besitzen,   enthSlt  vier 
Brennpunktmechanismen ,  bei  denen  die  vier  zu  F  gehörenden  Fachvierecke 
FAUB,   FBVC,   FC  WD,   FDTA  als  Stammvierecke  auftreten;    und 
in  jedem  dieser  Brennpunktmechanismen  befinden  sich  zwei  Paare  ähnlicher 
Fachvierecke.     Die   vier    Gruppen    von    den    vier    zugehörigen    Anschluss- 
punkten   kApBpB^    BBpCpV,    VCpDpA,    ADpA.fii  liegen   auf  je   einem 
Kreise. 

In  dem  Brennpunktmechanismus  mit  dem  Stammviereck  FDTA  und 

Yiergliedpunkt  P  ist 

PApTDpC^FAPfia. 

In   dem  Brennpunktmechanismus   mit   dem  Stammviereck  FBVC  und 

Yiergliedpunkt  P  ist 

VCpPBpr\jPBFr. 

Es  ist  ferner  in  dem  Brennpunktmechanismus  mit  dem  ursprünglichen 
Stammviereck  TUVW  und  dem  Viergliedpunkt  P 

PApTDpr^VCpPBp-, 

also  sind  die  Vierecke  JPAPA,    PBFVy  welche  die  gemeinsame  Diagonale 
?P  besitzen,  symmetrisch  congruent,  und  dem  zu  Folge  ist 

JPA  =  PB,   PB  =  PA,   -FA  =  Pr.   i^r  =  PA. 
Hiemach  sind  in  dem  betrachteten  übergeschlossenen  Mechanismus  die 
Yierseke  FAPB,  FAPF  gelenkige  Antiparallelogrammö,   undi  ft^VQ\WÄ\i 
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aus  demselben  die  in  Fig.  26  und  27  dargestellten  abergeschlossenen 
Mechanismen  entnommen  werden ,  in  denen  nur  noch  ein  überzähliges  Glied 
enthalten  ist. 

21.  Da  die  Focale  g?  des  Fachvierecks  TAFB  in  Fig.  28  durch  den 
Parabelbrennpunkt  P  des  Stammvierecks  TIJYW  geht,  so  folgt,  wenn 
wir  das  Viereck  TAFD  als  ein  Stammviereck  betrachten,  an  dessen 
Seiten  TA^  TB  der  Punkt  P  angeschlossen  ist,  dass  auch  die 
Focale  des  Fachvierecks  TApPDp  durch  den  Parabelbrennpunkt  Pt  dieses 
Stamm  Vierecks  TAFD  geht;  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Bei  einem  Brennpunktmechanismus  erfüllen  die 
Parabelbrennpunkte  Pt  aller  Fachvierecke  TAFD^ 
welche  die  gemeinsame  Ecke  T  besitzen,  die  Focale  des 
Vierecks  TApPDp, 

Das  Analoge  gilt  für  die  anderen  Fach  Vierecke ,  welche  resp.  die 
gemeinsame  Ecke  U^  F,   TV  besitzen. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  der  Geraden  PDp,  FD  mit  b 
und  beschreiben  wir  den  durch  P,  F^  b  gehenden  Kreis  I ,  so  folgt  nach  dem 
Satze  in  Art  16,  dass  dieser  Kreis  die  Focale  <p  des  Stammvierecks 
TTjyiV  im  Punkte  P  berührt  und  auch  die  Schuittpunkte  a,  b,  c  der 
Geradenpaare  PAp\FA^  PBp\FB,  PCp\FC  enthält. 

Sind  in  Fig.  29  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  DDp\>  die  Punkte  Xt 
P,  F  beliebig  angenommen,  und  beschreiben  wir  die  Kreise  XtDpP^ 
PbJ^,  FDXt^  so  schneiden  sich  diese  drei  Kreise  nach  einem  bekannten 
Satze  in  einem  Punkte  Pt.  In  Fig.  28  schneiden  sich  die  nicht  ge- 
zeichneten Kreise  XtDpPj  FDXt  in  dem  Brennpunkt  Pt  der  Parabel  des 
Fachvierecks  TAFD]  folglich  gebt  auch  der  mit  f  bezeichnete  Kreis  Pt)F 
durch  diesen  Parabelbrennpunkt  Pt  und  es  ergiebt  sich: 

Der  durch  die  Punkte  P,  J'gehende  Kreis  {,  welcher 
die  Focale    q>    des    Stammvierecks    TÜVW  im   Parabel- 
brennpunkt P  berührt,   geht  durch   den  Parabelbrenn- 
punkt Pt  des  Fachvierecks  TAFD  und  somit  auch  durch 
die    drei    Parabelbrennpunkte    der   drei  anderen  Fach- 
vierecke. 
Da  der  Kreis  l  die  Focale  cp  aber  noch  in  einem  zweiten  nicht  ange- 
zeichneten Punkt  F'  schneidet,   zu   dem   auch   vier   Fachvierecke   gehören, 
so    enthält    dieser    Kreis    auch    die    vier    Parabelbrenn punkte    dieser    vier 
Fachvierecke.      Der   Kreis    !   schneidet  demnach   die    Focale    nt  des    Fach- 
vierecks  TApPDpy    welche   alle   Parabelbrenu punkte    der   an    der  Ecke  T 
befindlichen   Fachvierecke    TAFD    enthält,    nur    in   den  beiden   Parabel- 
breunpnnkten ,    die   den  Punkten  F^  F     entsprechen;    folglich  muss  dieser 
Ereis  '•"'»*•   '''«  Focale  nt  des  Vierecks    TApPDp  im   Punkte  P  berühren, 
der  'fibrungspunkt   der   beiden  ¥o(^^«\i  ^)  ^  nt  \äi.     Dasselbe 
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B^  Cy  D  mit  dem  Stamm  viereck   TU  VW  verbunden  ist     Wir  ziehen  die 

von  F^  aasgehenden  vier  Diagonalen  Fj 7,  -Fjüi  F^V^  F^W  der  vier  Fach- 

Vierecke.     Auf    der    einen   Diagonale    FT   nehmen   wir   einen   beliebigen 

Punkt  r,  an,   ziehen  zu  F^Ä  die  Parallele  T,«,  welche  TU  in  21,  F^U 

in  CT,  schneidet,  zu  F^D  die  Parallele  T^a),  welche  TW  in  D,  F^W  in  W^ 

trifft     Femer   ziehen   wir   zu   F^B   die  Parallele    Z7,S,   die  auf  CTF  den 

Punkt  S  bestimmt,  zu  F^C  die  Parallele  Wj6,   welche  CT^S   in  F,  und 

VW   in    €   schneidet;    dann  liegt  der  Punkt  F|  auf  der  Diagonale  J\F. 

Denn  es  ist 

TÄ  ^  TD        UA^_UB        WD  _  WC 

«^  ""  SD  '      31^  -  ä^      ©^  "■  Ige 
und  bei  dem  B^^nnpunktmechanismus 

TA^_WC      ÜB       TD^ 

UA"  FC'      VB^^  WD' 
also 

FB      FC 

S-B^6C* 

Dieser  Construction  zufolge  ist 

T^T^^<\>  TAFJ) ,     CTSl  CT^S  ^  UAF^B 

VS^V^iS.  oü  F^J\C,  TFeiF,®  oo  TFC2^,D, 
und  ferner 

rSlTiSD  oj  FjSFS,   Cr3lf7il8ooTrieTF2). 

Demnach  ergiebt  sich  die  Aehnlichkeit  der  folgenden  Dreiecke: 

FyTUooF^Vjr^,    F^UV  oo  FJV^T^, 

FJW^F^TJJ,,    F^WTcoFJIJ^\ 

folglich  sind  die  Vierecke  TCTFTF,  ViW^T^U^  entgegengesetzt  Ähnlich  und 
der  Punkt  F^  ist  der  selbstentsprechende  Punkt  für  diese  entgegengesetzt 
ähnlichen  Vierecke. 

Hiernach  können  wir  die  eingefügten  Vierecke  T^JbT^'ti,  U%U^^^ 
FS  Fl  6,  TFeiFi®  als  Gelenkvierecke  betrachten,  und  es  ist  T^U^V^W^ 
ein  Gelenkviereck,  dessen  Seiten  in  den  Punkten  9t,  S^  €,  S)  mit  den 
entsprechend  bezeichneten  Seiten  des  Gelenkviereckes  TU  VW  drehbar  ver- 
bunden sind.  Lassen  wir  die  Glieder  AF^^  DF^j  CF^^  DF^  weg,  so  er- 
halten wir  den  in  Fig.  31  gezeichneten  übergeschlossenen  Mechanismus, 
der  auch  von  Eempe*  angegeben  wurde.  Bei  diesem  Mechanismus 
schneiden  sich  die  vier  Diagonalen  7*7*1,  ^^v  ^^n  ^^i  während  der 
Bewegung  beständig  in  einem  Punkt  J\,  der  ein  Brennpunkt  eines  dem 
Gelenkviereck  TU  VW  eingeschriebenen  Kegelschnittes  und  zugleich  ein 
Brennpunkt    eines    dem    Gelenkviereck    T^U^V^W^   eingeschriebenen  £egel- 


•  of  the  London  Mathemat\ca\  ^oc\e\,^  \%11— 1^,  "^  AX.,  ^.  188. 
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Wir  erhalten  hiernach  einen  Mechanismus,  bei  welchem  ein  Aehtglied- 
ptinkt  A|  in  anderer  Art  als  in  Fig.  32  durch  acht  Glieder  an  die  Seiten 
der  Terbundenen  OelenkTierecke  TüVW^  ^t^t^t^t  angeschlossen  ist,  und 
diener  geht  also  aus  dem  Vierungsmechanismus  in  Fig.  39  henror,  wenn 
die  beiden  benachbarten  Gelenkyierecke  T^ji/jF,  >F,  und  T^U'F' ff*  in  je 
einen  Punkt  tibergehen. 

20.  In  Fig.  41  ist  der  specielle  Fall  dargestellt,  in  welchem  nach 
Fig. 39  die  gegenüberliegenden  Oelenkvierecke  7,  U^  F,  W^  und  T^U^  ^s^i  ^°roh 
die  nicht  conjugirten  Brennpunkte  /", ,  F^  ersetzt  sind.  Fig.  42  zeigt  eine 
weitere  Specialinirung  dieses  Falles,  wo  die  Brennpunkte  F^,  F^  auf  den 
Seiten  TIV^  UV  gemeinsame  Anschlusspunkte  resp.  ß^^^  D^^  besitzen.  Es 
wird  dann  auch  das  GelenkTiereck  B^  B^  B\  B\  und  Dy  D^  D\  Jf  ^  resp.  durch 
den  Punkt  ^„,  />,|  vertreten. 

Nehmen  wir  bei  diesem  speciellen  Mechanismus  in  Fig.  43  noch  einen 
beliebigen  dritten  Brennpunkt  F^  eines  dem  Gelenkvierek  TU  VW  ein- 
geschriebenen Kegelschnittes  an,  mit  den  Anschlussgliedem  F^A^^  ^s^s* 
^%^'%^  ^8^st  ^^  giebt  es  auf  dem  Gliede  F^A^  einen  Brennpunkt  /ä  eines 
das  Gelenkyiereck  A^A\A^A^  berührenden  Kegelschnittes  und  es  kann  fa 
an  die  Seiten  dieses  Gelenkviereckes  angeschlossen  werden.  Dasselbe  gilt 
von  einem  auf  dem  Gliede  F^C^  liegenden  Brennpunkt  fc  für  das  Gelenk- 
Viereck  CyC\C\C^,  Um  dies  zu  beweisen,  verbinden  wir  in  Fig.  44  den 
Parabelbrennpunkt  P  des  Gelenkviereckes  TÜVW  mit  A^F^^  A^F^,  A^F^ 
in  den  Punkten  Aj,  A^,  Aj,  wie  in  Art.  20  angegeben  wurde,  dann  sind 
die  Winkel  PAi^i],  PAtii),  PAa^s  gleich  und  es  können  die  Glieder 
A^F^,  F^A^y  F^A^  unter  sich  durch  zwei  eingefügte  Glieder /*aai,  /aO» 
verbunden  werden.  Es  sind  femer  die  Winkel  PA^F^,  PA^F^  gleich,  weil 
die  Punkte  F,  Fj,  F^  auf  einer  Geraden ;  die  Punkte  P,  Fj,  A^y  F,  und 
P%  F^^  A^y  Y  auf  je  einem  Kreise  liegen.  Wir  erhalten  dann,  indem  wir 
den  Winkel  k^Pfa  gleich  PA^  F^  oder  gleich  PA^F^  machen,  auf  A^F^  den- 
selben Gelenkpunkt;  fa  für  die  beiden  Glieder  /*%,  fa^,* 

Andere  besondere  Fälle  ergeben  sich,  wenn  wir  in  Fig.  38  für  das 
Gelenk  Viereck  ein  gleichsohenkeliges ,  oder  ein  Antiparallelogramm  nehmen 
und  ferner  wie  oben  einige  Gelenkvierecke  durch  Punkte  ersetzen. 

Lassen  wir  in  Fig.  38  die  Gelenke  T^Ü^V^W^  und  T^U^V^lf\  weg, 
dann  erhalten  wir  den  in  Fig.  45  dargestellten  übergeschlossenen.  Dieser 
Mechanismus  bleibt  noch  übergeschlossen,  wenn  wir  ferner  drei  Glieder, 
die  je  zwei  Gelenke  besitzen,  herausnehmen;  wir  erhalten  dann  die  in  Fig.  45 a, 
46b,  46c  um  die  Hälfte  verkleinert  gezeichneten  Mechanismen.  Werden 
aber  vier  solche  Glieder  weggenommen,  dann   erbalten   wir  zwangl&ufige, 

*  Die  Brenupunktmechanismen  in  Fig.  8,  10,  25,  38,  41,  42,  43  wurden  aus 

Aluminium   angefertigt   in    dem   mathem.-physik.  Institut  von  Dr.  Th.  Edel- 

mann  in  MÜDchen.    Siehe  Katalog  mathem.  und   mathem.-physik.  Instrumente. 

ffonuMgegebeo  \on  W.  Dj ck.  1892.  S.  8S\  und  ,,lsac^ttai|^''  \%d%  iki  demselben. 
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aber   nicht    mehr   übergeschlossene    Mechanismen;    denn  für  diese  sind  die 
Bedingungen  der  Zwanglänßgkeit  erfüllt* 

Wir  haben  in  Fig.  36  einen  Mechanismas  gezeichnet ,  bei  dem  der 
Viergliedpunkt  F^  an  das  Gelenkviereck  TUVW  in  den  Punkten  -4,  B^  C,  D 
angeschlossen  ist,  die  nicht  auf  den  Seiten  des  Oelenkviereckes  liegen. 
Die  Specialisirung  dieses  übergeschlossenen  Mechanismus  führt  aber  nicht  zu 
den  Brennpunktmechanismen.  Es  ist  nun  zu  vermuthen,  dass  es  eine 
andere  Art  der  Anschliessung  von  Punkten  F^  giebt,  wo  die  Anschluss- 
punkte nicht  auf  den  Vierecksseiten  liegen,  aus  der  die  Brennpunkt- 
mechanismen als  specielle  Fälle  hervorgehen,  und  die  Auffindung  dieser 
Mechanismen  würde  zu  einer  weiteren  interessanten  Verallgemeinerung  der 
Brennpunktmechanismen  führen. 


*  Vergl.  L.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik.    1888.   Bd.  I,  S.  426. 


XII. 
Zur  Theorie  der  Ausdelmung  von  Hohlkörpern. 

Von 

Dr.  A.  Kurz 

in  Augsbnrg. 


§  1.  Im  ersten  Bande  der  physikalischen  Revue  ^  sind  die  „  Unter- 
suchungen von  Amagat  über  die  Elasticität  fester  Körper  und  die  Com- 
pressibilit&t  des  Quecksilbers^  aus  den  französischen  Annalen  vom  Jahre  1891 
übertragen  !>  in  welchen  der  Verfasser  als  Ausgangspunkt  die  Formel  für 
„die  Aenderung  des  Volumens  eines  Kreiscy linders  mit  ebenen  Orund- 
flSchen^  nimmt: 


E  B*  -  Ä,' 


•  •   • 


Dabei  ist  P|  der  äussere  und  Pq  der  innere  Druck,  E  der  Elasticitäts- 
modul  (wie  z.  B.  20000  Kilogramm  für  den  Quadratmillimeter  Eisen)  und 

fi  die   zweite  Elasticitätsconstante,   welche  Poisson  als  gleich  j  in  allen 

isotropen  Körpern  annahm.     R^  ist  der  äussere,  Bq  der  innere  Radius  und 
2J|  ^  22  >  jBq. 

Indem  ich  dem  Ursprung  dieser  Formel  nachforschte,  der  nicht  ange- 
geben ist,  fand  ich  kürzlich  in  den  Vorlesungen  über  Elasticität  von 
F.  Neumann,  welche  sein  Schüler,  Professor  0.  E.  Meyer ^  im  Jahre  1885 
bei  B.  6.  Teubner  herausgegeben  hat,  das  Nothwendige,  wenn  auch  nicht 
diese  Formel  selbst.  Lam6  handelt  in  seiner  Theorie  mathem.  de  TElasticit^ 
über  den  Hohlcylinder  viel  kürzer  im  §  67  bis  69  des  vorgenannten  Buches, 
und  die  beiden  anderen  Schüler  F.  Neumann*s,  Clebsch  und  Kirchhoff, 
behandeln,  der  Erstere  in  seiner  Theorie  der  Elasticität*^  vom  Jahre  1862, 
der  Letztere  in  seiner  Mechanik  vom  Jahre  1876  nur  die  Hohlkugel.  Diese 
folgt  bei  Neu  mann  in  den  §§  70  bis  74. 

*  Herausgegeben  vom  Privatdocent  Graetz  in  München.  1892.  (Diese  Revue 
hat  mit  demselben  Jahre  zu  erscheinen  aufgehört.) 

**  Zwei  Versehen  im  Zähler  kanu  man  leicht  an  den  Dimensionen  und  mittelst 
der  von  Amagat  hernach  vorgenommenen  Discussion  erkennen;  sie  wurden  oben 
beliebt  igt. 

Im  VIII.  Baude  dieser  Zeitschrift  wurde  dieÄea  B\3LQ\i  waÄ^^VÄlvcb.  besprochen. 
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nach  dem  Flttchenmaasse)  hinzu ,  den  man  mit  geringer  Mtthe  im  Gedftchtniss 
behält. 

und  80  könnte  man  schliesslich ,  da  D  a^  von  D^  a^^  in  Abzug  kommt, 
die  ganze  Formel  für  A  auswendig  hinschreiben.  Dies  ist  hinsichtlich  des  q 
aber  nicht  wohl  möglich. 

§3.  Clebsch  berechnet  auch  noch  die  inneren  Zug-  oder  Druck- 
spannungen, sowie  die  etwaigen  Schubspannungen  in  der  Kesselwandung. 
Man  denkt  sich  dazu  den  betreffenden  Elementarquader*  nach  einem  Kugel- 
radius gerichtet.  Dann  ist  vorauszusehen  (ohne  Rechnung),  dass  tu  für  r 
dieselbe  Formel  liefert,  wie  vorhin  (— D)  für  a.  Letzteres  Minuszeichen 
kommt  herein,  weil  D  selbst  einen  Druck  bedeutet,  und  wir  die  drei 
Grössen  f^,,  t^^^  t^  zunächst  als  Zugspannungen  denken.  Ferner  ist  a 
priori  klar ,  dass  t^^  ^  ^ss  ^^^^  muss. 

In  diesen  beiden  Formeln  enthält  das  Buch  wiederum  Fehler,  die 
theils  mit  den  im  §  1  angegebenen  zusammenhängen ,  theils  auch  äusserlich 
(an  den  nicht  klappenden  Klammern  z.  B.)  erkenntlich  sind.   Es  muss  heissen: 


AV(l-^')-i>a.(l-?i;) 


'»~  flä-a," 


Wegen  der  Berechnung  von  ^{  inass  man  zu  den  Grundgleichnngen, 
welche  die  Spannungen  durch  die  Verschiebungen  ausdrucken,  zurück- 
greifen und  findet: 

Dass  die  drei  Schubspannungen  ^^=^g^=:f^^  =  0  sind,  ist  entweder 
ohne  Weiteres,  oder  auch  schnell  aus  den  genannten  Grundgleichungen  zu 
entnehmen. 

Zur  Discnssion  setze  man  wiederum  D  =  0.  Dann  erweist  sich  t^ 
als  Druck  (weil  a>  r)  und  tff  als  Zug.  Beide  sind  an  der  inneren  Kessel- 
fläche (wo  r  =  Ol)  am  stärksten.  Da  beginnt  das  Zerreissen.  —  Neu. 
mann  führt  bei  der  Hohlkugel  wie  beim  Hohlcylinder  die  äussere  „Wirkung" 
P  als  Zug  ein  (als  in  der  Verlängerung  'des  Radius  thätig)  und  die  innere 
p  als  Druck;  die  entsprechenden  Radien  sind  22  und  r,  der  variable  «,  wo 
i2>  5  >  r  sein  muss.  Deshalb  bilden  bei  Neumann  diese  Kräfte  Summen, 
wo  in  den  §§  1  und  2  Differenzen  stehen.  Bei  Clebsch  gilt  der  Zug  als 
positiv,  der'  Druck  als  negativ.  Bei  Kirchhoff  entgegengesetzt.  Im 
Nachfolgenden  sollen  die  Bezeichnungen  von  Clebsch  beibehalten ,  N  e  u  • 
mann's  Formeln  demnach  entsprechend  umgesetzt  werden. 


•  Jn  meinem  Taschenbuche  der  Festigkeitslehre,  Berlin  Ernst  &  Korn  1877, 
habe  Ich  auch  jene  iJezcichnung  von  Clebsch  adopUtt. 
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§4.   Der   Hohlcylinder.     Die   lineare   Dilatation   im   Querschnitte 
der  Resselwandung 


hat  die  Coustanten 


c  =  «+^ 


"4[(-"-''^'~r"-"] 


wo  TT  den  längs  der  Cylinderachse  wirksamen  Zug  bezeichnet,  und 


dazu  kommt  noch  als  lineare  Veränderung  längs  dem  Cylinder: 


-M"-^'-^^^] 


Ist  somit  p,   wie  im  §  2,   mit  r  veränderlich,   so  erweist  sich  gleich- 
falls, wie  im  §  2,  die  cubische  Dilatation  der  Cylinderwaudung 

constant.  Bei  der  Berechnung  von  A  nämlich  fallen  die  zwei,  das  ß  ent- 
haltenden, Glieder  hinaus  und  es  erweist  sich 

A  =  2a  +  y 

und  nicht  etwa  gleich  {2q  +  y). 

Wohl  ist  aber 

A'=2g  +  y  für  r  =^  a^ 

die  cubische  Dilatation  des  vom  Cjlinder  umschlossenen  Hohlraumes. 
Neu  mann  macht  auf  diesen  unterschied  am  Schlüsse  des  §  67  aufmerk- 
sam, ohne  indessen  A'  anzugeben.     Ich  setze  deshalb  dasselbe  hier  her: 

A'  =  A  +  2.L+f^(D.-2».^,, 

worin  für  A  gemäss  der  drittvorhergehenden  Gleichung  eingesetzt  werden 
kann.  Ich  unterlasse  dies,  weil  sogleich  auch  noch  für  TT  daselbst  ein- 
gesetzt werden  wird. 

§5.  Neumann  macht  nämlich  im  §  68  als  erstes  Beispiel  zum  Vorigen 

2)  =  Dj  =  0. 

In  diesem  einfachen  Beispiele  einer  gezogenen  Röhre  ergeben  sich  die 
beiden  Elasticitätsconstanten  E  und  fi  der  Isotropie  experimentell  beziehungs- 
weise aus  Y  ^^^  ^^«  ß  ist  hier  Null,  und  deshalb  A  =3  A'. 

*  Aach  Hans  Götz  und  ich  haben  sich  mit  solchen  Messungen  von  (i  he- 
fsLBst;  siehe  Repert.  d.  Fhys.  v.  J.  1886  und  1887. 
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Im  §  69  „der  Hohlcylinder  unter  innerem  Drucke^  kommt  als  zweites 
Beispiel  D  =  0  and  ;,der  Hohlcylinder  soll  an  seinen  beiden  Enden  durch 
zwei  ebene  Platten,  deren  Elasticit&t  nicht  in  Betracht  komme ,  geschlossen 
sein.''     Das  Buch  setzt  dann  vermöge 

oder  nach  der  Bezeichnung  im  §  4 

und  spricht  „von  der  räumlichen  Dilatation  des  Cylinders  nr^2a 


A'  =  2(«+^)  +  y 


für  irgend  eine  Stelle  der  Cjlinderwand". 

Dies  ist  eine  ideale  Auffassung,  welche  in  dem  gleich  darauffolgenden 
Satze  an  Realität  gewinnt:  „ Hieraus  ergiebt  sich  die  Erweiterung  des 
inneren  Hohlraumes,  indem  wir  fttr  die  variable  Grösse  r  den  Werth  a^ 
einsetzen.^ 

Letzteres  habe  ich  am  Schlüsse  des  §  4  gethan. 

Ohne  die  Beschränkung  D  =  0  bei  Neumann  habe  ich  die  Rechnung 
alsdann  noch  durchgeführt  und  setze  demgemäss  im  §  4: 


es  wird  dann: 

""^^      E     '      a^^a^*       ' 
folglich 

die  cubische  Dilatation  der  Wandung.     Ihre  lineare   im  Qaerschnitte  aber 

(l-2^)(2),a,«-Z)a»)  +  (l  +  ^)(D,-2))^ 

womit  man  die  erste  Formel  des  §  2  vergleichen  möge. 

Die   cubische  Dilatation   des   eingeschlossenen  Cjlinders    ist  nach   der 
letzten  Gleichung  des  §  4: 

3(1 -2^)(D,a,^~2)a^)  + 2(1 +r)(2)^~D)a^ 

Dieses  constante  A'  (hinsichtli6h  r)  springt  an  der  Grenze  r^^a^  zum 
cons tauten  Werlbe  A  für  die  Wandung  UnunleT.    ^W  ^^irn  man  gemäss 
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der  oben  erwähnten  idealen  Auffassang  einen  Cylinder  von  r'>  a^  (bis  r^^d) 
voll*  denkt,  so  ist  dessen  cubische  Dilatation: 

3(1  -  2,») (D, o,«  -  i)a«)  +  2(1  +  ^) (D,  -  D) -?^ 

A"  = 

E{a*-  Ol«) 

Dies  ist  die  Formel  des  §  1,  wenn  man  daselbst  die  drei  Di£ferenzen, 
welche  die  beiderlei  2>  und  a  enthalten,  umkehrt. 

So  ist  auch  für  die  Hohlkugel  im  §  2  das  dortige  3p,  wenn  für  r 
gesetzt  wird  a^ ,  die  innere ,  und  das  dortige  A  die  für  die  Wandung  allein 
geltende  cubische  Dilatation.  In  dem  numerischen  Beispiele  der  Thermo- 
meterkugel von  Neumann  (§  72)  springt  der  erstere  Werth  zum  letzteren 
wie  9  auf  4.  Aber  3  p  ohne  Substitution  für  r,  welches  von  a^  bis  a  alle 
Werthe  haben  kann,  ist  auch  die  ideale  cubische  Dilatation  aller  ent- 
sprechenden (voll  gedachten)  Hohlkugeln. 

§6.   Amagat  bespricht  hernach  von  dieser  „Gleichung'  folgende  Fälle: 

1)       P,  =  0  und  B^B,  liefert  ^  =  A' =  - i •  ^-^J^%^ P. 

als  cubische  Compression  des  Hohlraumes  im  Cylinder  (das  daselbst  fehlende 
E  kann  der  Leser  unschwer  ergänzen). 

Ich  füge  bei  3(1- 2 fi)  Ä,« 


A  =  - 


E 


\B,«-i?o*^^ 


als  cubische  Compression  der  Wandung  des  Cylinders.  Der  im  vorigen 
Paragraph  erwähnte  Sprung  mit  9  auf  4  bei  der  Hohlkugel  ist  beim 
Hohlcylinder  gegeben  durch 

A':A  =  (5-4fi):3(l-2^),  das  heisst  fürfi  =  j  =  8:3. 

2)  P^^P^^P  und  B  =  12o  liefert  A' =  A  =  - ?iij^ P. 

3)  Pi  =  0  und  B^By 

Diese  zweite  Substitution  für  das  allgemeine  B  liefert,  gewissermassen 

als  zweite  reelle  Anwendung  der  idealen  Formel,    die   cubische  Dilatation 

des  äusseren  Cylinders 

1    (5-4^)/?o« 

{E  wiederum  wie  bei  1)  zu  ergänzen.) 

Nennt  man  mit  Amagat  das  innere  Yolum  F^,  das  äussere  F|,  so 
ist  bei  gleicher  Höhe  der  Cylinder  in  1)  und  3)  und  bei  gleichem  Drucke 
(beziehungsweise  aussen  und  innen)  die  absolute  Raumminderung  von  Yq 
gleich  der  absoluten  Raummehrung  von  F^.  (Mit  dem  Worte  „absolut^  ist 
dV  gemeint,  statt  des  sonst  gebrauchten  dVi  F.) 

*  Wobei  aber  dennoch  der  innere  Dmdk  D^  am  a^  "^V^voi  W^^V 
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Der  Nutzen  dieser  Sabstitution  ^  =  i?|  leuchtet  aus  der  Probe  ein, 
die  ich  machte  mit  der  Benutzung  von  A  für  die  Wandung  allein  und 
von  A'  für  den  Hohlraum  V^,  Es  muss  |,absolut*',  wenn  man  das  letzt- 
angegebene A'  für  7*1  mit  x  bezeichnet  und  die  Cylinderhöhe ,  sowie  n  und 
die  Druckkraft  weglässt: 

S{l-2^)ß*  +  2a  +  ^)B*  3(1-2>.)A„«        • 

(Mehrung  des  Hohlraumes)  (Mehrung  der  Wandung) 

welche  Probe  natürlich  zutrifft. 

Andere  Substitutionen  für  das  allgemeine  R  als  diejenige  von  Rq  und  R^ 
haben  ersichtlich  keine  praktische  Bedeutung. 

§  7.  Ich  fahre  noch  fort  mit  dem  zweiten  Beispiele  von  Neu  mann 
(§69),  siehe  §5  oben,  für  welches  ich  auch  ohne  die  Beschränkung,  dass 
der  äussere  Druck  2>  =  0  sei,  die  Hauptspannungen  ^n,  t^^^  t^  bei'echnete 
im  Hohlcylinder  (vergl.  §  3  mit  der  Hohlkugel). 

Dass  die  eine  derselben  wiederum  TT  ist,  oder 

leuchtet  von  selbst  ein.     Die  beiden  anderen  ergeben  sich 


^38 


a«  -  a,* 


Für  r  =:  a^   wird  ^^=  — 2)^   und   für  r  ^=  a  muss  (22  =  —^  werden, 


wie  vorauszusehen.     Aber  t^^  wird  im  ersteren  Falle 


D,(a«  +  a,«)-2Da« 
und  im  letzteren 


a«  -  a,^ 


2D,a,«-2)(a»  +  a,«) 


Für  einen  Hochdruckdampfkessel  mag  D  vergleichsweise  Null  gelten, 
so  ist  die  im  Innern  desselben  längs  einer  Mantellinie  ihn  zur  Explosion 
bringen  wollende  Spannkraft:     ^8  j.  ^  2 

§8.  Diesen  Ausdruck  hat  auch  Neumann  (gemäss  der  von  mir  im 
Eingange  des  §  7  erwähnten  Beschränkung)  und  discutirt  ihn  an  dem 
Beispiel  einer  von  ihm  untersuchten  Spiegelglastafel.  Das  Buch  nennt  als 
„Elasticitätsmodul  dieses  Glases  1320000  Atmosphären,  das  heisst,  wenn 
auf  dieses  Glas  ein  allseitiger  Druck  von  n  Atmosphären  ausgeübt  wurde, 
so  betrug  die  lineare  Zusammendrückung: 

fi  tt 


ö=- 


lb200W) 
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Wenn  man  anter  Elasticitätsmodul  nur  das  obige  E  und  unter  der 
zweiten  Elasticitätsconstanten  das  obige  fi  versteht*,  so  ergiebt  sich 

j^=  1320000. 

und,  wenn  wiederum  fi  =  ^  angenommen  wird, 

JE7=3  660000  Kilogramm  durch  Qnadrateentimeter. 

i,Nun  zerbrach  diese  Glasplatte,  als  die  lineare  Dilatation  1  :  1440 
betrug   bei  einseitiger  Zusammendrückung''    und  Neu  mann   berechnet  aus 

n        _      1 
660000  ""  1440  ' 

„dass  ein  Druck  oder  Zug  von  wenigstens  400  Atmosphären  nöthig  wäre, 
um  eine  Spiegelglastafel  zu  zerreissen.''  Aus  letzter  Gleichung  würde 
n  =  460;  mit  der  kleineren  Zahl  400  ist  vielleicht  dem  Abstände  zwischen 
Elasticitätsgrenzo  und  dem  Zerbrechen  oder  überhaupt  der  Sicherheit  einige 
Rechnung  getragen  worden. 

Das  Ende  von  §  7  und  der  Anfang  von  §  8  liefern  jetzt 

-öl  =  —T-. — ^  •  400  Atmosphären 
ar  +  a,* 

als  theoretische  Grenze  der  Kesselspannung,  welche  für  o^  :=  6  und  a=  7,4 
beinahe  83  Atmosphären  ist.  Thatsächlich  sprang  eine  solche  zugeschmolzene 
Glasröhre  bei  66  Atmosphären. 

§9.  Endlich  noch  Einiges  über  §  70  bis  74  von  Neu  mann  (zuerst 
erwähnt  im  §  l  oben): 

§  71  handelt  von  Qersted's  Piezometer;  Neu  mann  zeigt,  dass  sowohl 
bei  Hohlkugel-  als  Hohlcylinderform  dasselbe  q  und  dasselbe  A  als  lineare 
und  cubische  Zusammendrückung  hervorgehen;  ferner,  dass  dies  auch  bei 
voller  Kugel-  oder  Cy linderform  der  Fall  ist. 

Man  kann  dies  ohne  Formel •  Apparat  hinschreiben.     Es  ist: 

(und  Q  davon  der  3.  Theil)  für  die  Spannkraft  1 ,  gemäss  dem  viertletzten 
Absätze  des  §2;  und  liegt  auf  der  Hand,  dass  mit  dem  Piezometer  die 
Differenz  der  Flüssigkeit-  und  Glas •  Compression  gemessen  wird. 

Der  oben  mitgetheilten  Theorie  (Rechnung)  wegen  citire  ich  noch  zum 
Vergleiche  §  6  Nr.  2. 

Auch  §  72  von  Neumann  (schon  erwähnt  am  Schlüsse  von  §5)  ist 
interessant;   es   wird   das  Sinken   des   Quecksilbers  in   einem   Thermometer 


*  Den   Wunsch  einer  so  fixirten    Bonennungsweise   habe  ich  im  Repert.  d. 
Phys.  V.  J.  1888  ausgesprochen. 


232  Zur  Theorie  der  Ausdehnung  von  Hohlkörpern. 


.--  ".*-  -^^ 


berechnet,  wenn  dasselbe  aus  der  horizontalen  in  die  vertikale  Lage  gebracht 
wird.  Da  kommt  wiederum  3q  zur  Geltung.  Mit  obigen  Bezeichnungen  ist 
in  der  horizontalen  Lage  2)^  =  0  und  2)=:1  Atmosphäre;  aber  Neu  mann 
sieht  mit  Recht  zur  Abkürzung  der  Bechnungsarbeit  von  letzterem 
Drucke  ab. 

Im  §  73  „Spannung  in  der  sphärischen  Schale''  wird  berechnet,  was 
oben  §  3  enthält;  aber  wiederum  unter  der  speciellen  Annahme  D  =  0. 

§  74  ist  die  letzte  Anwendung  der  hierher  gehörigen  Formeln  und 
handelt  von  der  Compression  einer  Kugel,  die  von  einer  Kugelschale  un- 
mittelbar umgeben  ist.  Auch  hier  ist,  wie  im  §  71,  ohne  Rechnung  das 
dort  gezogene  Resultat  vorauszusagen,   dass   es  auf  die  Vergleichung  von 

1  —  2fi   .  ..1  — 2tt 

— = —  innen  mit  — =— ^ 

E  E 

in  der  Schale  ankommt.    Wenn  letzterer  Werth  kleiner  ist  als  der  erstere, 

so  schützt  die  Schale  den  Kern  einigermassen ,   im  entgegengesetzten  Falle 

aber  nicht. 

Hierbei  bemerke  ich  noch  zur  Nomenclatur,  wie  bei  der  Anmerkung  7, 

E 

dass,  wenn  man  immerhin  den  reciproken  Werth  -z ^r-  auch  einen  Elasti- 

1  —  J|[i 

citätsmodul  nennen  wollte,  stets  der  grössere  Modul  eine  kleinere  Elasticität 

bedeuten     sollte.      Ich    erinnere     an    Eisen    und    Kautschuk;    auch     der 

Analogie  vom  Krümmungsradius  und  Krümmung  könnte  gedacht  werden; 

Ersterer  gross,  heisst  soviel,  als  dass  Letzterer  klein  ist. 

§  75  bis  77  sind  Zusätze  des  Herausgebers  (Meyer)  der  Vorlesungen 

von  N  e  u  m  a  n  n.    Bei  der  Torsion  spielt  der  Torsions  -  oder  Schubelasticitäts- 

1        E 

modul  eine  Rolle ,  der  aber  als  gleich  rr  •  -5-- —  auch  aus   den   zwei   Con- 

^    1  +  ^ 

stauten  E  und  fi  zusammengesetzt  ist. 


Drei  Nachträge. 
I. 

Nach  der  Einsendung  des  Obigen  erschien  im  Bd.  47  von  Wied.  Ann. 
S.  706  die  Abhandlung  von  0.  de  Metz  über  die  Compressibilitftt  des 
Quecksilbers,  welche  zu  gleicher  Zeit  wie  diejenige  von  Amagat  ent- 
standen sei.  Da  hierin  auch  obige  Formeln  verwendet  werden,  so  ver- 
glich ich  dieselben  und  bemerke  hierüber  Folgendes: 

Auf  S.  714,  716,  717  wird  die  unrichtige  Vorstellung  erweckt,  als  ob 
Lam6  in  seinen  Le90ns  sur  r61asticit6  des  corps  solides  1866  (nicht  1867) 
die  Poisson'sche  Annahme  gemacht  habe,   dass  die   seitliche  Contraction 

r-  der  Längsdilatation  sei.     Lam6  hat  aber  in  seinen  §§  29  und  30  diese 
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BeschrKnkang  ausdrücklich  bei  Seite  gelegt.  Regnault,  den  Metz  hierbei 
citirt,  mochte  sie  (im  Jahre  1847)  festgehalten  haben  und  Metz  greift  sie 
ftir  das  Glas  wieder  auf,  da  das  Mittel  0  =  0^247  sehr  nahe  an  0,250 
komme.  Indessen  weist  seine  Tabelle  (S.  724)  Werthe  von  0,33  bis  0,21 
(von  verschiedenen  Beobachtern)  und  0^237  bis  0,235  von  ihm  selbst  auf. 
S.  712  sagt  Metz:  „Es  ist  leicht,  die  nöthigen  Gleichungen  für 
cylindrische  und  sphärische  Umhüllungen  herzustellen.^  Gilt  für  Erstere 
AZJq,  für  Letztere  AFq  als  Volumzunahme  bei  blos  innerem  Drucke,  oder 
als  Volumabnahme  bei  blos  äusserem  Drucke,  oder  als  solche  bei  innen 
und  aussen  gleichem  Drucke,  so  „muss  man  für  die  Volumänderung  eines 
complicirten  Piezometers  (Cylinder  mit  halbsphärischer  Endung)  die  Hypo- 
these hinzufügen«  (S.  716): 

welche  man  meines  Erachtens  durch  Wahl  einer  vorwiegend  cylindrischen 
oder  kugeligen  Form  lieber  vermeiden  möchte.  Es  ist  alsdann  auch  die 
Rechnung  einfacher,  wenn  dieses  Moment  auch  nur  ein  secundäres  ist 

Im  drittgenannten  Falle,  innen  und  aussen  der  gleiche  Druck  P,  ist 
aber  allgemein,  abgesehen  von  der  Form  des  Piezometers,  die  verhältniss- 
massige  Volumabnahme  des  Hohlraumes  gleich  dem  cubischen  Compressi- 
bilitätscoefficienten  x  des  Glases  (der  Wandmasse),  wie  beim  Glaswürfel, 
der  an  den  sechs  Flächen  mit  P  gedrückt  wird  (pro  Flächeneinheit).  So 
reprodncirt  Metz  als  Formel  N^  S.  718  (und  als  erste'  der  zwOlf  Nummern  * 
am  ^Schluss«):  Z„  =  Z,-«, 

worin  Xa  die  scheinbare  und  Xp  die  wahre  Compressibilität  der  Flüssig- 
keit ist. 

Dem  Schiasse  (S.  742)  entnehme  ich  für  Quecksilber 

Xv  =  3,75  .  10-« 

zwischen  3,74  und  3,79,  und  von  S.  740  als  Mittelwerth  für  Glas 

x  =  2,5.10-« 
zwischen  den  Werthen  2,2  und  2,8,  so  dass 

Xa=  1,3.10-0, 

oder  fast  ^  des  vorletzten  und  ^  des  letzten  Werthes  ist. 

Lässt  man  mit  dem  Piezometer  ein  Kapillarrohr  communiciren ,  so 
beobachtet  man  im  vorigen  Falle  ein  Sinken  des  Quecksilbers  vermöge  des 
Druckes  P  um  0";  mit  &  bezeichnet  Metz  das  Sinken,  wenn  P,  jetzt  mit 
Pq  bezeichnet,  nur  innen  wirkt;  und  mit  6'  das  Steigen,  wenn  P  als  P| 
nur  aussen  wirkt. 


*  Ebenso  sind  noch   mehrere  dieser  Nummern  selbstverständlich  oder  ent- 
halten WieäerbolüDgen, 
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Es  ist  sofort,  als  üebereinanderlagerung  kleiner  Wirkungen,  also  ohne 
die  Rechnung  von  Metz  auf  S.  718  zu  erkennen,  dass 

(Gleichung  VI  daselbst;  bei  dieser  Rechnung  werden  auch  solche  Senkungen 
mit  Volumänderungen  AlV^  verwechselt). 

Weil  bei  dem  mit  6'  bezeichneten  Steigen  der  Flüssigkeit  nur  das 
Gefäss  und  nicht  auch  die  Flüssigkeit  (die  Ersteres  nicht  ganz  füllt)  com- 
primirt  wird,  eignet  sich  dieser  Vorgang  zur  Bestimmung  des  x  allein, 
während  das  Sinken  B  sowohl  als  auch  dasjenige  S"  mit  Xp  und  x  zu 
thun  haben  (siehe  oben  j^).  Ersteres  hat  Metz  in  der  Gleichung  V  aus- 
gedrückt, die  aber  in  eben  besagter  Weise  fehlerhaft  ist. 

Ist  einmal  x  bestimmt,  so  dient  die  Beobachtung  von  S  oder  S"  zur 
Bestimmung  von  der  wahren  Flüssigkeitscompressibilität  Xv^  und  zwar 
sieht  man  schon  aus  VI,  dass  S  als  der  grössere  Werth  gegenüber  0" 
den  Vorzug  verdient.  Zur  Vergleichung  will  ich  beide  noch  für  Pq=1 
und   beziehungsweise  P  =  1   hersetzen :    Es   entspricht  die  Senkung 

5  der  Abnahme   des  Flüssigkeitvolums  {Xq  .  W^)  plus  der  Ausweitung  des 

Hohlraumes 

V'^^ -3^^ +  xV, j- ) . 

&'  derselben    Abnahme    des    FJüssigkeitvolums    minus    der   Abnahme    des 
Hohlraums  {x .  Wq  oder  xUq  +  xVq)'^  da 

2tf  =  JRo'  :  ißi^  -  Bo^)  «nd  2^=  ^ :  (B,^  -  72,») 
und    die   beiden   Constanten  X  und  ju,   durch   den  geläufigeren  Elasticitäts- 
modul  E  und  das  oben  genannte  0  ausgedrückt  sind 

E  a  _        E 

rqp7'l-26'    '*""2(l  +  a) 

(der  Schub  -  oder  Torsions  -  Elasticitätsmodul) ,  so  ist  das  genannte  Plus  bei 

6  beträchtlicher  als  das  Minus  bei  &* ,  Je  kleiner  das  Letztere,  um  so 
besser  für  &\  wenn  man  daraus  Xv  bestimmen  soll ,  da  sonst  zur  genauen 
Beobachtung  resp.  Messung  im  letzteren  Falle  zu  wenig  übrig  bleibt. 

II. 

ff 

Lam6  lässt  in  seiner  Vorlesung  XIV  der  Elasticitätsbetrachtung  für 
den  Hohlcjlinder  die  Transformation  der  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen 
nach  Cylindercoordinaten  vorangehen,  und  in  XV  führt  er  das  Gleiche  für 
sphärische  Coordinaten  durch,  um  in  XVII  die  Hohlkugel  vornehmen  zu 
können.  Aus  diesem  mathematischen  Grunde  geht  bei  ihm  der  Cjlinder 
vor  der  Kugel ,  welch*  Letztere  aber  nicht  nur  physikalisch ,  sondern  ohne 
jene  Transformationen  auch  mathematisch  einfacher  erscheint  als  der  Erstere. 

Im  §  80  schreibt  Lame  die  für  den  Cjlinderkessel  gefährliche  Kraft, 
welche  tangeDtial  im  Innern  und  in  der  Querschnittsebene  wirkt, 
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Ä  = 


FB^-F,B^^+(P-P,)B 


2 


nnd  bestimmt,  A  als  zulässige  Spannong  bekannt  voraussetzend 


^i_7/       ^  +  -P.__., 


das  ist  annähernd  gleich 


somit 


p-p, 


1  + 


A  +  P 


^-Ä+P 

als  Wandstärke.  In  diesem  Resultate  sind  seine  Gleichungen  24)  und  25) 
vereinigt. 

Da  P  in  praktischen  Fällen  klein  ist  gegen  Ä^  so  stimmt  dieses 
Resultat  auch  mit  dem  auf  elementare  Weise  erhältlichen  (siehe  z.  B.  mein 
Taschenbuch  der  Festigkeitslehre  §  48,3). 

Desgleichen  stimmt  die  halbe  Wandstärke  des  kugelförmigen  Kessels 
im  §  87. 

§  88  handelt  vom  Gleichgewicht  der  Elasticität  für  eine  |,  Planeten- 
kruste ^,  wobei  noch  die  Gravitation  in  Rechnung  gezogen  wird.  Ich  veri- 
ficirte  daselbst  seine  Gleichung  18),  welche  in  Folge  Druckversehens  mit 
28)  bezeichnet  ist, 


P      P_n-fi       3^  +  2 
^     ^""       2  A  +  2, 


worin   q   die   Masse   des  Volums  1    und  e  die   Dicke   der   Kruste  vorstellt*, 
Pq  sei  der  Druck  des  „flüssigen  Kerns",  P^  der  Luftdruck. 
Er  findet  dann  „par  une  transformation  facile" 

dazu  müsste  ^^       n 

was  aber  nur  für  eine  wässerige  Hülle  zutreffen  würde. 

Weiterhin  stimmt  seine  Gleichung  21) ;  aber  von  den  mit  22)  zusammen- 
gefassten  Gleichungen  kann  ich  nur  diejenige 

bestätigen.  Hierin  ist  r^  der  innere,   r,  der  äussere  Radius,  Uq  die  radiale 
Verschiebung  innen,   U^  aussen. 

Man  sieht  jetzt  nochmals  ein,  dass  20)  unzulässig;  denn  gemäss  der 
vorletzten  Gleichung  müsste  in  der  letzten  Null  resultiren.  Seine  „letzte" 
Gleichung  23)    fällt  hiermit  ebenfalls  fort. 
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III. 

Der  kürzlich  erschienene  2.  Theil  des  I.Bandes  von  Vi  olle 's  Lehrbach 
der  Physik  (deutsche  Ausgabe)  *  beginnt  gerade  auch  mit  der  Compressibilitäi 
Er  bespricht  u.  A.  die  in  meinem  Nachtrag  I  erwähnten  Versuche  von 
Regnault  und  verweist  auf  die  Theorie  der  Elasticität,  die  im  ersten  Theil 
des  Buches  die  Seiten  358  bis  394  umfasst  Hier  wird  vorwiegend  Lam6 
benutzt  (siehe  meinen  Nachtrag  II)  und  im  §  149  die  Hohlkugel  behandelt. 
Aber  mit  einer  wesentlichen  Lücke,  indem  es  heisst:  Nun  lässt  sich  aber 
leicht  nachweisen**,  dass  "  die  lineare  Dilatation 

r  r^ 

dies  hätte y  meines  Erachtens,  bei  dem  grossen  Baum,  den  das  Buch  der 
Sache  widmet,  auch  wirklich  nachgewiesen  werden  können  und  sollen ;  man 
hätte  den  Platz  hierzu  auch  da  oder  dort  einsparen  können. 

In  Gleichung  30)  ist  die  cubische  Dilatation  des  Hohlraumes,  nicht 
„des  Körpers"  der  Hohlkugel,  gemeint. 

Die  Gleichung  38)  muss  heissen  Au  =  Av  —  Afi;;  sie  entspricht  der- 
jenigen 6"  =  6  —  0'  im  obigen  Nachtrage  II. 

Hiernach  folgen  noch  im  §  150  die  Torsion  des  Cylinders  und  im  §  151 

die  Biegung  eines  Stabes,   welche  Probleme  der  Herausgeber  0.  E.  Meyer 

im  Neumann'schen  Buche  auch  unmittelbar  auf  die  Hohlkugel -Aufgabe 

hatte  folgen  lassen.    Ich  erwähne  dies   anhänglich  und  gelegentlich  auch 

\C 
deswegen,  weil  Vi  olle  im  §  150  schreibt  ^  = und  im  §  156  noch- 

1       l 

mals  ohne  Bückverweis  die  Torsion  behandelt  und  schreibt  ®  =  ~j  *  "ü  *  ^ 

WC 
und  endlich  im  §  157  wiederum  0  =  ^  — r  • 

^^  yi  ^ 

*  Die  ersten  drei  Lieferungen  sind  in  der  Literaturbeilage  dieser  Zeitschrift 
S.  31  angezeigt. 

**  Vergl.  den  Anfang  des  dritten  Absatzes  in  I.  oben  und  einen  Ausdruck  im 
fünften  Absätze  von  II. 
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CO  1  linear  gesetzt  werden,  indem  irgend  einer  der  sechs  Contingensponkte 
als  Centmm  und  eine  der  beiden  mit  demselben  correspondirenden  Chor- 
dalen  als  Achse  der  CoUineation  dient. 

Die  zwölf  Doppelverbältnisse  dieser  Collineationen  sind  aber  keines- 
wegs unabhängig  von  einander.  Ist  Ä  ein  Contingenzpnnkt,  B  and  C 
die  Berührungspunkte  einer  durch  Ä  gehenden  gemeinsamen  Tangente  mit 
K  und  JBT,  ^  D  und  E  die  Schnittpunkte  dieser  Tangente  mit  dem  zn  Ä 
correspondirenden  Chordalenpaar :  so  werden  die  Punkte  B  and  C  als 
Doppelpunkte  der  vom  Büschel  von  K  und  K^  auf  der  Tangente  erzeugten 
Involution,  von  D  und  E  harmonisch  getrennt  (cfr.  Salmon,  Analytische 
Geometrie  der  Kegelschnitte,  4.  Aufl.,  S.  412).     Daraus  folgt: 

Doppelverhältniss  {ÄBDC)  =  '- {ABECj. 

Das  Doppelverhältniss  der  CoUineation  wechselt  daher  sein  Zeichen, 
wenn  eine  Chordale  durch  die  mit  ihr  zusammengehörige  ersetzt  wird; 
dasselbe  gilt  für  die  Vertauschung  zweier  zusammengehöriger  Contingenz- 
punkte  und  beide  Operationen  zusammen  führen  auf  den  ursprtLnglichen 
Werth  des  Doppelverhältnisses  zurück. 

Es  mögen  sich  nun  K  und  Ki  im  Punkte  Ä  mit  Tangente  v  berühren. 
Die  Verbindungslinie  der  beiden  nicht  in  Ä  fallenden  Schnittpankte  von 
K  und  JT]  nennen  wir  kurz  Schnittpunktsgerade  und  den  Schnitt- 
punkt der  nicht  in  v  fallenden  gemeinsamen  Tangenten  Tangenten- 
schnittpunkt. Wir  denken  uns  jetzt  Ä  als  Centrum  und  die  Schnitt- 
punktsgerade als  Achse  einer  perspectivischen  CoUineation.  Femer  sei  K^ 
ein  dritter  Kegelschnitt,  welcher  t;  in  ^  berührt;  C  sei  der  Schnittpunkt 
der  Schnittpunktsgeraden  Vj  von  K  und  K^  mit  derjenigen  v^  von  K^ 
und  ^2*  Ausser  in  Ä  schneide  die  Gerade  ÄC  noch  K  in  B^^  K^  in  2), 
TTg  in  i?2.  Dann  ist  {ÄB^CD)  das  Doppelverhältniss  der  perspectivischen 
CoUineation  von  K  und  iC, ,  {ÄB^CD)  dasjenige  von  K^  und  K^,  Es 
werde  jetzt  noch  vorausgesetzt,  dass  K  und  K^  sich  in  Ä  osculiren  (von 
der  zweiten  Ordnung  berühren)  und  ausserdem  noch  im  Punkt  B  schneiden. 
Nun  sind  Ky  K^  und  K^  drei  Kegelschnitte,  welche  eine  Chordale, 
nämlich  v,  gemeinsam  haben  und  deshalb  gehen  die  drei  Schnittpunkt- 
geraden AB^  Vj  und  v^  durch  denselben  Punct  C  (cfr.  Seeger  a.  a.  0. 
S.  142);  die  Punkte  B^  und  B^  fallen  mithin  mit  B  zusammen.  Das 
Doppelverhältniss  der  perspectivischen  CoUineation  bleibt  also  ungeändert, 
wenn  K  durch  K^  ersetzt  wird;  ebenso  kann  auch  K^  durch  einen  in  A 
osculirenden  Kegelschnitt  K^  ersetzt  werden. 

Man  hat  daher  folgenden  Hilfssatz: 

Wenn  sich  zwei  Kegelschnitte  berühren,  so  bleibt  das  Doppel- 
verhältniss der  perspectivischen  CoUineation  mit  dem  Berührungspankt  als 
Centrnm  und  der  Schnittpunktsgeraden  als  Achse  unverändert,  wenn  jeder 
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die  Schnittpunkte  von  Ä  B  resp.  mit  K^ ,  mit  der  Schnittpunktsgeraden  und 
mit  CG^\  G  der  Schnittpunkt  der  Berübrungstangente  und  der  Schnitt- 
punktsgeraden; H  und  J  die  Schnittpunkte  von  BC  mit  der  Berührungs- 
tangente und  der  Schnittpunktsgeraden.  Weil  QA  und  QJ  zusammen- 
gehörige Chordalen,  so  ist  nach  dem  ohen  bewiesenen  Satz  (Salmon  a.  a.  0. 

S.  412)  harmonisch : 

SB.a,  CHBJ; 
also  auch: 

Doppelverhältniss  {BAFE)  =  -  1 ; 
ferner  ist: 

{ABED):^Ö 

das  Krümmungsradien -Verhältniss  von  K  und  £^.    Hieraus  folgt: 

Doppelverhältniss  {AB FD)  =  «(^  +  1). 

Nun  ist  B  ein  Punkt  von  O^i)  ^  ®^  Punkt  von  jK|,  CC^  Schnitt- 
punktsgerade von  00,  und  K^;  also  ist 

das  Krümmungsradien -Verhältniss  von  O^,  und  K^  oder: 

Sind  r  und  r,  die  Krümmungsradien  von  K  und  K^  in  A,  so  ist 
daselbst  der  Krümmungsradius  von  <i>Q^: 

2)  roi  =  2  (^  +  n)» 

das  heisst  das  arithmetische  Mittel. 

Durch  ähnliche  üeberlegungen  findet  man  den  Krümmungsradius 
von  Fq^  in  A: 

3)  ^oi  =  ^+7;> 

das  heisst  das  harmonische  Mittel. 

Der  Ort  der  Pole  der  Tangenten  von  K  in  Bezug  auf  K^,  die 
Polarcurve  von  K  in  Bezug  auf  Z^,  ist  (cfr.  Steiner-Schröter,  „Die 
Theorie  der  Kegelschnitte**  S.  145)  ein  Kegelschnitt  Pqi  ,  welcher  Ki  in 
den  Berührungspunkten  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  von  K  und  K^ 
schneidet. 

Berühren  sich  wieder  K  und  K^  in  A  mit  Tangente  t;,  ist  femer  B 
der  Tangentenschnittpunkt,  C  und  D  die  Schnittpunkte  von  AB  mit 
K  und  iTj ,  w  die  Tangente  an  jK"  in  C,  JEJ  ihr  Pol  in  Bezug  auf  K^ ; 
F  Schnitt  von  AB  mit  der  Polare  von  B  in  Bezug  auf  ^^j  6  Schnitt- 
punkt der  Schnittpunktsgeraden  und  der  Berührungstangente.  Alsdann 
ist  G  Pol  von  AB  in  Bezug  auf  K  und  in  Bezug  auf  JT^;  daher  geht  w 
durch  G  und  ihr  Pol  ^  in  Bezug  auf  2^^  liegt  auf  AB. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Plijsik.  38.  Jahrg.  1898.  4. Heft.  "^^ 
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■"«>  •  W^  Ni^  >.*    '^^"^N^    ^"^ 


Nun  ist:  Doppelverhttltniss  (CAED)  =  -l, 

{AFDB)  =  -l, 
ferner : 

^  (BCÄD)^d 

als  Doppelverhältniss   der  Collineation  mit  dem  Tangentenschnittpunkt  als 

Centrnm  und  der  Berührungstangente  als  Achse. 

Daraus  folgt:  i 

Doppelverhältniss  {AEFD)  =  -  • 

0 

Nun  ist  aber  E  ein  j^unkt  von  P^j  und  die  durch  F  gehende  Polare 
von  B  in  Bezug  auf  Ki  ist  Schnittpunktsgerade  von  Pg^  und  X|,  daher 
ist  (ÄEFD)  das  Krümmungsradien -Verhältniss  von  Pq,  und  K^  oder: 

Der  Krümmungsradius  von  Pq^  in  Ä  ist: 

r  2 
4)  2Joi  =  ^ 

die  dritte  Proportionale. 

Ebenso   ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Polarcurve  P^q  von  K^  in 

Bezug  auf  K  i 


5)  ^10  =  - 


Weitere  Untersuchungen  führen  auf  merkwürdige  projectivische  Eigen- 
schaften, welche  an  bestimmte  Werthe  des  Krümmungsradien -Verhältnisses  im 
Berührungspunkt  zweier  Kegelschnitte  geknüpft  sind. 

3.  Der  Werth  d=l  liefert  natürlich  die  Osculation.  Gleichung  1) 
giebt  in  diesem  Fall  wirklich  die  Relation 

HqHi  —  Dqi  D^q  =  0, 

welche  zusammen  mit  der  Berührungsinvariante 

6lfo2>«.  2>ioHi  -  4^0.» ff,  -  4^0^.0"  +  3I>o,*-D,o*  -  ^0*^1"  =  0 
die  bekannte  Relation  der  Osculation 

^0  ^  Ai_  -Pio 


liefert.  -^01       Ao        ^1 

4.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  d  =  —  1 ,  also  Krümmungs- 
radien gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet;  wir  nennen  das  kurz  sym- 
metrische Berührung. 

Die  perspectivische  Collineation  ist  eine  involutorische. 

Verlegt  man  das  Centrum  der  Collineation  aus  dem  Berührungspunkt 
in  den  Tangenten  Schnittpunkt,  so  wird  das  Doppelverhältniss  gleich  -|-  1, 
das  Centrum  fällt  auf  die  Achse ,  das  heisst: 

Bei  symmetrischer  Berührung  zweier  Kegelschnitte  liegen 
Tangentenschnittpunkt  und  Schoittpunktsgerade  in  vereinig- 
ter Lage. 
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Es  mögen  sich  nun  K  und  £*,  in  A  symmetrisch  berühren;  B  sei 
Tangentenschnittpunkt,  C  Schnittpunkt  der  Berührungstangente  mit  der 
Schnittpunktsgeraden;  u  eine  gemeinsame  Tangente,  D  ihr  Schnittpunkt 
mit  AC'^  E  und  F  ihre  Berührungspunkte  mit  K  und  K^]  ferner  2)', 
E\  F'  dieselben  Punkte  in  Bezug  auf  die  andere  gemeinsame  Tangente  u ; 
endlich  G  Schnittpunkt  von  AB  und  EE\  Weil  AB  Polare  von  G  in 
Bezug  auf  K^  so  ist  PR{GEGE)  harmonisch,  daher  auch  harmonisch 
SB.  Bf  GDAD\  Nach  dem  schon  mehrfach  verwendeten  Satz  (Sal- 
mon  a.  a.  0.  S.  412)  ist  auch  harmonisch  SB  .  C,  BEDF  und  da  beide 
StrahlenbUschel  perspectivisch  liegen,  müssen  die  Punkte  E^  A,  F'  in 
einer  Geraden  sich  befinden  und  dasselbe  beweist  man  von  den  Punkten 
E\  Ay  F.  Weil  aber  die  Punkte  A,  E,  E\  F,  i^'^Smmtlich  dem  Kegel- 
schnitt 0QJ  angehören,  folgt  der  Satz: 

Bei  symmetrischer  Berührung  zweier  Kegelschnitte  zer- 
fällt der  covariante  Kegelschnitt  Oq^  in  ein  Geradenpaar  mit 
Mittelpunkt  im  Berührungspunkt,  harmonisch  getrennt  durch 
Berührungstangente  und  Tangentenschnittpunkt. 

Dualistisch  hierzu  ergiebt  sich,  dass  der  Kegelschnitt  Fqi  zerfällt  in 
ein  Punktepaar  auf  der  Berührungstangente,  harmonisch  getrennt  durch 
Berührungspunkt  und  Schnittpunktsgerade. 

Die  aus  Gleichung  l)  folgende  Bedingung  für  d  =  —  1: 

stimmt  mit  der  bei  Salmon  (a.  a.  0.,  S.  531)  angegebenen  für  das  Zer- 
fallen von  001  "^^  -^01  tiberein. 

6.   Es  sei  6  =  2. 

Ist  u  ein  Strahl  durch  den  Berührungspunkt  A\  By  Cy  B  seine 
Schnittpunkte  mit  K,  K^  und  der  Schnittpunktgeraden,  so  ist: 

Doppel verhältniss  (ABDG)^2, 
daher 

somit:  Hat  ein  Strahlenbüschel  seinen  Scheitel  auf  einem  Kegelschnitt  ui^ 
bestimmt  man  auf  jedem  Strahl  den  zu  seinem  Schnittpunkt  mit  einer 
Geraden  conjugirten  Punkt,  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  seinen  Schnittpunkten  mit  der 
Geraden  trifft  und  im  Scheitel  jenes  Strahlenbüschels  berührt,  wobei  sein 
Krümmungsradius  im  Berührungspunkt  die  Hälfte  desjenigen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  ist:  eine  Verallgemeinerung  des  bekannten,  elementaren 
Satzes : 

Der  Ort  der  Halbirungspunkte  aller  durch  den  Endpunkt  eines 
Kreisradius  gebenden  Sehnen  ist  der  Kreis  über  dem  Radius  (vergl.  Sal- 
mon a.  a.  0.  S.  179). 
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6.  Für  d  =  -  2  folgt  aus  2) : 

und  aus  4): 

-'»Ol  2"' 

also  osculiren  sich  in  A  die  covarianten  Kegelschnitte  <^q^  und  Pq^  ;  sie 
haben  aber  auch  noch  die  beiden  Punkte  gemeinsam,  in  welchen  die  ge- 
meinsamen Tangenten  an  K  und  K^  letzteren  berühren.  Also  fftllt  Oq^ 
mit  Pqi  zusammen.  Ist  nun  v  eine  beliebige  Tangente  von  JT,  V  ihr 
Pol  in  Bezug  auf  JT^,  so  ist  V  ein  Punkt  von  P^^,  gehört  daher,  wie 
eben  gezeigt  wurde ,  auch  O^^  an ;  deshalb  sind  die  beiden  yon  F  an  JT 
gehenden  Tangenten  t;^  und  t;,  conjugirt  in  Bezug  auf  K^;  also  ist  t;,  t^^, 
v^  ein  K  umschriebenes  Polardreiseit  in  Bezug  auf  K^.  Die  Existenz  eines 
solchen  ist  ein  Kriterium  dafür,  dass  K  als  Strahlencurve  und  Ki  als 
Punktcurve  sich  in  harmonischer  Lage  befinden  (Salmon  a.  a.  0. 
S.  514). 

Berühren  sich  daher  zwei  Kegelschnitte  so,  dass  das  Krümmungsradien- 
Verhältniss  im  Berührungspunkt  gleich  —  2  ist,  so  befinden  sie  sich  in 
harmonischer  Lage.     Die  analytische  Bedingung  ist 

i>oi  =  0. 

7.  In  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  (cubisch-)involutorische  Lage 
sich  berührender  Kegelschnitte''  (Wiener  Akad.  Ber.  Bd.  83,  2.  Abth.,  S.  63) 
hat  Herr  Professor  E.  Weyr  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  sich  zwei  Kegelschnitte  berühren  und  es  ist  ein  Dreieck  dem 
einen  ein  - ,  dem  anderen  umbeschrieben ,  so  verhalten  sich  die  Krümmungen 
im  Berührungspunkt  wie  1  :  4. 

Dieser  Satz  kann  aus  der  ümkehrung  des  vorhin  unter  6.  bewiesenen 
unmittelbar  gefolgert  werden: 

Es  berühren  sich  A"  und  A'^  in  Ä  mit  Tangente  t;,  das  Dreieck  BCD 
sei  A'  einbeschrieben  und  A'j  umbeschrieben.  Dann  giebt  es  immer  einen 
Kegelschnitt  A^^t  ^^^  welchen  BCD  Polardreieck  ist,  und  welcher  v  in  A 
berührt  Sind  nun  ^,  q\  q"  die  Krümmungsradien  von  K^  K^^  K^  in  A^ 
so  hat  man: 

Q    =  —  ^Q 
1    , 

P  =  — 2^ 
daher: 

8.  Haben   drei  Kegelschnitte  iC,   K^^  und  JTj,  welche  sich  alle  in  A 
berühren,  die  Ärömm ungsradien  r,  i\  und  r^  in  der  Art,  dass 
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—  H 1 —  =  0  (KrümmungssummeNuU), 


so  folgt  aus  3),  dass 

das  heisst,  Fqi  und  A'g  liegen  a^ls  Strahlencurve  und  Ponktcurve  harmonisch. 
Es  verschwindet  somit  die  Invariante,  welche  ich  Mathem.  Ann.  36,  S.  113, 
^012    genannt    habe    und    welche    Salmon   (a.  a.  0.    S.  557)   als   6123  er-^ 
wfthnt. 

Besteht  dagegen  die  Relation: 

« 
r  +  r^+r^^O  (Krümmungsradien-Summe  Null), 

so  liegen  nach  2)  <t>Qi  und  K^  als  Punkt-  und  Strahlencurve  harmonisch, 
es  verschwindet  mithin  die  Invariante  Ao,s  meiner  Abhandlung,  von 
Salmon  mit  <t>  bezeichnet 

9.  In  der  erwähnten  Schrift  von  Herrn  Cranz  (S.  50)  findet  sich  ein 
Satz,  der  meines  Wissens  zuerst  von  ümpfenbach  („Ein  Lehrsatz  von 
Kegelschnitten",  Crelle*s  Journ.  Bd.  30  S.  95)  bewiesen  wurde: 

Gehen  von  einem  Punkte  C  an  einen  Kegelschnitt  K  die  Tangenten 
mit  den  Berührungspunkten  Ä  und  JB,  so  verhalten  sich  die  Krümmungs- 
radien in  A  und  B  wie  ÄC^  :  BC^. 

Von  diesem  Satze  kann  folgende  Anwendung  gemacht  werden: 

Es  berühre  noch  ein  zweiter  Kegelschnitt  A^^  den  ersten  A^,  sowohl  in 
A  als  auch  in  B.  Sind  nun  r  und  q  die  Krümmungsradien  von  £^  in  A  und  J?, 
r^  und  Qi  diejenigen  von  Af'  in  denselben  Punkten ,  so  ist  nach  obigem  Satz : 

AC^iBC^^rig, 
aber  auch  »_ -   .  ^ 

somit  ^ 

das  heisst:  ^       ^^ 

DasKrümmungsradien-Verhältniss  ist  bei  zwei  sich  doppelt 
berührenden  Kegelschnitten  in  beiden  Berührungspunkteti 
dasselbe. 

Dieser   Satz    ist   von    Herrn    Professor   Weyr  in  der  oben  genannten  . 
Abhandlung,  aber  nur  für  das  specielle  Krümmungsradien -VerhSltniss  1  :  4 
bewiesen  worden. 

Für  jedes  Krümmungsradien^  Yerhältniss  wäre  er  am  einfachsten  folgender- 
massen  zu  beweisen: 

Berühren  sich  K  und  Ki  in  A  und  B  mit  den  Tangenten  v  und  w, 
so  ist  das  Krümmungsradien -Verhältniss  in  A  das  Doppelverhältniss  der 
CoUineation  mit  A  als  Centrum  und  w  als  Achse,  das  Krümmungsradien - 
Verhältniss  in  B  dasjenige  der  Collineation  m\\.  B  «X^  C»«ti\»x\scai  \«A  \i  ^^ 
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Achse.     Diese  Doppel  Verhältnisse  sind  gleich,    weil   Ä  und  B  zusammen- 
gehörige Contingenzpankte ,  v  und  tu  zusammengehörige  Chordalen  sind. 

10.  Die  Veranlassung  zu  der  vorliegenden  Abhandlung  gab  die  Ent- 
deckung, dass  die  Hesse'sche  Curve  in  einem  Berührungsknoten  (Selbst- 
berührungspunkt) zwar  gewöhnlich  einen  dreifachen  Punkt  hat,  jedoch 
einen  vierfachen  bekommt,  wenn  das  Krümmungsradien -Verhftltniss  der 
beiden  Zweige  des  Berührungsknotens  den  Werth  —  1  annimmt  (Mathem. 
Ann.  36   S.  119).     Ebenso    hat    die    Hesse'sche    Curve    im    dreifachen 

"* Selbstberührungspunkt  im  Allgemeinen  einen  sechsfachen,  dann  aber  einen 
siebenfachen  Punkt,  wenn  die  Krümmungssumme  in  den  Zweigen  der 
Grundcurve  Null  ist. 

11.  Der  Satz  von  der  Invarianz  des  Krümmungsradien -Verhältnisses 
in  der  Ebene  lässt  folgende  Anwendung  auf  die  Geometrie  des  Raumes  zu: 

Wenn  sich  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  0  und  0^  in  einem  Punkt  Ä  mit 
Tangentialebene  E  berühren  und  man  legt  durch  eine  Tangente  t;,  welche 
in  E  durch  Ä  geht,  alle  möglichen  Ebenen ,  so  schneiden  diese  0  und  O^ 
in  Kegelschnittpaaren,  welche  sich  in  Ä  berühren.  Aus  dem  Satz  von 
Meünier  (Cranz  a«  a.  0.  S.  68)  folgt,  dass  das  Krümmungsradien- 
Verhältniss  Mn  Ä  für  alle  diese  Kegelschnittpaare  constant  =  6  sein  muss. 
Die  Schnittpunktsgeraden  der  Kegelschnittpaare  sind  Sehnen  der  Durch- 
schnittscurve  von  0  und  0^  und  schneiden  alle  die  Gerade  t;,  welche  als 
Tangente  ebenfalls  eine  Sehne  dieser  Curve  ist.  Daher  erzeugen  (cfr.  Beje 
Geom.  der  Lage  II,  S.  150)  diese  Schnittpunktsgeraden  eine  Regelfläche 
zweiter  Ordnung  0^,  welche  dem  Büschel  von  0  und  0^  angehört.  Nennt 
man  Doppelverhältniss  von  vier  Flächen  zweiter  Ordnung  eines  Büschels 
das  Doppelverhältniss  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden ,  welche  durch 
einen  Punkt  der  Grundcurve  des  Büschels  gezogen  ist  —  und  zwar  darf 
das  (cfr.  Reye  a.  a.  0.  II,  S.  162)  in  beliebiger  Richtung  geschehen  — , 
so  ist  das  Doppelverhältniss ,  welches  0^  und  der  doppelt  zählende  Kegel  des 
Büschels  mit  0^  und  0  bilden,  gerade  gleich  6.  Eine  andere  Tangente  v 
führt  auf  eine  andere  Regelfiäche  0^  mit  dem  Doppelverhältniss  ö\  Weil 
aber  im  Büschel  im  Allgemeinen  auch  Nichtregelflächen  vorkommen,  welche 
nicht  von  reellen  Schnittpunktsgeraden  erzeugt  werden,  so  muss  es  auch 
Werthe  von  6  geben,  die  nicht  als  Krümmungsradien  Verhältnisse  von 
Kegelschnittpaaren  auftreten  können,  welche  von  den  Schnittebenen  durch 
die  Tangenten  erzeugt  werden.  Als  Maximum  und  Minimum  von  ö  sind 
die  beiden  Doppelverhältnisse  zu  betrachten,  welche  den  beiden  einfachen 
Kegeln  des  Büschels,  die  ihre  Spitzen  in  E  haben,  zukommen.  Die  für 
das  Krümmungsradien -Verhältniss  möglichen  Werthe  liegen  zwischen  diesen 
Grenzen  und  zwar  mit  Einschlnss  oder  mit  Ausschluss  des  Unendlichen ;  je 
nachdem  0  Regelfläche  oder  Nichtregelfläche  ist.  Da  ferner  jede  Regel - 
ßäehe  durch  zwei  Schaaren  von  Geraden  erzeugt  wird ,  so  gehören  zu  jedem 
Werth    von   ö  zwiscben  diesen  Grenzen  zwei  T«LTig^ii\Aii  m  A  derart^   dass 
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die  Schnitte  durch  sie  das  Krümmungsradien  «Verhältniss  d  haben.  Der 
doppelt  zählende  Kegel  des  Büschels  entspricht  dem  Werth  ö==  +  l]  er 
wird  erzeugt  durch  die  Schnittpunktsgeraden  der  Paare  von  sich  osculirenden 
Kegelschnitten ,  welche  von  Ebenen  durch  die  Tangenten  der  Durchschniits- 
curve  von  0  und  0^  in  A  ausgeschnitten  werden. 

Es  erübrigt  nun  noch,  den  Einfluss  der  speciellen  Fälle  bei  der  Be- 
rührung von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  (cfr.  Clebsch-Lindemann, 
Vorl.  über  Geometrie  II,  S.  219  flg.)  auf  das  Krümmungsradien -Verhältniss 
im  Berührungspunkt  anzugeben.  Für  das  Letztere  kommen  vier  besondere 
Möglichkeiten  in  Betracht: 

a)  Der  Werth  -|-  1  ist  Maximum  oder  Minimum  von  d]  alsdann  hat 
die  Durchschnittscurve  eine  Spitze  (sie  kann  aber  auch  in  zwei  sich  be- 
rührende Kegelschnitte  oder  in  einen  doppelt  zählenden  Kegelschnitt,  längs 
dessen  sich  0  und  0^  berühren,  zerfallen). 

b)  Wenn  8  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  in  welchem  Fall 
sich  im  Büschel  nur  Regelflächen  vorfinden,  so  zerfällt  die  Schnittcurve  in 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  in  eine  Gerade,  welche  Sehne 
oder  Tangente  dieser  Raumcurve  ist.  Im  ersteren  Fall  berühren  sich  0 
und  0^  in  zwei  Punkten  einer  Erzeugenden.  (Berühren  sich  dagegen  0  und 
0^  in  zwei  beliebigen  Punkten,  eo  hat  6  in  beiden  Punkten  ein  Maximum 
und  ein  Minimum  und  es  giebt  auch  Nichtregelflächen  im  Büschel.) 

c)  Hat  6  für  alle  Schnitte  einen  Constanten ;  von  der  positiven  Einheit 
verschiedenen  Werth,  so  schneiden  sich  0  und  0^  in  einem  Geraden- 
paar und  einem  Kegelschnitt,  der  ebenfalls  in  ein  Geradenpaar  zer- 
fallen kann. 

d)  Bat  endlich  d  für  alle  Schnitte  den  constanten  Werth  -f  1 ,  so 
schneiden  sich  0  und  0^  in  einem  Geradenpaar  und  einem  durch  dessen 
Mittelpunkt  gehenden  Kegelschnitt  oder  in  einer  Doppelgeraden  und 
zwei  windschiefen  dieselbe  schneidenden  Geraden  oder  in  einem  doppelt 
zählenden  Geradenpaar. 

Indem  ich  weitere  Untersuchungen  im  Raum  einer  besonderen  Dar- 
stellung vorbehalte,  bemerke  ich  noch,  dass  der  von  Herrn  Mehmke  zuerst 
ohne  ßeweiä  mitgetheilte  (Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Physik  Bd. XXXVI  S.Ö6)  und 
später  mittelst  Infinitesimalrechnung  bewiesene  Satz  (a.  a.  0.  S.  206  flg.) : 
„Osculiren  sich  zwei  Raumcurven  in  einem  Punkt,  so  ist  das  Verhältniss 
der  Krümmungen  in  demselben  eine  projectivisch  unzerstörbare  Grösse **, 
eine  unmittelbare  Folge  der  Invarianz  des  Krümmungsradien -Verhältnisses 
in  der  Ebene  ist. 

12.  Zum  Schluss  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  für  zwei  in  beliebiger 
Lage  befindliche  Kegelschnitte  die  Gleichung  für  die  bei  den  in  1.  er- 
wähnten zwölf  perspectivischen  CoUineationen  auftretenden  Doppelverhältnisse 
aufzustellen.  Wir  bedienen  uns  hierzu  der  symbolischen  Rechnungsmethode 
(Clebsch-Lindemann,   Vorl.  über  Geometrie  I,  S.  187  fl^.'\  und  ^v^^^tl 
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bereits,  dass  wir  eine  in  den  Quadraten  der  Doppelverhältnisse  cnbische 
Gleichung  erhalten  müssen. 

Die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  seien: 

^°^  «i«  =  0. 

eine  gemeinsame  Tangente,  so  sind  die  doppelt  zählenden  Berührungspunkte 
auf  derselben  resp.  .        x,      ^ 

«"^^  (avuy=0. 

Dann  ist  („^^)i  ^  k{avuY  =  0 

die  Gleichung  der  Spuren  eines  Chordalenpaars,  wenn  k  eine  Wurzel  der  Gleichung : 
6)  H^k^  +  3  Ao^'  +  32)oi  ^  +  i/o  =  0, 

wo  H^t   2>iof    Alt    Sq  dieselbe  Bedeutung,    wie   in   Gleichung   1)   haben. 

Nennt  man  (cfr.  Seeger  a.a.O.  S.  4)  Exponent  eines  Punktes  in  Bezug 

auf  die  Berührungspunkte  sein  Abstandsverhältniss  von  denselben,  so  sind: 

wo  A, ,  ilg,  it3  die  Wurzeln  von  6)  sind,  die  Exponenten  der  Spuren  der  drei 
Chordalenpaare.  Femer  seien  (üj,  ft,,  fi^  die  Exponenten  der  zu  denselben 
correspondirenden  auf  v  liegenden  Contingenzpunkte. 

Weil    aber  zwei   zusammengehörige   Chordalen   von    zwei  Contingenz- 
.  punkten,  welche  weder  unter  sich,  noch  mit  jenen  correspondiren,  harmonisch 
getrennt  werden,  so  ist: 


daher : 


^1 


f*2^  = 


A3A1 


^t 


» 


1,  2  _    ^1^2 
^^     "      k 


Daher  sind  die  Quadrate  der  Doppelverhältnisse  der  CoUineationen : 


AjAg    ^ 


A>o  Aa 

A  «  =:  ?^  =    ^1  ^2  , 
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Die  Gleichung  der  Quadrate  der  Doppelyerhältnisse  hat  also  zu  Wurzeln 
die  Wurzeln  der  Gleichung  6)  paarweise  multiplicirt  and  durch  das  Quadrat 
der  dritten  dividirt. 

Sie  lautet  daher: 

Das  Product  der  Quadrate  der  DoppelverhSltnisse  ist 
also  Eins. 

Eine  Wurzel  ö^  ist  gleich  1,  das  heisst,  ein  Chordalenpaar  geht  durch 
die  correspondirenden  Contingenzpunkte,  wenn: 

TT    7)     3-_   7)     8TT 

Alle  Chordalen  gehen  durch  cörrespondirende  Contingenzpunkte,  wenn: 


ii),«=or 


xo 
Die  Discriminante  der  cnbischen  Gleichang  7)  in  d*  ist: 

Aus  ^j«  =  ^^2 

folgt  1  8  -.  1  8 

daher  auch:  „  8  _  ,.  3 

Wenn  also  zwei  Wurzeln  von  7)  einander  gleich  sind,  so  ist  das 
Doppelverhältniss ,  welches  auf  einer  gemeinsamen  Tangente  zwei  bestimmte 
Contingenzpunkte  mit  den  Berührungspunkten  bilden,  eine  dritte  Wurzel 
der  positiven  Einheit;  eine  der  zum  ersten  correspondirenden  Chordalen  und 
eine  der  zum  zweiten  correspondirenden  bilden  mit  den  Berührungspunkten 
ein  Doppelverhältniss  gleich  einer  sechsten  Wurzel  der  positiven  Einheit. 
Hierin  ist  der  Fall  der  Berührung  [erster  Factor  von  8)]  mit  inbegriffen; 
der  zweite  Factor  von  8)  bezieht  sich  auf  die  complexen  Einheitswurzeln. 
Wenn  er  verschwindet,  liegt  eine  Chordale  und  eine  bestimmte  nicht  cörre- 
spondirende und  alsdann  ebenso  die  mit  jener  zusammengehörende  und  die 
mit  dieser  zusammengehörende  äquianharmonisch  zu  den  Berührungs- 
punkten auf  den  gemeinsamen  Tangenten. 
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VII.  Eine  einfache  Berechnung  des  Siebzehneoks. 
Im  Folgenden  werden  nar  zwei  goniometrische  Formeln  ben atzt,  nSmlich: 

,,_1  +  C082ß 


cos^ß  = 


und  C08{ii  —  |5)  =  —  cosß. 


Mittelst  derselben  lässt  sich  das  regnlftre  Siebzehneck   auf  sehr  ein- 
fache Weise  folgendermassen  berechnen. 

Der  ersten  Formel  gebe  ich  die  Gestalt: 

2)  {2co8ßY  =  2  +  {2co82ß) 

und  wende  sie  auf  die  Ausdrücke 


3) 


9        1  o        2 

a^  =  Ä  C05  Y=  TT,     a^  ^=  ^  cos  j=  7t, 


17 


17 


a^^  iCOS-rsn^        a^^  2C08rr=n 


17"     ^«  "17 

ttg*  =  2  +  2 CO»  ps  w  c=  2  —  ( 2 C05 p=  jr j  =  2  —  a^, 
es  ergeben  sich  also  zwischen  diesen  vier  Grössen  vier  Gleichungen: 


an;  so  ist 
und 


4) 


a8«  =  2-o, 


o,«  =  2  +  o,. 


Man  bemerkt  sofort,  dass  die  unbekannten  in  zwei  Omppen  zerfallen, 
a^y  a^  nnd  a,,  Og.    Ich  führe  neue  unbekannte  x  und  y  ein,  nämlich: 


5) 


Qi  —  a4  =  Xi 

»1  •  «4  =  Vi 

Aus  Nr.  4  findet  sich: 


»2  +  »8  =  ^2 

«2  •  «8  ==  y«- 


a^  —  V  =  »1  +  «4»     «1*  -  V  =  «s 


^8- 


Dies  wird  multiplicirt  und  gehoben: 
das  ist:  («1 -«,)(«. +  «8)  =  1. 


ß) 


1  *     8   "^      * 
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Ans  Nr.  4  findet  sich  weiter 
4  —  08^  =  2  +  01,    4  — a4*  =  2  — Og,    4  — aj*  =  4  — 04,    4  — ai*=2  — Og. 
Dies  wird  multiplicirt  und  gehoben: 

(2  +  a,){2  +  a,){2  +  a,){2  -  a.)  =  1 , 

das  ist  nach  Nr.  4: 

a^^ .  a^^ .  a^^ a^^  =:  1, 
also,  da  alle  a  positiv, 

das  ist  öiÖ4.a,«8  =  +  l. 

7)  ^1.^2  =  1- 

Nun  bilden  wir  die  Quadrate,  immer  Nr.  4  benutzend: 

Xj^  =  Ol*  +  04*  -  2a, 04  =  4  +  a,  +  ag  —  20404, 
also 

.     a^2  =  4  +  0?,  -  2y, , 
ebenso 

a?j^  =  4  —  a?,  +  2yg, 
und  nach  Nr.  6 : 

.  2ir2a:i  =  2 


8)  {x^  "  iTi)«  =  6  +  (iCg  -x^)  -  2  (y,  -  yg). 

yi'  =  «i'«4'=(2  +  a,)(2  +  ag)  =  4  +  2(a,  +  ag)  +  a,o,, 
also 

ebenso 

^2*  =  4  —  2fl?,  —  ^i, 
und  nach  Nr.  7 

2y.y,  =  2 


9)  ( V,  -  y,)»  =  6  +  2  («,  -  x.)  -  (y,  -  y,). 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass 

Vi  -  y«  >  a?8  —  o;,  >  0. 
Aus  Nr.  9  und  8  folgt: 

also  ^^'  "  ^2^*  "  (^2  -  ^1)*  =  ^Vi  -  ^2^  +  («^2  -  ^1^; 

10)  (3^1  -y2)~(^2-"^i)=  1- 
Dies  setzen  wir  in  Nr.  8  und  9  ein : 

11)  («2  -  ^1)  *  =  4  -  («^2  —  ^i)- 

12)  (yt-y2)'  =  4  +  (y,-yf). 

Hieraus  ergiebt  sich: 
13)  x^-x^^ s »     ^1-^2  = ö 


Der  Kürze  halber  setzen  wir: 

a:,  — «1=-.  A,     ^1  — »i=(i. 
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Zu  den  Gleichungen  Nr.  13  nehmen  wir  Nr.  6  und  7  hinzu: 
80  lassen  sich  die  x  und  y  finden: 


14) 


«,  =  5(/*H^  +  A) 


1 


Hierauf  ergeben  sich  die  a  aus: 


o,  —  «4  =  «1 


a»«4  =  yi 


als 


15) 


1 


öi=ö(^a;i«  +  4yi  +  irj) 


2 

1 


«2=0  W^i^ + ^Vi  -  a^i) 


^2  +  ÖJg  =  5^2 
«8  08  =  ^2 

1 


02=2(^2  +  /^^-^^ 


Ö8  =  ZT(i«^2-/V-4y2) 


1 


Oj  ist  2coSyjn. 
Der  Centri Winkel  der  Seite  ^j^  des  regulftren  Siebzehnecks  findet  sich 


durch 

16) 


2  1 

2  cos -pj  71  =  4cos*j7j  7t  —  2  =  a,*  —  2. 


17 


17 


Diese  Art  der  Auflösung   dürfte  kürzer  sein,   als   die  gewöhnlich  be- 
nutzte, welche  auf  die  Formeln 

COS  a  +  COS  ß  =  2  COS  — ö —  <^S  — ö — » 


COS 


ck  ^  "^  ß  et  —^  ß 

a--  COS  ß  =  2  sin  — ^-^  sin 


2 


zurückgeht,  und  die  z.  B.  in  Schlömilch's  Oeometrie  angegeben  ist. 
Auch  zur  geometrischen  Herleitung  werden  gewöhnlich  Zusammenhänge 
benutzt,  welche  diesen  letztgenannten  Formeln  entsprechen,  z.  B.  in 
Schraders  Geometrie.  Aber  auch  geometrisch  ist  mein  Verfahren  das 
einfachere.  Ich  hoffe,  in  nächster  Zeit  eine  zusammenhängende  und  er- 
schöpfende Darstellung  des  Problemes  in  neuem  geometrischen  Gewände  zu 
geben,  worin  eben  die  Formeln  Nr.  3  auf  einfachste  Weise  geometrisch 
gewonnen  und  gedeutet  werden   sollen.     Das  Verfahren  ist  natürlich  nicht 

auf  den  Fall  77  beschränkt,  wie  ich  denn  auch  eine  allgemeine  Formel  für 

die  Seite  54^4.2  des  regulären  Polygones  von  2(2n+  1)  Seiten  geben  werde. 


Magdeburg. 


\ix.  ^O^UOHl. 
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Vin.  lieber  eine  Fotenzbeziehnng  bei  den  Cnrven  zweiter  Ordnung. 

Von  Faure  rübrt  der  Satz  her,  dass  die  Umkreise  der  Poldreiecke 
einer  Carve  zweiter  Ordnung  im  Mittelpunkte  dieser  Curve  denselben 
Potenzwertb  besitzen.  Diesem  Satze  können  wir  den  folgenden  zur  Seite 
stellen,  der  eine  ähnliche  Potenzbeziehung  enthalt  und  der  noch  nicht  be- 
kannt sein  dürfte. 

Zu  allen  Kreisen,  welche  je  eine  der  durch  einen  Punkt  P 
gehenden    Sehnen    einer  Curve    zweiter   Ordnung  als    Durch- 


messer fassen,  giebt  es  im  Allgemeinen  einen  Punkt  gleicher 
Potenz  S.  Dieser  hat  denselben  Potenzwertb  zu  den  Kreisen 
einer  anderen  Schaar,  von  denen  jeder  eine  durch  einen  ge- 
wissen Punkt  P'  gehende  Sehne  derselben  Curve  als  Durch- 
messer enthält. 

Wir  ziehen  zum  Beweise  dieses  Satzes  durch  P  drei  Gerade,  die  die 
Curve  zweiter  Ordnung  X  in  den  Punktpaaren  il^j,  BBi  und  CC^  treffen, 
und  construiren  die  drei  Kreise,  die  je  eine  der  entstandenen  Curvensehnen 
als  Durchmesser    fassen  (Figur).     Den    gemeinsamen    Schnittpunkt  t?   der 
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Potenslinien  dieser  Kreise  verbinden  wir  mit  Ä,  B  und  C  durch  drei 
Gerade,  die  die  zugehörigen  Kreise  zum  zweiten  Male  in  A^,  B^  und  C^ 
schneiden,  und  ziehen  ferner  die  Geraden  A^A^,  ^i^%  ^^^  CiC^,  Dann 
sind  die  Winkel  bei  A^^  B^  und  C^  rechte,  und  es  haben  die  Pro* 
ducte  SA.SA^,  SB.SB^  und  SO.SO^  denselben  Werth.  Weisen  wir 
nun  jedem  Punkte  X  von  A  diejenige  Gerade  x  /.u,  die  senkrecht  steht 
zu  SX  und  diese  Gerade  in  einem  solchen  Punkte  X2  schneidet,  dass  das  Pro- 
duct  SX,8X2  gleich  jenem  Werthe  SA.SA^  ist,  dann  sind  X  und  x 
entsprechende  Elemente  in  einem  allgemeinen  circulären  Polarsjstem,  dessen 
Ordnungscnrve  ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  x  ist,  der  S  als  Mittel- 
punkt und  j/SA  .  SA2  als  Radius  hat.  Nennen  wir  ferner  Xi  und  X\  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  x  mit  der  Curve  A,  dann  sind  X  und  Xi  und 
ebenso  X  und  X\  conjugirte  Punkte  in  dem  circulären  Polarsjstem,  und 
folglich  schneiden  die  Geraden  XXi  und  XX'i  den  Kreis  x  und  die 
Curve  X  so  in  vier  harmonischen  Punkten,  dass  je  zwei  zugeordnete  auf 
derselben  Curve  liegen.  Nach  einem  bekannten  Satze  bilden  solche  Gerade 
einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung;  weil  aber  in  unserem  Falle  drei 
Strahlen  des  BUschels,  nämlich  AAi,  BB^  und  CC^  durch  den  Punkt  P 
gehen ,  so  zerfällt  der  BUschel  zweiter  Ordnung  in  zwei  Büschel  erster  Ord- 
nung. Der  Mittelpunkt  des  einen,  durch  den  die  Geraden  XX^  gehen, 
ist  P,  der  Mittelpunkt  des  andern,  in  dem  sich  die  Geraden  XX\  schneiden, 
möge  mit  P'  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  nun  schliesslich  über 
irgend  einer  der  Strecken  XXi  oder  XX^  als  Durchmesser  den  Kreis 
construirt,  so  geht  dieser  durch  den  zugehörigen  Punkt  X,,  so  dass  SX 
und  8X2  Sehnen-  oder  Secantenabschnitte  des  Kreises  sind,  also  das  Pro- 
duct  SX.SX^  die  Potenz  des  Punktes  S  zu  jenem  Kreise  darstellt.  Weil 
nun  aber  dieses  Product  constant  ist,  so  ist  iS  ein  Punkt  gleicher  Potenz 
zu  allen  Kreisen,  die  je  eine  der  Curvensehnen  XXi  oder  XX\  als  Durch- 
messer fassen. 

Denken  wir  uns  st-att  der  Kreise  die  Kugeln,  die  die  Sehneu  XXi 
und  XX\  als  Durchmesser  fassen,  so  gehen  die  Potenzebenen  von 
je  zweien  dieser  Kugeln  durch  den  Punkt  S  und  stehen  senkrecht  zu 
der  Ebene  der  Curve  X,  Folglich  schneiden  sich  alle  diese  Potenzebenen 
in  der  Geraden ;  die  in  jS^  normal  zu  jener  Ebene  steht.  Die  Kugeln  der 
beiden  Schaaren  gehören  also  zu  einem  Kugelbündel  und  haben  folglich 
auf  der  Potenzachse  zwei  gemeinschaftliche  reelle  oder  imaginäre  Schnitt- 
punkte.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

Alle  Kugeln,  welche  je  eine  der  durch  einen  Punkt  P 
gehenden  Sehnen  einer  Curve  zweiter  Ordnung  als  Durch- 
messer fassen,  haben  im  Allgemeinen  zwei  Punkte  gemein- 
sam. Durch  diese  geht  noch  eine  zweite  Schaar  von  Kugeln, 
von  denen  jede  eine  durch  einen  gewissen  Punkt  P*  gehende 
Sehne  derselben  Curve  als  Durchmesaei  enthält. 
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Die  Eegelflftchen,  die  aas  einem  dieser  beiden  Punkte  die  Carve  X 
projiciren ,  sind  von  besonderer  Art ,  da  jede  von  beiden  Kegelfläcben  von 
irgend  einer  darch  ihren  Mittelpunkt  und  einen  der  Punkte  P  und  F' 
gehenden  Ebene  in  normalen  Strahlen  geschnitten  wird.  Solche  Kegel  sind 
vom  Verfasser  dieser  Arbeit  in  seiner  Strassburger  Inaugural- Dissertation 
„Kegel  des  Pappus*'  genannt  und  dort  n&her  untersucht  worden. 

Nach  dieser  Darlegung  wollen  wir  hier  noch  die  wichtigsten  der  Stttze 
anführen,  die  sich  uns  bei  weiterer  Untersuchung  jener  Kreisschaaren  er- 
geben haben  und  die  vielleicht  einiges  Interesse  beanspruchen  dürften. 
Wir  behalten  uns  vor^  sie  bei  einer  andern  Gelegenheit  zu  begründen. 

1.  Die  Kreise,  die  parallele  Sehnen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  als  Durchmesser  fassen,  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Potenzlinie  ein  Durchmesser  der  Curve  ist.  Der  Büschel  hat 
zwei  reelle  und  zwar  auf  der  Curve  gelegene  oder  zwei 
imaginäre  Grundpunkte,  je  nachdem  die  parallelen  Sehnen 
Punkte  auf  den  beiden  oder  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel 
verbinden. 

2.  Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel  hat  der  zu  einem 
Punkte  P  conjugirte  und  mit  diesem  auf  einem  Durchmesser 
gelegene  Punkt  8  gleichen  Potenzwerth  zu  allen  Kreisen, 
die  je  eine  Hyperbelsehne  des  Punktes  P  als  Durchmesser 
fassen. 

3.  Zwischen  den  Punkten  P  und  P'  besteht  eine  involu- 
torische  Verwandtschaft  zweiten  Grades,  deren  Hauptpunkte 
der  Mittelpunkt  und  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  von 
X  sind. 

4.  Auf  einer  Achse  einer  Curve  zweiter  Ordnung  giebt  es 
zwei  reelle  oder  imaginäre  und  bezüglich  des  Mittelpunktes 
symmetrisch  gelegene  Punktpaare  ES^  die  durch  folgende 
Eigenschaften  ausgezeichnet  sind:  a)  Verbindet  man  irgend 
einen  Curvenpunkt  X  mit  R  durch  eine  Gerade,  die  die  Curve 
zum  zweiten  Male  in  X^  trifft  und  zieht  man  die  Gerade  XS^ 
so  steht  diese  senkrecht  zur  Tangente  des  Punktes  Xj^;  b)  Ist 
X^  der  Schnittpunkt  der  Geraden  XS  mit  der  Tangente  des 
Punktes  Xi,  dann  hat  das  Product  SX.SX^  einen  constanten 
Wertb;  c)  Die  Punkte  R  und  8  sind  durch  die  Brennpunkte 
der  Achse  harmonisch  getrennt.* 

5.  Den  Punkten  P  einer  Geraden  entsprechen  die  Punkte  £> 
einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 

*  Vergl.  die  Verhandlungen  der  64.  Versammlung  deutscher  Naturforscher 
und  Aerzte,  Leipzig  1892,  2.  Theil  S.  542  flg. 
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6.  Bestimmt  man  zu  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  den  zugehörigen  Punkt  8y  sowie  die 
Curve  jiiy  auf  der  die  Mittelpunkte  der  Sehnen  des  Punktes  P 
liegen,  dann  gehen  durch  die  Fusspunkte  der  vier  von  8 
nach  fi  gezogenen  Normalen  grösste  und  kleinste  zur  Curve  l 
gehörende  Sehnen  des  Punktes  A* 


*  Vergl.  die  Bemerkung  vgn  Schlömilch  in  der  Zeitschrift  fSr  mathem. 
und  natnrw.  Unterricht.    Jahrg.  1892,  Heft  4,  S.  280  und  281. 

Saarbrücken.  Dr.  Theodor  Meter. 


XIV. 

Ueber  die  Stellen  innigster  Berührung  einer  ebenen  Curve 
dritter  Ordnung  mit  einer  ebenen  Curve  n^'  Ordnung. 

Von 

Dr.  Martin  Disteli 

in  Zürich. 


Hierzu   Tafel  VI,   Fig.   1-6. 


Bekanntlich  können  von  den  3n  Schnittpunkten  P  einer  ebenen  Curve 
n*®'  Ordnung  (7„  mit  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  0^  alle  bis 
auf  einen  auf  der  C^  willkürlich  fixirt  werden.  Denkt  man  sich  nun  die 
(3n  —  1)  willkürlichen  Punkte  P  sämmtlich  unendlich  benachbart,  so  kann 
durch  zweckmässige  Wahl  der  Berührungsstelle  auch  noch  der  letzte  Schnitt- 
punkt mit  den  übrigen  vereinigt  werden.  Die  vorliegende  Frage  möge 
also  lauten: 

Wie  viele  Punkte  giebt  es  auf  der  allgemeinen  und  den 
singulären  Curven  dritter  Ordnung,  welche  eine  innigste,  das 
heisst  eine  3n-punktige  Berührung  mit  einer  Curve  n**' Ord- 
nung gestatten,  und  welche  hauptsächlichen  geometrischen 
Eigenschaften  kommen  diesem  Punktsysteme  zu? 

I.  Anzahlbestimmung  der  Bertthrungsstellen. 

Wir  führen  die  Untersuchung  im  Folgenden  synthetisch,  indem  wir 
die  fraglichen  Stellen  zuerst  für  die  einfachsten  Fälle  ermitteln,  dann  zur 
allgemeinen  Primzahl  und  schliesslich  zu  den  zusammengesetzten  Zahlen  n 
übergehen.     Dabei    wird    durchweg  nur  von  dem  Satze  Gebrauch  gemacht: 

Legt  man  durch  (3 w  —  2)  der  Schnittpunkte  P  einer  Curve  0^ 
und  einer  Curve  Cj,  sämmtliche  Curven  C„f  so  schneiden  diese 
aus  der  C^  Punktepaare  einer  rationalen  und  quadratischen 
Involution,  deren  Verbindungslinie  stets  durch  einen  festen 
Punkt  der  Cg  geht. 

Dieser  feste  Punkt  soll  in  der  Folge  als  Drehpunkt  D  bezeichnet 
werden. 

Zeitschrift  f.  Mutbematik  u.  Thygik.  3S.  Jahrg.  1893.  5.11«U.  V\ 
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1.  Die  einfachsten  Fälle. 

n=l.  Diejenigen  Stellen,  wo  die  Cg  von  einer  Geraden  dreipnnktig 
berührt  wird,  sind  unmittelbar  ersichtlich:  nämlich  die  neun  Wende- 
punkte mit  der  bekannten  Configuration  ihrer  zwölf  dreifach  zählenden 
Geraden.  Wir  können  sie  unter  dem  Gesichtspunkt  vorliegender  Betrachtung 
bezeichnen  als  Punkte  P|,  wenn  hier  gleich  angemerkt  wird,  dass  die 
Bezeichnung  Pn  für  den  allgemeinen  Fall  gelten  soll.  Es  ist  bemerkens- 
werth ,  dass  die  Wendepunkte  auch  in  der  Folge  eine  wichtige  Bolle  spielen. 

n  =  2.  Sei  in  Fig.  1  F^  ein  beliebiger  Punkt  der  C3,  F2  sein  erster 
und  I>|  sein  zweiter  Tangentialpunkt.  unter  allen  in  F^  vierpunktig  be- 
rührenden Kegelschnitten  C^  figurirt  auch  die  doppelt  gelegte  Tangente 
in  i^i,  welche  zeigt,  dass  D|  der  Drehpunkt  des  veränderlichen  Punkte- 
paares ist,  welches  zugleich  den  Individuen  des  Kegelschnittbüschels 
angehört.  Die  Gerade  Dj  Fi  begegnet  somit  der  0^  in  demjenigen  Punkte  6, 
der  dem  in  JPj  fünfpunktig  osculirenden  Kegelschnitt  angehört.  Anf 
diese  Weise  kann  zu  jedem  Punkte  F^  linear  ein  Punkt  6  construirt 
werden.     Wann  und  wie  oft  fallen  F^  und  6  zusammen? 

Wenn  ein  Zusammenfallen  eintreten  soll ,  muss  D^  mit  F^  coincidiren ; 
dann  aber  ist  F^  ein  Wendepunkt. 

Die  Punkte  Pg  sechspunktiger  Berührung  zwischen  der  C^ 
und  einem  Kegelschnitt  C^  sind  also,  wie  bekannt,  die  27  Be- 
rührungspunkte der  aus  den  Wendepunkten  an  die  C3  gelegten 
Tangenten. 

n  =  3.  Sei  wieder  in  derselben  Figur  Fi  ein  willkürlicher  Punkt 
der  C3.  Um  jetzt  den  Drehpunkt  D^  der  Sehnen  anzugeben,  welche  die 
variablen  Schnittpunktepaare  aller  Curven  dritter  Ordnung  enthalten, 
von  denen  die  Grundcurve  C3  in  J^j  siebenpunktig  berührt  wird  y  betrachten 
wir  diejenige  zerfallende  C^ ,  welche  aus  dem  in  F^  fünfpunktig  osculirenden 
Kegelschnitt  und  seiner  Tangente  in  diesem  Punkte  besteht. 

Für  diese  Curve  ist  ßF^  das  variable  Punktepaar,  welches  somit 
durch  seine  Verbindungslinie  den  Drehpunkt  D«  bestimmt.  Durch  den 
Strahl  F1D2  wird  aber  jetzt  der  neunte  Schnittpunkt  aller  Curven  dritter 
Ordnung  bestimmt,  welche  die  Grundcurve  in  JPj  achtpunktig  berühren. 
Soll  nun  9  auch  nach  F^  fallen,  so  muss  D^  mit  F^^  also  auch  6 
mit  Dl  identisch  werden.  Die  Punkte  JP^i^gD^  bilden  in  diesem  Falle  ein 
Dreieck  von  Punkten  der  Cj,  dessen  Seiten  die  Tangenten  der  Grundcurve 
in  seinen  Ecken  sind.  —  Solcher  Dreiecke  giebt  es  auf  der  C3  aber  24. 

Die  fraglichen  Punkte  P3  sind  also  diejenigen  72  Punkte, 
welche  mit  jedem  Wendepunkt  Fundamentalpunkte  für 
Steiner'sche  Polygone  von  18  Seiten  bilden. 

Auf  die  Configuration  dieser  Punkte  kommen  wir  im  Folgenden  noch- 
maJs  zurück» 
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Elementes  zu  Elementen  der  Involution  des  anderen  vollzogen,  indem  man, 
mit  Ausnahme  des  Wendepunktes,  alle  Punkte  des  einen  Elementes  mit 
allen  des  anderen  durch  gerade  Linien  verbindet  und  die  dritten  Schnittpunkte 
mit  der  Curve  bestimmt. 

Bezeichnet  man  mit  Ä„  die  Anzahl  der  Punkte  P»,  das  heisst  also 
derjenigen ,  welche  mit  dem  Wendepunkt  nicht  zerfallende  Polygone  ergeben, 
also  mit  Äpa  die  Anzahl  der  Punkte  Ppa ,  mit  ^p«  die  Zahl  der  Punkte  Pp», 
welche  zu  Polygonen  von  blos  2a Seiten  führen,  so  setzen  sich  die  n^  Punkte 
des  Elementes  der  Zahl  n  zusammen  aus  der  Anzahl  aller  Punkte  Ppa, 
wenn  a  alle  ganzzahligen  positiven  Werthe  von  0  bis  a  durchläuft,  so 
dass ,  wenn  ÄfP  =  1  und  p  von  3  verschieden  gedacht  wird , 


a-  a 


ist.     Daraus  folgt: 


Ebenso  ist  die  Anzahl  der  Punkte  Pm  die  zur  Primzahlpotenz  n  =  ^ 
gehören,  gegeben  durch  « 

V=(g«-l)2^(»-') 

und  man  findet  endlich  die  zur  Zahl  jf.^  gehörenden  Punkte  P  durch 
Verbindung  der  Punkte  Pp^  mit  den  Punkten  P,&.  Da  aus  geometrischen 
Gründen  jeder  nur  einmal  erhalten  werden  kann,  so  ist  ihre  Anzahl  unter 
Berücksichtigung  blos  eines  Wendepunktes 

Die  Anzahl  ist  aber  auch  gleich  der  Anzahl  aller  Zahlen- 
paare a,  J3(<n),  welche  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben;  das  heisst  gleich  der  Anzahl  aller  Punkte  in  der 
Ebene  eines  Cartesi'schen  Coordinatensystems ,  deren  Coordinaten  ganze, 
positive  Zahlen  sind,  welche  zugleich  kleiner  als  n  und  theilerfremd 
mit  n  sind. 

Die  Anzahl  dieser  Punkte  stimmt  aber  bekanntlich  mit  obiger  Anzahl 
überein,  falls  n  die  Form  jp",g*  besitzt. 

Damit  ist  aufs  Neue  gezeigt,  dass  durch  die  Verbindungslinien  jeder 
der  Punkte  P„  nur  einmal  erhalten  wird  und  femer  geht  daraus  hervor: 

Gehören  zwei  Punkte  P  zu  den  Zahlen  ß^  und  0^^  so  ist  der 
dritte  Schnittpunkt  ihrer  Verbindungslinie  allemal  ein  Punkt, 
dessen  Zahl  höchstens  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen der  Zahlen  e^  und  e^  oder  aber  einem  Divisor  d  des- 
selben gleich  ist,  je  nachdem  £f^  und  e^  relativ  prim  sind,  oder 
gemeinschaftliche  Primzahlpotenzen  bealti^ii. 
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Ist  also  n  eine  Zahl  von  der  Form 

wo  |7,  9,  r.  •  .  die  verschiedenen  Primfactoren  sind,  so  ist  die  Anzahl  der 
verlangten  Punkte  P«: 

A„  =  9^„  =  9(l)«-l)(g2-l)(r2-l)...     |,2(«-i)g2(A-i)^2(c-i),., 

Nebst  diesen  Punkten  umfasst  aber  das  Steiner 'sehe  Involutions- 
element alle  Punkte  'Pa'>  <}ie  zu  sämmÜichen  Divisoren  d  der  Zahl  n  ge- 
hören, so  dass  man  alle  Punkte  des  Elementes  erhalten  muss,  wenn  d  alle 
Divisoren  von  n  (inclusive  1  und  n)  durchläuft. 

Die  Grössen  A  befolgen  also  die  beiden  Gesetze: 

Ad=(3w)*  und  Äd.Ätt  =  Add^f 


?■ 


sobald  d  und  (f  zwei  zu  einander  relative  Primzahlen  sind. 

Die  Betrachtung  dieses  Abschnittes  hat  somit  bis  jetzt  ergeben,  dass 
die  in  Rede  stehenden  Punkte  Pn  unter  den  Punkten  der  von  Clebsch 
aufgestellten  „Merkwürdigen  Punktsystemen*'  der  Curve  C^  zu  suchen  sind. 
Als  Zweck  des  folgenden  Abscknittes  möge  es  betrachtet  werden ,  über  die 
Yertheilung  der  Geraden  der  Punkte  Pn  i  wenn  diese  allein  unter  sich  ver- 
bunden werden,  genauere  Kenntniss  zu  erlangen,  mit  Berücksichtigung 
der  Resultate,  die  über  diese  Configuration  speciell  schon  bekannt  sind. 

IL  Yertheilung  und  Configuration  des  Systems 
der  Yerbindungslinien  der  Punkte  P„. 

Jeder  Punkt  der  Curve  C^  kann  als  bestimmender  oder  Ausgangspunkt 
eines  Involutionselementes  einer  bestimmten  Zahl  angesehen  werden.  Er- 
füllen dann  diese  Ausgangspunkte  auf  der  C^  eine  bestimmte  Configuration, 
so  wird  diese  von  den  zugehörigen  Elementen,  als  Ganzes  betrachtet, 
wiederholt. 

So  sind  zwei  Elemente  derselben  Ordnung  bekanntlich  stets  mit  einem 
dritten  Element  derselben  Ordnung  perspectivisch  oder  connex. 

Insbesondere  erhält  man  also  durch  alle  Geraden  zwischen  den  Punkten 
eines  einzigen  Elementes  sein  Tangentialelement. 

Für  die  Darstellung  der  Punkte  Pn  haben  wir  die  Wendepunkte  als 
Ausgangsgruppe  zu  nehmen  und  wir  haben  entweder  für  jeden  Wendepunkt 
eine  Gruppe  G  von  n*  Punkten,  zwischen  denen  sich  die  Lagenbeziehung 
der  neun  Wendepunkte  wiederholt;  oder  die  eine  der  neun  Gruppen  G' 
enthält  alle  Wendepunkte  und  keinen  Punkt  P» »  welche  in  den  acht  anderen 
Gruppen  G'  enthalten  sind. 

In  beiden  Fällen  aber   ist  die  Gruppe  der  (Sn)^  Punkte  zugleich  ihre 

Tangentialgruppe   und    die   charakteristische  Haupteigenschaft    des    Punkt- 

jsjrstema   besteht  darin,    dass  die  Yerbindungfilinie  irgend   zweier 
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Punkte  des  Systems  stets  einen  dritten  Punkt  desselben  ent- 
halten muss. 

Da  speciell  die  Zahlen  2  und  3  eine  besondere  Holle  in  der  Con- 
figuration  übernehmen ,  wollen  wir  wieder  die  einfachsten  Fälle  zuerst 
behandeln ,  wodurch  wir  dann  in  den  Stand  gesetzt  werden ,  zur  zusammen- 
gesetzten Zahl  n  überzugehen. 

Wir  betrachten  zunächst  die  allgemeine  Curve  C^;  die  rationalen  werden 
später  eine  vollständige  und  zugleich  construirbare  Erledigung  finden. 

A.    Allgemeine  Curve  dritter  Ordnung. 

3.   Die  einüaohsten  Fälle. 

n  =  2'.    Die   Prunkte  P^t   finden    sich    in  neun  Gruppen  Cr  und  zwar 

in  jeder  in  der  Anzahl: 

il2/=3.22('-i). 

Ebenso  ist 

-48i  =  3.22(*-i)a<n) 

die  Anzahl  der  Punkte  P^i  einer  Untergruppe;  Ä^  =  l  ist  somit  der  be- 
trachtete Wendepunkt  von  G, 

Jede  Untergruppe  entsteht  nun  aus  der  vorhergehenden ,  indem  aus  den 
Punkten  jener  die  vier  Tangenten  an  die  Curve  gelegt  werden.  Im 
Weiteren  möge  a(2^,  f»,  n)  die  Anzahl  derjenigen  Geraden  bezeichnen, 
welche  zwei  Punkte  Pn  verbinden  und  zugleich  noch  durch  einen  Punkt  P^x 
hindurchgehen,  was  stets  eintreten  muss. 

Legt  man  ferner  allen  Punkten  P^x  die  Zahl  2^  selber  bei,  also  ins- 
besondere dem  Wendepunkt  die  Zahl  1,  und  beschränken  wir  uns  vorläufig 
auf  einen  Wendepunkt  und  eine  Gruppe  &,  die  zu  ihm  gehört,  so  ist  aus 
geometrischen  Gründen  evident,  dass  die  Verbindungsgerade  eines  Punktes  Pjz 
mit  P^fi  zu  einem  Punkte  P^,  der  Gruppe  führen  muss,  wobei  v  der 
grösseren  der  beiden  Zahlen  X  und  ii  gleich  sein  muss,  und  auch  nicht 
grösser  als  jede  der  beiden  sein  kann,  weil  man  sonst  mit  dem  Lineal 
allein  von  Involutionselementen  niedrigerer  Ordnung  zu  solchen  beliebig 
hoher  Ordnung  aufsteigen  könnte,  was  aber  bekanntlich  eine  Kette  von 
Zirkelconstructionen  erfordert. 

Nur  wenn  A  =  jn  ist,  kann  der  dritte  Schnittpunkt  in  jeden  Punkt  P^v 
fallen,  für  welchen  v<k  ist,  die  Null  eingeschlossen. 

Beachtet  man  noch,  dass  die  Punkte  P^/  die  Punkte  Pj^/.i  zu  Tangential- 
punkten  haben,  so  findet  für  das  System  der  Verbindungslinien  zweier 
Punkte  P„    folgende  Vertheilung  statt,  wenn  die  Grösse 

1-1 

gesetzt  wird: 
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für  A  ^  i  -  2  ist  a  (2^  n,  n)  =^il,2, 

„     A  =  Z-li8ta(2'-i,fi,n)  =  ^(V-4)=^(^'-i-.l), 

AJ 

„     A  =  ?    ist    a(fi,  n,  n)  =^(-4,/— 5,/), 

wobei  die  letzten  Geraden  dreifach  za  zählen  sind.  Die  Gesammtheit  aller 
Geraden  ist  also 

a(2S  «,  n)=^(^.-l), 

wie  es  sein  muss  für  die  Verbindungsgeraden  der  Punkte  P»*  Fasst  man 
jetzt  alle  neun  Gruppen  Q  in's  Auge,  so  kommen  nebst  den  genannten 
Geraden  jeder  Gruppe  neue  aus  der  Verbindung  der  Punkte  P«  Ter- 
schiedener  Gruppen  Q  hinzu.  Die  neun  Gruppen  G  liegen  aber  zwölf  Mal 
zu  dreien  perspectivisch  und  eine  einfache  Abzahlung  ergiebt,  dass  die 
vorigen  Formeln  ihre  Giltigkeit  behalten,  wenn  man  sttmmtliche  Grössen il^i 
mit  dem  Factor  9  multiplicirt. 

Wir  erörtern  die  Frage  nach  der  Realität. 

1.  Ersetzt  man  in  den  vorigen  Formeln  Jg^  durch  ^''jji==2^~^,  den 
Factor  9  durch  3|  weil  blos  drei  reelle  Wendepunkte  existiren,  so  ergeben 
sie  die  Verbindungslinien  der  reellen  Punkte  Pn  der  eintheiligen 
Curve  C/j. 

Fig.  2  illustrirt  den  vorliegenden  Fall,  indem  sie  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  Pj,  P,,  P^  zur  Anschauung  bringt 

Gegeben   ist    zu   denken    das   gestrichte  Parallelogramm,    welches  zu- 
sammen  mit  zweien   seiner  Diagonalpunkte   die  drei  Wendepunkte  P^  und 
die  drei  Punkte  Pg  repräsentirt.     Der  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  ist 
zugleich  Mittelpunkt   der  Curve;    die    zugehörige    h.  Polare    also  unendlich 
fern,    und   somit   die    beiden    anderen  h.  Polaren  p^    unter    sich   parallel. 
Durch    die   gegebenen  Daten   ist  ein  Büschel  von  Curven  C^  definirt,    wir 
können  also  noch  einen  willkürlichen  Punkt  der  Curve  wählen.    Dazu  wurde 
in    Fig.  2    eine  Ecke    desjenigen    Parallelogramms    verwendet,    das    dem 
ursprünglichen  umschrieben  ist,  dessen  eines  Seitenpaar  den  h.  Polaren  und 
dessen  zweites  der  zweiten  Diagonale  des   ursprünglichen  Parallelogramms 
parallel  läuft.     Diese    letztere  Diagonale    theilt   dann  das  ganze  Parallelo- 
gramm in  zwei  congruente  Theile,   deren  Mittelpunkte  zusammen  mit  den 
vier  Ecken   des   ganzen  Parallelogrammes   die   verlangten   Punkte  P^  sind. 
Die  ganze  Configuration  wird  jetzt  durch  elementar -geometrische  Sätze 
begründet.      Als    interessantes    Resultat    springt   zunächst   in   die    Augen, 
dass,  weil  die  drei  Punkte  P^  nicht  einer  Geraden  angehören, 
auch    nicht    drei    Punkte   P4    und    überhaupt   nie    drei    reelle 
Punkte  P^i  in  einer  Geraden  liegen  können. 


266    üeber  d.  Stellen  innigster  Berühr,  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  etc. 


Yerschiedene;  im   Yorigen  Falle  bedeutet  der  Factor  9,  jetzt  bedeutet  der 
Factor  (3*  —  1)  die  Anzahl  der  Gruppen. 

Zum  System  gehören  jetzt  auch  die  Tangenten  in  den  Punkten  P«,  von 
denen  jede  noch  einen  Punkt  P„  enthält  und  deren  Anzahl  wir  mit 
a{n^  n)  bezeichnen  wollen;  femer  möge  die  Grösse  S^m  <lic  folgende 
Bedeutung  haben:  m— i 

dann  findet  die  Geradenvertheilung  nach  folgenden  Anzahlen  statt: 
fttr  ^<m  ist  a(3^,  n,  fi)  =  -^.9^. 

A 

für  fi  =  m  ist  a{n,  n,  fi)= -^(9^43^- 9Ä,m-3) 

a{n,  n)  =  A3,„. 

Beispielsweise  sei  m  =  ] .  Dann  ist  A|  =  9  und  A3  =  72.  Zum  System 
gehören : 

324  Gerade ,  welche  nebst  zwei  Punkten  P3  noch  einen  Wendepunkt  enthalten, 
720       „  »  »        „         »        Ps     »       »      Punkt  P3 

72  Tangenten. 

Jede  der  in  Betracht  kommenden  acht  Gruppen  G'  besteht  aus  drei 
geschlossenen  Tangentendreiseiten ,  welche  der  63  auf-  und  umgeschrieben, 
und  Yon  denen  zwei  reell  sind,  welche  bezüglich  jedes  der  drei  reellen 
Wendepunkte  zu  einander  prospectiYisch  liegen.  Diese  acht  Gruppen  G' 
werden  durch  diejenige  der  Wendepunkte  als  dritte  Schnittpunktsgruppe 
in  Yier  Paare  geordnet,  welche  den  Yier  syzygetischen  Dreiecken  in  der  Weise 
zugewiesen  sind,  dass  je  ihre  sechs  Tangentendreiseite  drei  Mal  paarweise 
perspectiYisch  sind  für  die  auf  den  drei  Seiten  des  entsprechenden  syzy- 
getischen  Dreiecks  liegenden  Wendepunkte. 

Die  sechs  Ecken  zweier  derartig  perspectiYischen  Dreiecke 
sind  also  jedes  Mal  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes  jBT,  deren 
Anzahl  im  Ganzen  sich  auf  36  beläuft  und  Yon  denen  drei 
durch  jeden  Punkt  P3  gehen. 

Diejenigen  neun  Kegelschnitte,  die  zum  nämlichen  syzygetischen  Dreieck 
gehören,  gehen  zu  drei  und  drei  durch  je  zwei  Ecken  H  desselben  und 
haben  in  diesen  zwei  Seiten  h  desselben  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten. 
Es  stehen  somit  in  jedem  Eckenpaar  H  eines  syzygetischen  Dreiecks  zwölf 
Kegelschnitte  K  unter  sich  in  doppelter  Berührung. 

Projicirt    man    also    insbesondere   die  CurYe  dritter  Ordnung  so,  dass 
die   drei   reellen  Wendepunkte   unendlich   fern    und   mit  dem   Kreispunkte- 
paar äquianharmonisch  liegen ,  so  werden  die  Kreispunkte  selbst  ein  Punkte- 
paar H  und  die  durch  sie  gehenden  zwölf  Kegelschnitte  gehen  über  in  ein 
System   von  zwölf  concentri sehen  Kreisen.     Die  Wendepunkte  P, 
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sein  kann.  Endlich  ist  evident,  dass  für  X^k'  und  fi  =  fi  der  dritte 
Schnittpunkt  mit  2^.3^  zu  bezeichnen  ist,  wo  £  und  tj  beide  zwischen  den 
angegebenen  Grenzen  liegen. 

Erinnert  man  sich  noch,  dass  die  Punkte  Pn  durch  /  maliges  Tangenten- 
iegen aus  den  Punkten  P^m  erhalten  werden,  so  findet  die  Vertheilung 
des  Oeradensjstemes  nach  folgenden  Zahlwerthen  statt: 

für  X<1,  ii<m  ist  a(2^3^  n,  n)=^-^  *  dÄ^iy*, 

für  X  =  h  ti<m  ist  a(2'.3^,  n,  fi)=-^9(il,/- S,/)^,«, 

für  A<I-l,fi  =  mista(2^3«n,n)  =  -^9(^3„-S3«)J^,, 

fÜrA  =  i-l,  ^  =  mista(2'->.3«,n,  n)  =  ^[9(il3»,-S3„)J^-,-ll, 

A 

für  A  =  J,   fi  =  m  ist  a(w,  n,  »)=-^9(il2/-S,/)(-4sm-Ssm). 

Wir  geben  zur  Controle  eine  directe  Abzahlung  der  Geraden  mit  drei 
Paukten  Pni 

Ist  Pn'ein  bestimmter  Punkt  unter  den  Punkten  P«  und  d  ein  Divisor  von  n, 
so  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  von  Pn  mit  Pd  entweder 
wieder  ein  Punkt  P«  oder  ein  Punkt  Ptt,  wo  et  wieder  ein  Divisor  von  n,  der 
aber  von  d  verschieden  sein  muss.  Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Punkte, 
die  zu  allen  Divisoren  d  (incl.  1  und  ezcl.  n)  gehören,  denke  man  sich 
ausgesondert.  Dann  enthält  die  Verbindungslinie  des  Punktes  Pn  mit  den 
noch  übrigbleibenden  Punkten  Pn  sicher  noch  einen  dritten  Punkt  Pn. 

Wir  haben  nun  die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  in  d  =  2^.3^  zugleich 
A<Z  und  fi<m,  oder  k  =  l  und  |bi<in,  oder  endlich  il<{  und  fis=m  ist. 

a)  Ist  d  eine  Zahl  der  ersten  Art,  so  ist  alle  Mal  der  dritte  Schnitt- 
punkt ein  Punkt  Pn.    Die  Zahl  der  so  erhaltenen  Punkte  ist: 

ß)  Ist  d  von  der  Form  2' .  3^,  so  ist  der  dritte  Schnittpunkt  ein  Punkt 
mit  der  Zahl  2^.3'",  wo  für  iL  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  l  zu 
setzen  sind.  Die  Zahl  derjenigen  Geraden,  die  auf  einen  Punkt  P„  führen, 
ist  also:  „    , 

in  — i 

(A,i  -  S,i)^9Ä^  =  9  {A,i  -  S^i)8,„,. 

ß  =  Q 

unter  diesen  Geraden  befindet  sich  auch  die  Tangente  des  Punktes  Pn\ 
dieser  beßndet  sich  somit  schon  unter  den  ausgesonderten. 
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y)  Ist  d  Ton  der  Form  2^.3"",  so  trftgt  der  letzte  Schnittpunkt  die 
Zahl  2^.3^,  wo  fi  alle  Werthe  von  0  bis  m  annehmen  kann.  Somit  ist 
die  Zahl  der  nach  einem  Punkte  P»  gehenden  Geraden: 

/— 1 

Bezeichnet  also  An'  die  Anzahl  der  auf  diese  Weise  ausgeschlossenen 
Punkte  Pnf  also 

so  ergiebt  sich  als  Anzahl  der  Geraden  mit  drei  Punkten  Pn: 

a(fi,  n.  n)  =  ^  (A«-A;)  =  ^9(^,-5,,)  (^3« -«3«). 

Setzt  man  im  Weiteren 

^%i  =  2^-»  und  ^V  =  2.3^-S 

so  erhält  man  die  reellen  Punkte  P«  und  ihre  Verbindungslinien  für  die 
eintheilige  Curve  C^^  und  man  bemerkt;  dass  es  keine  Geraden  mit 
drei  reellen  Punkten  P«  giebt. 

Im  Falle  der  zweitheiligen  Curve  dagegen  giebt  es  Gerade  mit  drei 
reellen  Punkten  P„  für  Z^l  und  jeden  Werth  von  m,  da  sowohl  der 
Factor  (-^.''gi  —  Ä^i)  als  auch  {Ä^sm—S^im)  von  Null  verschieden  sind. 
Ist  aber  2  >  1 ,  so  verschwindet  auch  hier  der  erste  der  genannten  Factoren 
und  damit  die  Zahl  der  Geraden  mit  drei  reellen  Punkten  Pn. 

Speciell  möge  gesetzt  werden: 

so  folgt:  ^'=^'    ^«'==^'  *^'^  '^^'^^^    '^'  =  ^' 

a'-(l,  6,  6)  =  9;  a'{2,  6,  6)  =  0;  a^{3,  6,  6)  =  6,  a'-(6,  6,  6)  =  0 

für  die  sechs  reellen  Punkte  P^  der  eintheiligen  C^  und  man  erkennt  in 
der  That  in  Fig.  3,  wo  die  Punkte  Pg  hinzuconstruirt  sind,  dass  keine 
Gerade  durch  zwei  Punkte  Pq  einen  Punkt  P^  und  ebenso  keine  Gerade 
drei  Punkte  P^  enthält;  durch  jeden  Wend»;punkt  gehen  dagegen  drei  und 
durch  jeden  Punkt  P3  geht  eine  Gerade  mit  zwei  Punkten  P^. 
Für  die  zweitheilige  Curve  ist  zu  setzen: 

^2*^  =  0,    A^^^u,   A^  =^»    A3  =0, 
wodurch  man  folgende  Vertheilung  der  Geraden  erhält: 
a'-Cljö,  6)  =  27;  a'- (2,  6,  6)  =  54;  a*" (3,  6,  6)  =  18;  a'' (6,  6,  6)  =  18. 

5. 

n=p^.  Sei  n  eine  beliebige  von  2  und  3  verschiedene  Primzahl. 
Alsdann  ergänze  man  zunächst  einen  Wendepunkt  zum  Involntionselement 
der  Zahl  t»,  wodurch  man  eine  Gruppe  O  mit 

Punkten  Pn  erhält 
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Ebenso  ist  ^^.  ^  (^2  _  i)p2(«-i) 

die  Anzahl  der  Punkte  Pp«.     Dann  bedeutet  wieder 

a-t 
aeO 

die  Anzahl   deijenigen   Punkte   der  Gruppe,   welche  nicht  Punkte  P«  sind. 
Nach  diesen  Festsetzungen  folgt  für  die  Geradenanordnung: 

li 


für  a<,a  ist  a(l>",  n,  w)  =  — —-^^a, 


für  a  =  a  ist  a(w,  n,  n)  = —— {Apa  ^  Spa  —  3>% 

a(»,  n)  =  Apa, 

Ersetzt  man  den  ersten  Factor  Apo  durch  9Apa  =  ^pa^  so  erhält  man 
die  Vertheilung  für  sttmmtliche  Punkte  P»  auf  der  Curve. 

Will  man  blos  die  reellen  Punkte  P«  berücksichtigen ,  so  ist  zu  setzen : 

A'pa  =  (j>^l)p^-\  also  A'-pa^S^p-l)!)«-». 

Insbesondere  wollen  wir  uns  noch,  mit  dem  Falle  n=7  beschäftigen,  der 
sich  einfach  und  übersichtlich  construiren  lässt  (Fig.  5). 

Die  Construction  bezieht  sich  auf  die  eintheilige  Curve  C3,  wie  im 
vorhergehenden  Fall.  Seien  |?j  wieder  die  Ä.  Polaren  der  Wendepunkte  P|, 
so  theile  man  von  diesen  Richtungen  ans  einen  beliebigen  Kreis  des 
Systems  K  in  18  gleiche  Theile.  Die  den  A.  Polaren  zunächst  liegenden 
symmetrischen  Theilpunkt«  nehme  man,  sodann  als  sechs  Punkte  der  Curve. 
Dieselben  bilden  die  Ecken  von  zwei  regulären  Dreiecken,  deren  Seiten 
sich  auf  den  h.  Polaren  als  Perspectivachsen  paarweise  begegnen.  Der 
Kreis  durch  die  drei  zunächst  am  Mittelpunkte  Hq  gelegenen  dieser  Schnitt- 
punkte begegnet  den  Seiten  der  zwei  genannten  Dreiecke  in  sechs  neuen 
Punkten  der  C3.  Dieses  neue  Sechseck  der  Curve  zerfällt  ebenfalls  in  zwei 
reguläre  Dreiecke,  dessen  Seiten  sich  wieder  auf  den  h.  Polaren  begegnen. 
Man  lege  jetzt  durch  die  drei  dem  Punkte  Hq  entfernter  liegenden  dieser 
Schnittpunkte  den  dritten  Kreis,  so  begegnet  dieser  den  beiden  vorigen 
Dreiseiten  in  Punkten  eines  dritten  Sechseckes  der  nämlichen  Curve  C3. 

Aus  der  Construction  lässt  sich  unmittelbar  beweisen,  dass  man  mit 
den  Tangenten  der  Punkte  des  ersten  Sechsecks  zu  denen  des  zweiten, 
durch  seine  Tangenten  zu  Punkten  des  dritten  Sechsecks  und  durch  die 
Tangenten  dieses  dritten  zum  ersten  Sechseck  zurückkehrt. 

Von  den  drei  Sechsecken  ist  also  jedes  das  Tangential- 
sechseck  des  vorhergehenden;  die  Tangenten  ihrer  Ecken  setzen  sich 
zu  drei  geschlossenen  Tangentensechsseiten  zusammen,  die  der  Curve  zu- 
gleich auf-  und  umgeschrieben  sind.  Die  Ecken  dieser  Polygone  sind  die 
PanJcie  Pj. 
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Die  vorliegende  Figur  ist  insofern  specieller  Natur,  als  der  Mittel- 
punkt JTq  der  drei  concentrischen  Kreise  K  je  mit  drei  Punkten  P^  in 
gerader  Linie  liegt,  was  im  Allgemeinen  nicht  stattzufinden  braucht. 

Setzt  man  ^^_g^    ^^,^jg^     ^^,^3^ 

so   findet  man   für  das   Geradensystem  sämmtlicher  18  reellen  Punkte  P^i 

«»•(l,  7,  7)  =  27,    a»- (7,  7,  7)  =  36,    a'-(7,  7)  =  18 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  Construetionsergebniss. 

6. 

n  =y)^.  g*.  Seien  p  und  g  zwei  von  2  und  3  yerschiedene  Prim- 
zahlen.    Ist  dann 

a— I  *— 1 

so  findet  man  durch  Abzählen  für  die  Punkte  einer  Gruppe  Gi 

für  a<a^  ß<h  ist  a{p^q^^  w,  n)  ==^ —^ Apa qfi, 

Ä 
für  a  =  a,  ß<h  ist  a(i?«g^,  n,  n)—--^(Apa^8pa)Aqß, 

für  a<a,  ß  =  h  ist  a(p''q^,  w,  n)  == -^  {Agb ^  S^b)  Apa, 

für  a  =  a,  ß  =  h  ist  a(n,  n,  w)  =^[(^,,a -.Spa)(^6  -  Ä,*)- 3], 

Ersetzt  man  J.„  durch  A«=9^„  und  überall  entweder  die  Grösse 
Ap<*  durch  A|ia=9j!lpa  oder  überall  Aqfi  durch  Ag/?  =  9ii,/y,  aber  nicht 
beides  gleichzeitig,  so  gelten  die  obigen  Formeln  auch  für  das  Gesammt- 
system  der  Punkte  Pn» 

Also  beispielsweise  für  sSmmtliche  Punkte  Ppg  wSre: 

/\ 

/\ 

a(P,  Püy  pq)  =  -^9{Aj,-Ai), 

a{q,pq.pq)=^^HA,-A,), 
a(pq,pq,pq)=-^[HA^'-A,){Ag-A^)-5l 
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7.    Der  allgemeine  Fall. 

Die  bis  jetzt  betrachteten  Fälle  lassen  das  Bildungsgesetz  für  die  Ver- 
theilung  der  Geraden  des  Systems  für  den  allgemeinen  Fall  hinlänglich 
erkennen.  Wenn  es  blos  auf  die  Abzahlung  der  Geraden  des  Systems  der 
Punkte  Pn^  nicht  aber  auf  die  Gesammtconfignration  ankommt,  so  sind 
wesentlich  blos  die  zwei  Fälle  auseinander  zu  halten,  ob  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist.  Es  sind  dann  sowohl  die  Formeln  für  die  Vei^ 
theilung  der  Geraden  theilweise  von  einander  verschieden,  als  auch  zeigt 
die  Lage  der  Punkte  eine  Abweichung,  insofern  im  ersten  Falle  keine  ge- 
schlossenen Tangentenpolygone  auftreten  können ,  während  dies  für  ungerades 
n  stets  der  Fall  ist.  Das  Vorhandensein  des  Factors  3  ändert  nichts  an 
den  Formeln  der  Geradenvertheilung ,  wohl  aber  zeigt  die  Punktconfiguration 
ein  anderes  Bild  und  spielen  namentlich  die  geschlossenen  Tangentenpolygone 
eine  besondere  Rolle. 

a)  Enthält  n  den  Factor  3  nicht ,  so  sind  die  An  Punkte  P»  enthalten 
in  neun  Gruppen  0  von  je  n^  Punkten,  von  denen  jede  einen  Wendepunkt 
und  Punkte  Pa  zu  sämmtlichen  Divisoren  d  von  n  enthält.  Jede  Gruppe 
G  ist  zugleich  ihre  eigene  Tangen tialgruppe ;  sie  liegen  wie  die  Wendepunkte 
zwölf  Mal  unter  sich  zu  dreien  perspectivisch. 

b)  Enthält  n  den  Factor  3  in  der  Potenz  m,  so  zerfallen  die 
(3n)^  Punkte,  unter  denen  sich  die  Pn  finden,  wieder  in  neun  Gruppen  G\ 
von  denen  aber  jetzt  die  eine  alle  Wendepunkte  und  alle  zu  den  verschie- 
denen Divisoren  d  von  n  gehörenden  Punkte  Pd  enthält,  wo  in  d  der 
Factor  3  höchstens  bis  zur  Potenz  tn—  1  auftritt,  indessen  die  Exponenten 
der  übrigen  Primfactoren  die  oberen  Grenzen  erreichen  könneif.  Die  acht 
anderen  Gruppen  G'  enthalten  die  Punkte  Pn^  nebst  diesen  aber  alle 
Punkte  Pd'y  wo  in  (f  der  Factor  3  nur  in  der  Potenz  m  erscheint,  da- 
gegen von  den  Exponenten  der  übrigen  Primfactoren  wenigstens  einer  die 
obere  Grenze  nicht  erreicht. 

Trotzdem  also  hier  eine  Absonderung  des  Factors  9  nicht  unmittelbar 
geometrisch  begründet  ist,  wie  im  Falle  a),  so  liegt  es  doch  im  Interesse 
der  Uebereinstimmung  der  Formeln   für   beide  Fälle  a)  und  b)  die  Grösse 

iu  der  Form 

9^,„  also  4,„  =  (3»-l)3»<— » 

und  folglich:  ^_j 

wie   bereits    früher    geschehen,    zu    setzen.     Alsdann    haben    wir  auf  den 
Factor  3  keiue  Rücksicht  mehr  zu  nehmen. 
Wir  setzen  also  im 
J.  Fall;  ^^jpa^6^_^ 
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Nach  dem  Yoraasgegangenen  ist  dann: 

a— i 

^pa=(|,2_l)j,2(a-l)  S^a  =:^  Ap<B  =  p^^^-^^  WO  i4,o=  1, 

0=0 
6-1 

c— 1 


Anzahl  der  P«: 

Verbindet  man  die  Pankte  P„  und  nur  diese  anter  sich ,  so  findet  die 
Vertheilung  dieser  Geraden  in  folgender  Weise  statt,  wenn  die  früher 
definirte  Bezeichungsweise  festgehalten  wird: 

1)  für  a < a,    ß  <h,    y  < c  u.  8.  w.  ist 

An 

das  heisst  also,  die  Punkte  Pn  liegen  paarweise  in  Strahlen  durch  jeden 
Punkt  Pp9qfirY'.»,  für  welchen  die  oberen  Grenzen  a,  6,  c. . .  von  den 
Exponenten  nicht  erreicht  werden. 

2)  Ist  jedoch  eine  der  Zahlen  or,'  ß,  y...  gleich  der  oberen  Grenze 
a,  &,  c...  resp.  so^ ersetzen  sich  der  Reihe  nach  die  Grössen 

durch  die  Differenzen  />  >    -^  >       r   •  •  • 

(V-V),     (V-V).    UrC-^Src)... 

resp.  und  analog,  wenn  zwei  oder  mehrere  Exponenten  or.  ß,  y...die 
obere  Grenze  erreichen.     Demnach  ist  also: 

für  a  =  a ,   |S  <  6 ,    y  <  c . . .  u.  s.  w. , 

aip^'cfrr  .,.,  n,  n)  =  y  9(^pa  —  Spa)^^/?^^y  . . ., 

das  heisst,  durch  jeden  Punkt  mit  der  Zahl  p^.g^.ry . , .  gehen 

g 

t^  {ApO  —  Spa)Agb  Ar^  .  •  . 

Gerade,  welche  ein  Punktepaar  P«  enthalten.     Ebenso  ist 

3)  für  a  =  a,    ß  =  hj    y  <  c  u.  s.  w, 

aip^q'rr...,  n,  n)=^^ '9{Äpa^Spa){Aqk  ••  Sqb)ArY  . .. 
das  heisst,  durch  jeden  Punkt  p^^f^. . .  gehen 

ZeitBcbrift  f.  M&tiiemt^iik  u.  Phyrik.  38.  Jfthzg.  189».  b.'Ä^tt.  V^ 
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g 

Geraden,  die  zugleich  zwei  Punkte  P«  enthalten.    Endlich  wird 

4)  die  Zahl  der  Geraden  mit  drei  Punkten  Pn  enthalten,  für  sämmtliche 
Exponenten  gleich  der  oberen  Grenze ,  das  heisst: 

für  a  =  a ,   ß=l>,   y  =  c. . .  u.  8.  w.  ist 

fl(n,  n,  n)^^[9{Äpa^S^a){Agb^8gb){ArC-8rc)...-S], 

welche  Geraden  dreifach  zu  zählen  sind  und  wobei  erinnert  werdei^  mag 
bezüglich  des  Subtrahenden  (^3),  dass  jeder  Punkt  P„  nicht  mit  sich 
selbst,  und  nicht  mit  seinen  beiden  Nachbarn  im  Tangentenpoljgon  ver- 
bunden werden  darf.  Vielmehr  gehören  als  einfach  zählende  Geraden  zum 
System : 

5)  Die  Seiten  einer  später  zu  bestimmenden  Anzahl  gewisser  Tangenten- 
Polygone  in  der  Anzahl  «{n,  f.)  =  A,. 

Die  vorstehenden  Formeln,  ergeben  die  reellen  Punkte  P«  und  ihre 
Yerbindungsgeraden ,  sobald  überall  der  Factor  9  durch  3  und  überhaupt 
die  Quadrate  der  Primfactoren  durch  die  einfachen  Potenzen  jp,  g,  r . . . 
ersetzt  werden.  Von  diesen  reellen  Geraden  sind  natürlich  die  überhaupt 
reellen  Geraden  wohl  zu  unterscheiden.  Die  eintheilige  und  zweitheilige 
Curve  zeigen  die  nämlichen  Realitätsverhältnisse;  da  femer  von  den  Factoren 
der  Anzahl  a{ny  n,  n)  keiner  verschwindet,  so  giebt  es  in  diesem  Falle 
stets  eine  sofort  angebbare  Zahl  von  Geraden,  welche  drei  reelle  Punkte 
Pn  enthalten. 

II.  Fall.  n  =  2'jp«g*r«... 

Nach  dem  Vorangegangenen  ist  ebenfalls  zu  setzen: 

1-1 
4,,  =  (2«-l)2^('-«>    und    5,/  =  y'il,a  =  22('-i). 


Die  Anzahl  der  Punkte  Pn  ist  dann 

Die  Punkte  Pn  entstehen  durch  Z  maliges  Taugentenlegen  aus  den 
Punkten  Pn  von  Fall  I.  Geschlossene  Polygone  aus  Tangenten  giebt  es 
keine  mehr,  vielmehr  schneiden  sich  die  Tangenten  der  Punkte  P»  zu  vier 
in  den  Punkten  2''~\p^  .  g^  .  t^. . .  Diese  Punkte  machen  denn  auch  für 
die  Vertheilung  der  Geraden  eine   in   den  Formeln  erkennbare  Ausnahme. 

Ist,   wie  bis  anhin,  Gleichheit  ausgeschlossen,  so  ist: 

1)  für  A<Z,   a<a,   j3<  6,   y<  c...  u.  s.  f.  , 

a{2^p^q^f^ . . .,  n,  n):='^9Ä^xÄpoAgfiÄ,Y  ... 
^o«  f»ej88t,    die  Punkte  P«  liegen  wiederum   gleichförmig   in   Paaren    auf 
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Strahlen  durch  alle  Punkte  2^p''qPty . , ,,  für  welche  keiner  der  Exponenten 
die  obere  Grenze  erreicht. 

2)  Ist  A  =  2  —  1  und  erreichen  zugleich  einige  der  Exponenten  a^  ß,y, . , 
die  obere  Grenze  a^h,  c  . . ,  resp.  so  treten  für  die  Grössen  ^p«,  Ägß,  ÄrY-*  • 
wiederum  die  Differenzen  {Apa  —  Spa)^  (Äqb^S^b),  (-<i,.c  —  Syc ) , . .  resp. 
ein.     Man  hat  daher  etwa  für 

A  =  Z— 1,    o  =  a,   /5  =  &i   y<c...   u.  s.  w., 
a(2'-'p«(2Vy..  ,w,  n)^^9Ä,i^t{Äya^Syn){A,h-Sgb)ArY..., 

so  dass  durch  jeden  Punkt  2'~*.p*^ry ... 

g 

^  A^iiApU-^  Sya)(Agb^Sgb)Are  .., 

Geraden  des  Systems  hindurchgehen. 

3)  Ist  1  =  1—1  und  sind  zugleich  sttmmtliche  Exponenten  a,  /?,  y.. , 
gleich  der  oberen  Grenze^  das  heisst,  ist 

A  =  Z  —  1,    a  =  a,  |3  =  &,   y  =  c. . .  u.  s.  w.,  so  ist: 

a(2'->i)Vr«...,n,  w)==^[9^'-i(V--Äp«)(V-V){^rc-Src)...-l]. 
Somit  gehen  durch  jeden  Punkt  mit  der  Zahl  2^'^p°g^r^ . . . 

^[9A^l{Apa-Spa){Agb^Sgb){ArC'-Src)...-4] 

der  fraglichen  Geraden. 

4)  Ist  der  Weitere  A  =  Z  und  erreicht  keiner  der  Exponenten  den 
grössten  Werth^  das  heisst,  ist 

k  =  l,    a  <  a ,   ß  <  h^   y  <  c. . .  u.  s.  w. ,  so  ist : 
a(2'.i)«3/*fy...,  w,  n)  =  Y9(iä2/-<S2i)ii|,«J^Jry... 

so  dasa  durch  jeden  Punkt  2'p*g^ry.  .  . 

9 

^  {A^i  —  S^l)  ApaAqbArC  • . . 

Geraden  vorliegender  t\.ri  gehen. 

5)  Erreichen  dagegen  sSmmtliche  Exponenten  die  obere  Grenze,  das 
heisst,  ist:  ' 

A,  =  Z,    a  =  a,    ß=^bf    y  =  c...,  so  ist: 

a{n,  w,  n)  =  ^9 {A^i-S^i){Apa^ Spa){Agb^  8gb){ArC'- Src)... 

i)amit  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden  des  Systems  der  Punkte  Pn 
erschöpft;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  gehören  nicht  mehr  dem 
System  an.  Bezüglich  der  Realität  sind  in  diesem  Falle  die  beiden 
Curvenarten  auseinander  zu  halten. 
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a)  Die  eintbeilige  CnrTe.  Setzt  man  in  den  vorangehenden  Formeln 
an  Stelle  des  Factors  9  die  Zahl  3^  femer  für  alle  Quadrate  der  Prim- 
factoren  die  einfachen  Primzahlen,  also: 

80  ergeben  die  Formeln  die  Geraden  des  Systems  durch  die  reellen  Punkte  P«. 
Da  in  diesem  Falle  der  Factor 

ist,  so  treten  in  keinem  Falle  Gerade  mit  drei  reellen  Punkten  P„  auf. 

b)  Zweitheilige  Curve.  Hier  ist  mit  Ausnahme  des  Falles  1=1 
zu  setzen:  ^r    ^2' 

die  übrigen  Grössen ,  wie  vorhin.  Auch  hier  ergiebt  sich  für  l>lf  dass 
die  Anzahl  der  Geraden  mit  drei  reellen  Punkten  P„  verschwindet.  Für 
Z=3l  dagegen,  also  mit  ^/  =3  ist  a^{n^  n,  n)  von  Null  verschieden,  und 
es  gehören  dann  zu  allen  Werthen  von  a,  h,  c.  Gerade  mit  drei 
reellen  Punkten  Pq. 

So  findet  für  n  =  10  beispielsweise  folgendes  Verhalten  statt: 

A^^  =  o ,    A^^  =  4. 

Von  den  Verbindungslinien  der  36  reellen  Punkte  P^q  gehen  54  Geraden 
durch  die  Wendepunkte  P|,  108  Geraden  durch  die  Punkte  P,»  144  Geraden 
durch  die  Punkte  P5,  108  Grerade  enthalten  drei  Punkte  P^q. 


B.   Rationale  Gurven  dritter  Ordnung. 

8. 

a)  Die  Curve  mit  isolirtem  Doppelpunkt.  Fig.  3  zeigt  die 
Möglichkeit,  sofort  zur  Curve  C^  mit  isolirtem  Doppelpunkt  überzugehen. 
Diese  ist  vollständig  bestimmt  durch  den  Doppelpunkt  Hq  ^  die  drei  Wende- 
punkte P|  und  die  drei  reellen  Punkte  P,.  Bezeichnet  man  mit  a  den 
Radius  des  dreifach  berührenden  Kreises  durch  die  Punkte  Pg ,  so  beschreibe 
man  jetzt  den  Kreis  K  vom  Radius  2a;  dieser  begegnet  dann  der  C3  in 
sechs  Punkten,  die  durch  Dreitheilung  des  Sextanten  erhalten  werden  und 
die  Punkte  Pß  sind.  Diese  sechs  Punkte  bestimmen  dann  die  Seiten  zweier 
regulärer  Dreiecke ,  welche  der  C3  in  den  Punkten  P3  begegnen,  und  aus 
^0  projicirt  in  die  Halbirungspunkte  der  vorigen  Theilpunkte  dieses 
Kreises  K  fallen. 

Projicirt  man  also  die  Punkte  P|,  Pj,  Pg,  Pg  aus  dem 
Doppelpunkt  Hq  auf  den  Kreis  JT,  so  fallen  sie  sämmtlich  in 
die  Theilpunkte  einer  36-Theilung  dieses  Kreises,  welche  von 
den  Projectionen  der  Punkte  P^  ausgeht. 
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der  anfgezSblten  Art  für  die  rationale  Carye  und  die  reellen  für  die  beiden 
allgemeinen  Curven  sind. 

Nach  einem  zahlentheoretischen  Satze  *  kann  übrigens  für  die  gesuchte 
Anzahl  at  ein  directer  Ausdruck  aufgestellt  werden,  welcher  nur  eine  andere 
Schreibweise  obiger  Recoursionsformel  ist.  Man  hat  nämlich  für  die 
rationale  Curve,  wenn  p,  q^  ...  die  verschiedenen  in  t  enthaltenen  Prim- 
zahlen bedeuten: 


t.at  = 


(-2)*-  1 


(-  2)P-  1 


+2 


p.» 


(_2)p-J-l 


••  •> 


-2 

P 

und  ebenso  für  die  allgemeinen  Curyen: 

t.at  =  [i-2y-\]'-^[i-2)P-l]'+^[{-2)P^-l]*-... 

Die  nicht  reellen  Polygone  treten  stets  in  Paaren  conjugirt  imagin&r 
auf.     Für  beide  Arten  der  allgemeinen  Curve  findet  man  darnach: 

24  Dreiecke,  56  Vierecke,  216  Fünfecke,  648  Sechsecke,  2376  Sieben- 
ecke,  8100  Achtecke  (324  solche  aus  Funkten  P^^  und  7776  solche  aus 
Funkten  Ps.n),  29232  Neunecke  (72  solche  aus  Funkten  P^;  360  solche 
aus  Funkten  Pjg;  2880  weitere  aus  Funkten  P3.19  und  25920  Polygone 
aus  Funkten  P^^q)  u.  s.  f. 

Eine  ausführlichere  Darstellung  soll  noch  für  ^  =  12  hinzugefügt  werden. 
In  der  Configuration  n« 3.5.7  traten  drei  verschiedene  Arten  von  Zwölf- 
ecken auf.  Wir  fragen  jetzt  nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  Arten 
der  reellen  Zwölfecke  der  rationalen  Curve  überhaupt. 

In  diesem  Falle  haben  wir  x  so  zu  bestimmen,  dass: 

{'^2y*  =  lmod3x. 

Nun  ist:  T^(-2)"- 1  =3ti  =  3.3.5.7.13. 

Die  Factoren  f  von  ^=12  sind  im  Weiteren:  2,  3,  4,  6.  Somit  ist 
(-2)"-l  theilbar  durch: 

(-2)»-],    (-2)3-1,     (-2)^-1;    (-2)«-l. 

unter  den  Divisoren  x  von  n  sind  demnach  auszuscheiden  die  Werthe 

a?==3,    ö,    7,    3.7 
und  bleiben  als' noch  in  Betracht  kommende  Werthe  von  x: 

ä:  =  13,    5.7,    5.13,    7.13,    5.7.13,    3.5,    3.13,    3.5.7; 

3.5.13,   3.7.13,  3.5.7.13. 

Theilt   man   also  von   der  Richtung  P^  aus  den  Kreis  in  2(2^'— 1) 
gleiche  Theile,  so  enthält  die  Configuration: 
die  drei  Wendepunkte  P^ 

zwei  Dreiecke  aus  Punkten  P3, 
drei  Vierecke  aus  Funkten  P^, 
neun  Sechsecke,  zwei  Arten  aus  Punkten  P^  und  P3  7. 


^  Vergl.  Dedekiad:  „Zahlentheorie'',  U.  Abtheilung,  S. 361. 
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Dazu  kommen   die  verlangten  Zwölfecke  in  elf  verschiedenen   Arten, 


nSmlich: 

3  ZwCl  recke 

ans 

Punkten  P^^ 

2  Zwölfecke 

aus 

Punkten  P3.5 

6 

n 

»> 

^6.7 

6- 

•^3.13 

12 

)> 

»♦ 

■^6.13 

12 

■P3.5.7 

18 

>» 

>» 

•^7.13 

24 

•^3.6.13 

72 

)> 

» 

•^6.7.18 

36 

•^8.7.13 

144 

p 

Zusammen  335  reelle  ZwOlfseite,  die  der  ^3  zugleich  auf-  und  um- 
geschrieben sind.     In  der  That  ist: 

«1»  =  ^  ([(-  2)"- 1]  -  [(-2)T-  l]-[(-2)T-l]+r(-2)frs-l]}  =335. 

Andere  als  die  durch  diese  Configurationen  hervorgetretenen  ge- 
schlossenen Tangentenpolygone  giebt  es  nicht  auf  den  Curven  dritter 
Ordnung. 

c)  Construirt  man  zu  dem  in  P  fünfpunktig  osculirenden  Kegel- 
schnitt C3  den  letzten  Schnittpunkt  6,  so  ist  dieser  nach  (I),  falls  P  in 
einen  Punkt  P«  verlegt  wird,  alle  Mal  wieder  ein  Punkt  des  zu  n  gehörigen 
Involutionselamentes.  Construirt  man  in  dieser  Weise  fortlaufend  zu  jedem 
vorangehenden  Punkt  den  zugehörigen  Punkt  6,  so  kann  es  vorkommen, 
dass  die  Punkte  sämmtlich  Punkte  P»  sind  und  die  Eegelschnittreihe  sich  mit 
k  Individuen  schliesst  Dann  ist  die  Anzahl  k  der  Kegelschnitte  der 
geschlossenen  Reihe  die  kleinste  Lösung  der  Congruenz: 

(-5)*=lmod(3n). 

Und  offenbar  wiederholen  sich  hier  die  unter  b)  beantworteten  Fragen. 
So  gehen  beispielsweise  die  vier  in  den  reellen  Punkten  Pg  osculirenden 
Kegelschnitte  sftmmtlich  durch  den  zugehörigen  Wendepunkt;  die  Punkte  P7 
führen  auf  Reihen  von  3,  ebenso  die  Ecken  der  Neunseite  erster  Art  zu 
Reihen  von  3,  die  Punkte  P^j  dagegen  zu  Reihen  von  10  Kegel- 
schnitten u.  s.  f. 

Für  Curven  höherer  als  zweiter  Ordnung  ist  zwar  der  letzte  Schnitt- 
punkt vollkommen  bestimmt  und  geschlossene  Reiben  werden  im  All- 
gemeinen für  jede  Ordnung  der  berührenden  Curven  eintreten,  dagegen 
ist  in  allen  diesen  Fällen  durch  die  Berührungsstelle  die  Curve  nicht  mehr 
eindeutig  bestimmt 

Zürich,  Herbst  1892. 


XV. 

Einige  Methoden  der  Bestimmung   der  Brennpunkts- 
Coordinaten  und  Aohsengleichimgen  eines  Kegelscbnitts 

in  trimetrisohen  Coordinaten. 

Von 

Dr.  Stoll, 

GymnatiaUehrer  in  B«nsheiin. 


2) 


3)     [ 


A.  Die  Brennpunkte. 

Die  Oleichung  eines  Kegelschnittes  sei 

1)      K=^  a,iir^*  +  Ojja?,»  +  a^^x^^  +  2a^x^x^  +  2a^^x^x^  +  2a^a^x^x^  —  0 

and  il|p  A^^  ^33,  Ä^^  A^^^  ^12  seien  die  Unterdeterminanten  seiner 
Determinante  A;  ferner  setze  man: 

ili  =  iiii  5tn  a  +  il|j  m  /!  +  il,8  sin  y, 

A^^A^^sina  +  A^  sinß  +  A^  sin  /, 

A^  =  ^3, 8%na  +  ilggm/J  +  i433«ny, 

il  =  il|5ma  +  A^sinß  +  A^siny  =  il|,  «in^a  +  ^f^^n'/?  +  ^asSin^y 
+  2A2a8inß9iny  +  2A^^$inYSina  +  2A^i8ina8inß. 

Ans  diesen  Gleichungen  folgen  nach  bekannten  Sätzen  die  anderen: 

aj^iii  +  a„  -ig  +  üi^A^  =  Asina, 
a^lA^  +  a^A^  +  ÖM-äs  =  ^sinß,    ^ 

«81 A  +  ösa^  +  «33-^  =  ^siny, 

5)  aii-ii«  +  a„V+083-^H2a,3il,il,+2o3iiisili+2a4ji4ii4j  =  Ail. 

Hierzu  kommt  noch  die  Beziehung 

6)  üf  =  2rsina8inß  siny  =  XiSina  +  x^sinß  +  x^siny, 

wo  r  den  Radius  des  Umkreises  und  x^j  x^^  x^  die  absoluten  trimetrisohen 
Coordinaten  eines  Punktes,  das  heisst  die  senkrechten  Abstände  desselben 
von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  bedeuten.  Endlich  sind  ganz 
allgemein  die  relativen  Coordinaten  des  Kegelschnitt  -  Mittelpunktes  gegeben 
darch  die  Gleichung: 

//  X»  •  Xb  •  X«  —  ^Lt :  ^a  :  <^3. 


*) 
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muss    nach    dem    an    die   Spitze    gestellten    Satze   gleich    dem   negativen 
Quadrat  einer  der  Halbachsen  sein,  das  heisst,  es  muss 

oder  entwickelt         ^^2  _  (^;  _  ^-)^^  +  ^^' ^-  ^  «  ^2 

sein.    Nun  ist  aber 

-         „      2MÄ,       ,      ;    .,      M^Ät, 
«1  +  <  =  -j-^  '^nd  «' j^ ; 

daher  bekommt  man  als  Gleichung,  die  die  Abstände  x^  eines  Brennpunkte- 
paares von  BC  giebt: 

8)  Äx^^  —  2MÄiXi  +  MMji  =  -  Q^Ä. 

Diese  ganze  Entwickelung  gilt  natürlich  nur  für  Centralkegel- 
schnitte,  nicht  aber  für  die  Parabel,  weil  der  eine  Brennpunkt  der- 
selben in  unendlicher  Ferne  liegt  und  deshalb  seine  Coordinaten  unendlich 
gross  sind.  Wie  man  dieselbe  trotzdem  theilweise  nutzbar  machen  kann, 
soll  später  gezeigt  werden. 

Aus  8)  folgt 

ähnlich  gebildete  Werthe  findet  man   für   x,  und  Xy     Die  Gleichungen  2) 
und  3)  geben  aber 

+ 2  {Ä^^Äi^'Ä^^Ä^  1 )  sinß  siny  =  A  (-  033  sin^ß  -  a^g  sin^y +2a^$inßsinY)l 
setzt  man  daher 

9)  —  a,!  sin'y  —  ct^^sin^a  +  2a^i$iny8ina  =  eg, 
so  ist  9a):        ^  -  a2««*'»*«-öii^'»^/5  +  2a,sj«nami3  =  63, 

iii«  —  A^^A  =  ACi ,    -4,*  —  J,2^  =  Ae^,    ^3*  —  -^gjil  =  Acg 

und  bezeichnet  man  die  Grösse      ^  .  kurzweg  mit  A^,  so  geht  obige  Gleichung 
für  Xi  über  in : 

10)  «,  =  f(^i±^^A(«j-A»)). 

Um  den  Werth  von  A  zu  finden ,  multiplicire  man  diese  Gleichung  und 
die  zwei  ähnlich  gebildeten  der  Reihe  nach  mit  sin  et  ^  sinß,  siny  und 
addirc;  so  kommt,  weil  x^sina  +  x^sinß  —  x^siny=iM  ist  und  der  Factor  M 
sich  weghebt: 

11)  sina  /v-^  +  sinß  /v"^  +  sinyfe^  A«  =  0. 

•Die  Rationalisirung  liefert  die  nach  Potenzen  von  X  geordnete  Gleichung : 
4A*5m*Ä  sin^ß  sin^y  +  2X^\e^sin^ci{sin^a'-sin^ß—sin^y) 

+ «g  sin^ß  [sin^ß  -  sin^y  -5tn*a) + e^  sin^y  (sin^y-sin^a-  sinß)  \ 
'-{ej^sin*a+e^^sin^ß+e^*8in^y^2e2e^sin^ßsin^y 
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4  Bifida  sin^ßsin^Y  \  (»m  «as  -  »23*)  «*»**« + (»ss  »n  -  »si*)  ^'^*  ß  +  («ii  «^w 

-ajjjagjÄinyma +  2(0^081— a83aij)«nd5tn/5}, 
das  heisst:  iÄsin^asin^ßsin^y. 

In  Folge  dieser  Redoctionen  erhält  obige  Gleichung  in  k  jetzt  folgende 
Gestalt: 

14)  X^  +  ek*  +  Ä  =  0, 

woraus  k^  =  ^(j-  e  +  j/e^^AÄ)  folgt;  dadurch  verwandelt  sich  aber  die 
Gleichung  10)  in  folgende:        

15)  «,=5(^,±^^A(2e,  +  e)±^A>/^rZ4l),      . 

80  dass  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  jetzt  vollständig  bestimmt  sind. 

In  Folge  der  Biformitftt  der  Wurzel  }/^  —  4Ä  erhält  man  vier 
Werthe  ftlr  x^ ,  von  denen  zwei  den  reellen ,  die  anderen  zwei  den  imaginären 
Brennpunkten  angehören ;  es  fragt  sich  nur ,  wie  diese  Werthe  zu  vertheilen 
sind.     Man  hat  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  ist  nämlich  A  positiv, 

so  giebt  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  ^e*— 4^1  die  Coordinaten  der 
reellen  Brennpunkte,  ist  aber  A  negativ,  so  muss  man,  um  die  Coordi- 
naten der  reellen  Brennpunkte  zu  erhalten,  das  negative  Zeichen  dieser 
Wurzel  nehmen.  Diese  Behauptung  erweist  sich  als  wahr,  sobald  man 
darthun  kann,  dass  der  absolute  Werth  von  26^  +  ^1  abgesehen  davon,   ob 

er  positiv  oder  negativ  ist,  kleiner  sei  als  ^e*  — 4J.,  oder,  was  dasselbe  ist, 

^^^^  (2ei  +  ey  -  (e«-  AÄ) ,  das  heisst  4(V  +  ccj  +  A) 

unter  allen  umständen  negativ  sei.  Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall; 
denn  multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  sin^asin^ßsin^y^  so  erhält  man 
mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  13)  und  des  oben  gefundenen  Werthes  von 

4  Cj*  «i«* «  «in*  j8  5tn*  y 

^Ae^sinasmß  siny{ej^sinacosa  +  e^sinßcosß  +  e^sinycosy)  —  e^sin^a 

•—e^sin^ß-e^sin^y'\'2e^t^sin^ßsin^y'¥2e^e^sin^ys%n^a'¥2e^e2sin^as%fi?ßf 

'  was  man  nach  einigen  Rechnungen  auf 

—  {—  e^sina  svniß  —  y)  +  e^sin^ß  +  e^sin^y\^ 
reduciren  kann. 

B  e  i  s  p  i  e  1 1 .   Die  Gleichung  der  Ellipse ,  die  unter  allen  umgeschriebenen 

Ellipsen  den  kleinsten  Flächeninhalt  hat,  der  sogenannten  St  ein  er  "sehen 

Ellipse,  ist 

sina       sinß       siny         ' 
Ijjer  ist: 
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^       sina        *      sinß        *      stny 

.  2  2sinß8iny 

stnastnßsiny  8%na 

_     p  sinßsinycosa-^sinysinacosß'hsinasinßcosY __^^Ti+co8aco8ßcosy 

oder,  wenn  man  den  Brocard'schen  Winkel  ^  einführt,  für  welchen 

l  +  cosaco8ßcosy  =  8ina8inßsinycotgd'iBi^  e  =  — 2a><^^, 
also  * 

daher  ist:  <^-4.l  =  4M,«^-3); 


//o  •       .   D  •      r^  sinß  sin  y  — smacotge       y—T-YK — öl- 
/  2sxntL^nßsxny\ '— ^- +^a)f^*0-3  Ij 


( 


das  positive  Zeichen  von  ^oof^'0-^3  gehört  gemäss  obiger  Regel  den  reellen 
Brennpunkten  an. 

Beispiel  2.  Die  Ellipse,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  il^C  in 
den  Fasspunkten  der  Höben  berührt,  hat  die  Gleichung 

x^cos^a  +  x^cos^ß  +  x^cos^y  —  2x^x^cosßco$y  —  2x^XiC08ycosa 

^2xiX^cosacosß  =  0 
und  für  sie  ist 

Ai=2co8acosßcosysina9  A^=2co8acosßcosysinß^  Ag=2cosctcö8ßcosy$iny^ 

A^2cosacosßco8y(sin^a'\-sin*ß'Sin*y)=^4cosaco8ßcüSysinasinßsinycotgt^t 

A^'-icos^acos^ßco^yy  e^^  —  sin^a,  e=l+icosaco8ßcosyf 

e*  — 4^=  1  — 8co5a. 
Dies  giebt: 

x^  =  r8%natgd^ 

+  rtg^j/  ^^[—(l  —  2sin^a  +  Aco8aco8ßco8y)  +  j/l—Scosacosßcosy'^ 

hier  ist  für  die  reellen  Brennpunkte  der  positive  Werth  von  yi-^bcasacosßcosy 
zu  nehmen. 

Wenn  man  in  die  Gleichung  14)  den  Werth  von  k^s=Q^A* :  Jf' A  wieder 
einführt,  so  sind  ihre  Wurzeln  q^*  und  g^^  die  Quadrate  der  Halbachsen 
des  Kegelschnitts,  und  zwar  gelten  dann  die  Relationen: 


Diese  kann  man  benutzen,  um  die  Arten  der  verschiedenen  Kegel- 
schnitte zu  unterscheiden. 

I.  Bei  der  Ellipse  müssen  g^^  und  q^^  zugleich  positiv  sein;  also  ist 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,   wenn  A  positW  ist  mtA  d  xtdA  e  ^x^V^^^^soc- 
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gesetzte  Zeichen  haben.  Hätten  A  und  e  bei  positivem  A  gleiche  Zeichen, 
so  wären  die  Achsen  imaginär. 

Für  den  speciellen  Fall  des  Kreises  ist  q^=iq^,  also 

„  ,         itf«Ae       ^      ,     ^*A« 

woraus  durch  Elimination  von  q^  die  Bedingung  e^— 4^4  =  0  folgt,  die 
die  andere,  dass  A  positiv  sei,  einschliesst,  und  deshalb  für  sich  allein 
schon  genügt,  den  Kreis  zu  definiren.  Weil  beim  Kreise  die  vier  Brenn- 
punkte mit  seinem  Mittelpunkte  zusammenfallen,  so  mnss  in  Gleichung  lö) 
der  Hauptradikand  verschwinden;  daraus  könnte  man  versucht  sein,  zu 
schliessen,  die  Bedingung  e^  — 4^  =  0  sei  für  sich  allein  nicht  genügend, 
sondern  es  müssten  noch  die  drei  Nebenbedingungen 

2ci  +  c  =  2c,  +  c  =  2e8  +  c  =  0, 

bezüglich  die  zwei  e^  =  6^  =  63 ,  erfüllt  sein.  Es  lässt  sich  jedoch  zeigen, 
dass  das  Eintreffen  jener  Hauptbedingung  von  selbst  das  dieser  Neben- 
bedingungen  nach  sich  zieht.  Erhebt  man  nämlich  Gleichung  13)  in*s 
Quadrat  und  zieht  davon  die  schon  mehrfach  benutzte  Gleichung 

A:As%fi?(iiSin^ßsifi?y  =  —  e^sin^a  —  e^^sin^ß  —  e^siffiy  +  2e^e^8in^ß  sm^y 

+  2e^eySir?y  «V«  +  2c,  e^siffa  sin^ß 

ab,  so  erhält  man  für  e'— 4J.  =  0  das  Resultat: 

e^^sin^a  +  e^sin^ß  +  e^sir?y  --2e^e^s%nßsinyco8a  '-2e^eySiny  sinacosß 

—  2eiCj5ma5in|5cosy  =  0, 

dem  man  auch  die  Form  geben  kann: 

(e^-e^'^sinßsinycosu  +  {e^- e^^  siny  sin  a  cos  ß +  {6^-6^^  sin  a  sin  ß  cos  y  =  0. 

Wenn  alle  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  <  90^  oder  einer  =  90^ 
ist ,  so  ergiebt  sich  hieraus  sofort  ^^  =  «2=03  =  0.  Ist  aber  z.  B.  a  >  90^, 
80  setze  man  statt  cosa  seinen  Werth  —  cos  ßcosy  +  sinß  siny  und  statt  sina 
seinen  Werth  sin ß cos y  + cos ß siny,  wodurch  man  erhält: 

{e2'-eQy{'~sinßsinycosßcosy  +  sin^ßsin*y)  +  {e^  —  eyY{sinßsinycosßcosy 
+  sin^ycos^ß)  +  {Cj^  —  c^Y  {sinß  siny  cos  ßcosy  +  sin^ß  cos*  y)  =  Oy 

oder  anders  geordnet: 
(e2-C3)*5m*j55in*y+ (Cj— c,)*5in^y  (»5^/5  +  (Cj— C2)*5iw*|3co5'y 

+ 5in /S  5i«  y  C05 13  cos  y  { -  (Ca  -  Cg)' + (C3  -  c,)* + (e,- Cj)' j  =  0. 

Aus    der   Identität      Cg  — 63  =  — (C3  — c,)  — (Cj  — c,)    ergiebt    sich    aber 

{^t  "■  ^s)*  =  (^3  —  ^i)*  +  (^1  ^  ^2)^  +  2 (^8  —  ßj)  (^1  —  ^2) »  ^^8^  g®^^  ^®^  letzte 
Klammerausdruck   über  in  2  (63  —  e,)  (c,  —  c^) ,    und  man  erhält  statt  obiger 

Gleichung : 

(^—egysin^ß  sin^y  +  {(c^— Ci)«inyco8ß  +  (c^— e^)swßco5yP  =  0. 


{ 


(■ 


{ 


{ 
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sind  denen  des  frttheren.  Daher  verhalten  sich  auch  die  Ahstttnde  des 
unendlich  fernen  Brennpunktes  von  den  Seiten  desjenigen  Dreiecks,  das 
durch  die  zu  BCy  CA,  AB  parallelen  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
gebildet  wird,  wie  A^iÄ^iA^,  Da  aber  bei  jedem  in  ein  Dreieck  ein- 
geschriebenen Kegelschnitt  die  Abstände  des  einen  Brennpunkts  von  den 
Seitensich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  des  anderen,  so  sind  die  YerhSltnisse 
der  Abstände  des  im  Endlichen  gelegenen  Brennpunktes  der  Parabel  von 
den  Seiten  des  erwähnten  Tangentendreiecks  reciprok  zu  den  Verhältnissen 
der   Abstände    des    unendlich   fem   gelegenen,    haben    also  die   relativen 

Werthe  —:  —  :-— »und   ihre   absoluten  Werthe   kann  man  gleich  setzen 

"ö~  *  ~Ä~^  "^  *  T~'  "9"  *  1~'    '^^        ®^®    Constante    ist,    der    ebenfalls 

M 

constante  Factor  -^  nur  deshalb  beigesetzt  ist,  um   den  folgenden  Bech- 

nungen  eine  grössere  Eleganz  zu  verleihen.  In  der  oben  gefundenen  Gleichung: 

A%^—  2MAiX^  +  M^Aii  -  0, 

welche  die  Abstände  der  zwei  za  BC  parallelen  Tangenten  des  Kegelschnitts 
von  der  Seite  BC  angab,  ist  für  die  Parabel  ^  —  0,  also  der  Abstand 
der  zu  -BC  parallelen  Tangente  der  Parabel  von  BC  gleich  MA^^iSA^] 
addirt  man  dazu  den  eben  gefundenen  Werth  des  Abstands  des  Brennpunkts 

von   dieser  Tangente,  nämlich  — ^  •  -->  so  wird  der  Abstand  des  Brenn- 
punkts von  BC:  ^ 
17)                                               JfUn  +  A), 

ähnliche  Gleichangen  findet  man  für  x^  nnd  sc^.  Multiplicirt  man  aber  die 
erste  dieser  Gleichungen  mit  Hna,  die  zweite  mit  sinß,  die  dritte  mit 
siny  und  addirt,  so  kommt 

«  l  Ai  A^  A^  J 

woraus 

. AiiA^A^sina  +  A^A^A^sinß  +  A^AiA28iny  —  2Ay^A2A^ 

A^A^sina  +  A^A^sinß  +  Ä^A^siny 

folgt.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  mehrfacher  Weise  umformen.  Weil 
nämlich  hier  ^4  =  0  ist,  so  geht  die  Gleichung  3)  über  in: 

AiSina  +  A^$inß  +  A^siny  =  0; 

multiplicirt  man  dies.elbe  der  Reihe  nach  mit  Ai  cos a^  A^cosß^  A^cosy  und 
addirt  die  Producte,  so  kommt: 

A^sin  acosci+ A^sin  ßco8ß  +  A^^sin  ycosy  +  A^A^  sin  a  +  A^Ai  sin  ß 

+  A^A^siny=^0. 


1 
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Wegen  Ä  =  0  geben   ferner  die  Gleichungen  9  a)  über  in  Äi^  =  A  e^, 
^^^=Ae2,  A^^  =  Ae^y  also  wird  die  letzte  Gleichung: 

^{CiSin  acosa-^  e^  sin  ßcosß'¥  e^  sin  y  cos  y)+A^^  sin  a  ^A^A^sin  ß  -hA^A^siny = 0, 
oder  wegen  Gleichung  13): 

A^A-^sina^  A^A^sinß  +  AiA2siny  =  Aesinasinßsiny\ 

der  Werth  des  Nenners  ist  also  Aesinasinßsiny.    Der  Zähler  kann  die 
Form  annehmen: 

AiiA^A^sina  +  A^AiiA^sinß'-A^)  +  AiA2{A^siny'-  A^) 
oder  auch 

All  ^2  A^sin  a  —  {A^^sin  a  +  A^^siny)  A^A^  —  (4„  sina^  A^sinß)  A^  A^ 

wegen   der  Gleichungen  2).     Ferner  liefert  die  Quadrirnng  der  Gleichung 

AiSina  =  ^{A^sinß  +  A^siny)  das  Resultat: 

Ai^sin^a^A^^sifi^ß  +  A^sin^y  +  2A^A^sinßsiny^ 


woraus 


.  _    Aie^sin^a  —  e^sin^ß^e^sin^y) 
*    ^  2sinßsmy 


oder  mit  Hinzunahme  der  Gleichungen  9  a) 

A^A^  =  A  [a^iSinßsiny  +  a^^sin^a  —  a^^sinasinß  —  a^^sinysina) 

folgt;  ähnliche  Werthe  erhält  man  i\Xr  A^Ai  und  A^A^.    Der  Zähler  erhält 

demnach  jetzt  die  Gestalt: 

A  \AiiSintx{a^^sinßsiny'\-a^sin^a— 'O^^sinci sin ß—a^^siny Sinei) 

^  {Ai2sin()i+ A2^siny)(a^2Siny  sina-^-a^^sin^ ß-ai^sinß siny-a^^sincisinß) 

'-{A^iSina'^A^^sinß)(a^sinas%nß-\-ai2Sin^y-a2^sinysina-a^iSinßsiny)\. 

Führt  man  die  Multiplicationen  in  der  grossen  Klammer  aus  und  ordnet 
nach  Potenzen  von  sin  et  ^  sinß,  ^f^Y^  ^^  ^^^  zunächst  der  Coefficient  von 
sinasinßsiny  :  A^an +Ai2(^ii  + '^iz^s  oder  A,  der  von  sin^ßsiny  ist 
"  A^a^i -{•  A^^a^i  oder  Null,  der  von  sinßsin^y  ist  '^88^12'^'^ss^s  ^^®^ 
Null,  der  von  sin^ysina  ist  —  A2zai2 "^ -^zi^n  ^^®^  +-^88 ^»3»  ^^^  von 
sinysin^a  ist  — -^ua^ —  ^12022  + -^si ^33  ^^^^  ^-^ai^z^  ^®r  ^^^  sin^asinß 

ist     —  All  ^31  +  -^1«  ^23  "  -^31  ^33  »      ^^^^     ^-^1%  ^23 »     ^®^     ^^°     ****  *''  ^***^  /^  i;^s^ 

■"Ai^si"" -^23^33  ^*^®^  -^2*^23»  ^^^  '^^^  stn^ a  endlich  ist  Ai^a^^»    In  Folge 
dieser  Reductionen  verwandelt  sich  der  Zähler  in: 

A[Asinasinßsiny-ha2zSina{AiiSin^a'hA22Sin*ß'^A^sin^y'^2A^sinßsiny 

+  2A^iSinysina  +  2Ai2Sinasinß)]'^ 

weil   aber  der  Ausdruck  in  der  runden  Klammer  nach  Gleichung  3)  gleich 
^  =  0  ist,  so  hat  der  Zähler  den  Werth  Aesinasinßsiny  und  da  wir  den 

des  Nenners  Aesinasinßsiny  gefunden  haben,  8oi8tA=— —  •      Dies    in 

Gleichung  17)    substituirt   giebt    für    die    eine  Coordinate   des    endlichen 
Brennpunkts : 

Vi* 


( 
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18)  3fUne-A), 

(vergl.  Salmon- Fiedler  a.  a.  0.)  S.  692,   wo   dieses  Resultat  durch   die 
Invariantentheorie  gewonnen  wird. 

Für  manche  Anwendungen  ist  eine  andere  Form  der  Brennpunkts- 
Coordinate  hequemer.  Aus  dem  ersten  ohen  angegebenen  Werthe  von  A 
folgt  nämlich,  wenn  man  den  Nenner  gleich  Aesintxsinßsiny  setzt: 

(A.,+k)Aesinasinß8iny      .,,     .         .     .         ,,     ^,^     ./,.     .  ^     ^, 
i-ii — i ^ '-^AJ^A^^8iny'J^sinY+A^)+AJ^A^^sinß-A^s%nß+A^) 

=  (^ijsma  +  A^^sinß  +  A^^siny)  {A^^sina  +  A^^sinß  +  A^^siny) 
+  {A^^sina  +  A^^sinß  +  A^8vny){A^^sin€i  +  i^^j5in/3+  A^sinß) 
==A^{A^8in^ß+A^sin*y+2A^sinßsiny+2A^^8inys^na+2A^^8^n€tsi9lß) 

+  ^«(^M  +  Ai)sinysina  +  A^^  {A^^  +  A^)sina$inß. 

Der  erste  Posten  geht  über  in  ^AnA^^sin^a  und  giebt  deshalb  mit 
dem  dritten,  vierten  und  fünften  Posten  zusammen: 

^11  (^«2  +  ^88  +  2A^co8a)8inßsiny; 
die  noch  übrigen  Posten  aber  kann  man  schreiben: 
^12  (^38  +  ^n  +2A^iC0sß)siny  sin  a  +  A^^  {A^^  +  A^^  +  2A^^co$y)sinasinß 
+  2  i^3,  ^j2  sin*  a  —  2  i^3i  /#i2  sin  y  stn  acosß-^2  A^^  A^^itin  a  sinß  cos  y ; 
hier  verschwinden  wieder  die  drei  letzten  Posten,  und  wenn  man  noch  zur 


! 


Abkürzung 

19) 


-^ii  + -^38  +  2  i^ggCOSa  =  P, 
^83  +  ^11+ 2  ^Sl«>«/5=§, 

-^11  +  -^22  +  2A^^cosy  =  B 
setzt,  so  hat  man  endlich: 

20)  X.  =  öÄ — : ^—ö—' —  [PA.Jsin ßsiny-^- QA.^ sinysin a+  RA.. sinctsin ß). 

'    *     2L.ts%nas%nßs\ny       "      »-      ^     '^    i»      '  is  r/ 

Da  nun    die  Directrix  die  Polare  des  Brennpunkts  ist,    so  ergiebt 
sich  hieraus  sofort  die  Gleichung  derselben  in  der  Gestalt: 

21)  PXiSinßsiny  +  jßo^m^  smo  +  Rx^sinasinß  =  0 

(vergl.  Köhler  a.  a.  0.  S.  162). 

Beispiel.     Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

«j*  sin*  a  +  X^*  {sin*  y  —  sin*  a  sin*ß)  +  x^*  {sin*  ß  —  sin*  y  sin*  a) 

+ 2  0^  0^3  sin  ß  siny  cos*a  -  2  iCj  a?j  sin  a  sin  ß  cos  a  -  2  «^  x^sin  y  sin  acosa= 0. 
Hier  ist 
i^jj  =  —  Sin* a  sin*  ((3  —  y) ,    A^^  =  sm^  a  sin  (i?  —  y) ,    ^33  =  —  sin^  et  sin  {ß  —  y), 

A^  e=  0 ,    ^31  =  —  Sf  n*  a  sin  ß  cos  a  sin  (j5  —  y) ,    A^^  =  sm*  a  sin  y  cos  a  sin  (|S  —  y)  ^ 

ftlso     -^j  =  —  sm*  a  siVi*  (/5  —  y) ,  >^j  =  sin^  a  {sin  ß  +  sin  y  cos  a)  sin  (/3  —  y), 

^  =  —  s/«5flf  (si«;'  +  sin ß  cos a) sin {ß^y)^    A  =  0; 


{ 
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Aus  25)  ergiebt  sich: 

bc=s  w^ W^  w^  sin^a  sin  ßsiny^     c a  =  tr^  Wj* to^  sin  a  sin* ß  sin  y, 

ab=^iOiW^  w^  sin  a  sin  ß  sin*  y, 
also: 

fC7]  :  t(?2  *  ^3  ==  bcsinß  sin y :  casiny  sin  a  :  ahsina  sinß^ 

wodurch  die  Achsengleichung  24)  übergeht  in: 

97  \       f  ^^i  *'^  "  (^8  ^  ^''^  /^  ""  -^s  c  **^  y)  +  M2  *'"  /^  {A^csin  y—A^a  sin  a) 
l  +ca:3«>iy(-<^jasi>ia—  .^^  6  5fw  |3)  =  0, 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung  asina  =  a\    hsinßs=h\   csinyz=c   setzt: 

27 a)   ax^ {A^ h'  —  ^^jc')  +  h'x^ {A^c  —  //j a)  +  c'iCj (-^, a  —  A^V)  =  0. 

Die  Werthe  von  a,  6,  c  ergeben  sich  in  rationaler  Form  aus  den 
Gleichungen  26) ,  wenn  man  je  zwei  derselben  addirt  und  von  der  Summe 
die  dritte  abzieht;  so  erhält  man  z.  B.  2a  =  —  t^j  sina  +  w^^sin^ß  +  w^^sin^y, 
oder,  wenn  man  asina=:a  setzt  und  den  Factor  2  weglässt,  weil  es  sich 
ja  doch  nur  um  relative  Werthe  handelt: 

28)  a  =  (—  w,*  sin*  a  +  tV2^  sin*  ß  4-  «^3'  sin*  y)  sin  a ; 

die  Ausdrücke  h'  und  c   sind  ähnlich  gebildet. 

Setzt   man    in  Gleichung  28)  für  t^^i,    w^j    w^    ihre  Werthe  ein   und 

bezeichnet  zur  Abkürzung  die  Wurzel  i/^  —  4ä  mit  TT,  so  kommt: 

a==l-{2e^  +  e  +  W)sin*a  +  {2e^+e±W)sin*ß+{2e^+e±W)sin*y]sina, 
oder  wegen  der  Gleichungen  9): 

a  =  4  sin  a  sin  ß  sin  y  (—  Oji  sin  ß  sin  y  —  a^^  sin*  a  +  a^i  sin  a  sin  ß  +  a,2  sin  a  sin  y) 

+  2  sin  a  sin  ß  sin  y  cos  «  (c  +  W) , 
also  ist  der  relative  Werth  von: 

29)  a=2(-'a^^sina  +  a^iSinß+ai2Siny)sina''2aiiSinßsiny+cosa(e  +  W)] 
ähnliche  Formen  haben  die  Ausdrücke  für  b'  und  c . 

Beispiel  1.  Wählt  man  für  die  Stein  er 'sehe  Ellipse  wie  oben  die 
Gleichungsform: 

sina        sinß        siny 


{ 


SO  ist  e  =  ^2cotgd^  und  TT  =2 ^co/^*^  — 3,  also  ist  mit  Weglassung  des 

Factors  2:  /     .  «.x 

/  / i s  cos{a+0) 

a  =r  sina— 'COS acotgd'  +  cosaycolg^&^o^^ : +  Wi 


.   ^         .    ..  cosa, 
sm& 


Die  Gleichung  27a)  liefert  dann  die  Gleichungen  der  Achsen: 

cos{a+d) 


I 


(      cos{a+&)  .—         \ 

XiStnal ^^ +  Wcosa) 

[  stnd^       —  j 

L/„^£££k±^_,;„y££!lM±)+Trm{^-y)l+etc.= 
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( 


{ 


Der  Factor  in  der  letzten  Klammer  redncirt  sich  auf  {coig  0  7  W)^m(j?-  y)^ 
und  da  cotg&  +W  für  je  eine  Achse  constant  ist,  so  kann  man  es  weg- 
lassen und  bekommt  endlich  die  Achsengleichungen  in  der  Form: 

Xi  I ^^^ll^t^^  +Wco8a\  sin a sin{ß - y)  +  etc.  =  0. 

Beispiel  2.     Bei  der  Ellipse: 

Xi^cos^a  +  x^cos^ß  +  x^cos^y  —  2x^X^cosß  cosy  —  2x^x^cosy  cosa 

—  2x^x^cosoico$ß  =  0 

^s*  i  a=s2sina{—  cos y  cos a  sin  ß  —  cosa  cos ß  sin y^  cosß  cos y  sin  a) 

I  —  2 cos^ a  sin ß  sin y  +  cosa (l +  4cosa  cos ß cos y)  +W cos a, 

woT7  =  yi-Scosacosß  cosy  zu  nehmen  ist.  Nach  einigen  leichten  Reductionen 
geht  diese  Gleichung  über  in  a=^2cosß  cosy+  Wcosa^  weshalb  die  Gleichung 
der  Achsen  folgende  Form  bekommt: 

Xi  {2cosß  cos  y  —  cosa  +  Wcos  a)  (2  cos  y  cos  a  sin  ß  —  cosß  sin  ß  +  Wcos  ß  sin  ß 

^2 cosa  cos ß  sin y  +  cos y  sin  y  +  Wcos y  sin y)  +  etc.  =  0. 

Der  Factor  in  der  zweiten  Klammer  verwandelt  sich  nach  einigen 
Transformationen  in :        ^g  q:  ^^  ^^^  ^  ^,.„  iß-y). 

und  da  3  +  W  wieder  weggelassen  werden  kann,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Achsen :    Xi{2cosß  cosy- cos  a  ±W  cos  a)  cos  a  sin  {ß-y)±  etc.  =  0. 
Beispiel  3.    Nehmen  wir  endlich  die  Ellipse: 
x^^sin^ ß  sin^  y  +  ^* *"'*  Y  ^'^*  «  +  ^*  ^w*  «  *'"' /^  ""  2 a^  ajj sin*  a  sin  ß  sin  y 

—  2fl5ga?j  sin  a  sin^ß  sin y  —  2o^ x^  sin a  sin ß  sin^y  =  0, 
bei  der 

e=sin^asin*ß  sin*y(5+cofg*&),  e^—^Ä  =Tr*  =  m*a  sin*ß  «>i*y(co/^«^-3)* 

ist,  so  hat  man: 

a  =  2sina{-  sin a sin^ ß  sin  y  -  sin  a sin ß sin^ y  +  sin^  a  sin ß  sin y)  —  2 sin^ ß  sin^ y 

+  sin^a  sin*  ß  sin*  y  cosa  {5  +  cotg*9)  +  sin*a  sin*ß  sin*y  cosa  {coig*  &  —  3). 

Wählt  man  zunächst  das  positive  Zeichen,  so  ist: 

a  =  2sin*a  sin*ß  sin*  y  cosa{cotg*^  —  1)  —  2sin^ß  sin^  y 

=  2  sin*a  sin*  ß  sin*  ylcosa  (colg*  0  —  1) ^ — -  \ , 

'  [  stn^a    J 

oder  mit  Wegwerf ung  des  nunmehr  unnützen  Factors  2 sin*  a  sin*  ß  sin*  y : 
/     ,  9«     IN  ^«''^  /     ,«*^     IN      sin{ß—d)sin(y  —  e) 

=  cos  a  (colg*  9  — 1)  —  sin  ß  sin  y  coig*^  +  sin  a  coig  O  —  cos  ß  cos  y 
=  —  cos  ß  cos  y  colg*  0  +  sin  a  coig  ^  -^  sinß  sin  y , 
oder  endlich :  ^  ^  cos(ß +e)cos{Y  +  d) 

""       '  «in»«  ' 


( 


{ 
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[ 


l 


jr.li.         j     xT  1.        1.     •  i.   1  14       stn*ß  +  sm*y      sm{a  +  9) .. 

die  Gleichung  der  Nebenachse  ist  also ,  weil  A,  =»  — .  ^  . = r-r — -  wt : 

**  '  *         stnßstny  stnO^ 

«1  cos  iß  +  d)  cos{y  +  Q)  j  «m  (/3  +  %)  cos  (y  +  d)  cos  (a  +  d) 
—  m(y  +  O)coÄ(a  +  ^)co5(/5  +  d)}  +  etc.=»0, 

oder  mit  Wegwerf ung  des  Factors  cos{a  +  d)cos{ß  +  d)cos{y  +  0): 

Xi  { Äi/i  {ß  +  9)  cos(y  +  '»)  —  siniy  +  ^)cos{ß  +  '^) }  +  etc.  =  0 , 

oder  endlich:    x,sin{ß -'y)  +  x^sin{y^a)  +  x^sin{a^ß)=^0. 

Dagegen  ist  für  das  negative  Zeichen: 

a = + 4  Sf  n*  a  sin^  ß  sirfy  cosa-'2  sirfiß  sin^y = 2  sin'ß  sin^y  (2  »in^a  cos  a-sinß  sin  y) 
=  2  sin^  ß  sin^  y  sin  {y  —  «)  sin  («  —  /3) , 

folglich  die  Achsengleichung: 

x,  sin^  ß  sin*  y  sin  (y  —  a)  sin  (a  —  /S)  I  —  -r- — : sm*  y  siVi*«  siVi  (a  -  ß)  sin  Iß  —  y ) 

sin^u  +  sin^ß  .  «z,  .  /x?      \    •  /'        \1  •     a         a 

: ;•        sm*astn*ßsm  (ß—y)  sm  (y-ct)\  +  etc.  =  0, 

stnastnß  '^      ^      "      ^'        \  ' 

oder  mit  Wegwerfung  des  Factors  sm*  a  sin*  j3  si>i*  y  si«  {ß  -  y)  siVi  (y — a)  sin  ( a — /J) : 
-r^{  {sin* y  +  »in* «) sin y  sin («—/?)—  (sin*a  +  sin* ß) sin ß  sin {y—fi)\'\'  etc.  =  0. 

Da  sin  y  sin  (a  —  j3)  =3  sirf  a  —  sin*/5  und  sin  ß  sin  (y  —  a)  =  sin*  y  —  sih*a 
ist,  so  erhält  man  nach  der  Beduction: 

— ^  (sin*  a — sin*  ß  sin*  y)  H — ^  (sin*5  -  sin*  y  sin*a)  +  - — (sin^y — sin*a  sin*  ß) = 0. 
sina  sinp  '     siny^      '  ^' 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Hauptachse,  auf  der  die  beiden  sogenannten 
Brocard'schen  Punkte  als  Brennpunkte  liegen. 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  sind  die  relativen  Coordinaten  des  un- 
endlich fernen  Brennpunkts  der  Parabel:  Xi^=  A^^  x^  =  A^^  x^=^J^^  die 
des  im  Endlichen  gelegenen  aber  nach  Gleichung  18): 


X^z=z ,     3^2  = 


'     ^s= 1 


also  ist  die  Gleichung  der  Achse  der  Parabel: 


'8 


Xi                  x^ 

^s 

^1  «1                  ^2  ^ 

^a^s 

0= 

A,                A, 

^88« -A 

= 

i^ijC  — A     ^gjC  — A 

^336  — A 

A,                A^ 

^8 

A*                  A  ^ 

A  * 

oder  entwickelt: 

30) 

a!,Ajle(A„A^*- 

•^8S^»*)  + 

/^( 

A^^-A*)\^^^\.^.^Q. 
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Bestimmt  man  aber  die  Coordinaten  des  im  Endlichen  gelegenen 
Brennpunkts  nach  Gleichung  20),  so  ist 

!  x^     PA^  j  sin  ß  sin  y  +  0-^12  ^^^  7  ^^^  «  +  Ä  A^^  sin  a  sin  ß  A^ 

31)      ]  a?2     PA 21  sin ß sin y  +  ö^« sin y sin a  +  RA^^ sin a sin ß  ^^    =  0 , 

Äfg     PAq^  sin  ß  sin  y  +  QJ^  sin  y  sin  a  +  Ä  -^#33  sin  a  sin  ß  A^ 

die  Gleichung  der  Achse. 

Beispiel.  Für  die  oben  betrachtete  Parabel  hat  man  als  Gleichung 
der  Achse,  wenn  man  die  dort  gefundenen  relativen  Coordinaten  der  Brenn- 
punkte benutzt: 

«1  ^%  «s 

2  si7i  ß  sin  y  cos  a  sin  a  sin  ß  sin  a  sin  y  =0, 

—  sin  {ß  —  y)        sin ß  +  siny  cosa     sin y  +  sin ß  cos  a 

oder  entwickelt: 

/        fl?!  { —  sin  a  sin  ß  (sin  y  +  sin  ß  cos  a)  —  sin  a  sin  y  (sin  ß  '\'  siny  cos  a) } 

+  iCg  { —  sin  cc  sin  y  sin  ((3  —  y)  +  2  si?i  ß  sin  y  cos  a  {sin  y  -{'  sinß  cos  a } 

+  fljg  { 2  sin  ß  sin  y  cos  a  {sin  ß  +  sin  y  cos  cc)  +  sin  a  sin  (/J  —  y) }  =  0. 

Der  Coefficient  von  x^  geht  nach  einigen  Beductionen  über  in: 

sin  y  { {sin  y  +  sinß  cos  «)*  —  sin*  a  sin^ß  \ , 

und  der  von  xAni  . .  .  . ,        .  ,      .  ,    . 

^        stnß{  {stn  ß  +  smy  cos  a)*  —  sin*  y  sm'  0  } , 

so  dass  man  endlich  als  Gleichung  der  Achse  erhält: 

—  x^  sin  a  { sin  ß  {sin  y  +  sin  ß  cos  o)  +  sin  y  {sin  ß  +  sin  y  cos  er) } 

+  rCj  sin  y  {  {sin  y  +  sin  ß  cos  c)*  —  sirfi  a  sin*  ß ) 

+  X2  sin  ß  { {sin  ß  +  siny  cos  «)*  —  sin*  y  sin*  a )  =  0. 


a) 


Zweite  Methode« 
Die  Achsengleichungen  seien: 

^1  ^  +  h^i  +  ^8^  =  0, 


l  01X1  +  0^X2  + c^afi  =  0, 


und  ihr  Product: 


b)       lnXj*+l^X2*  +  l^^x^*  +  2l2^X2X^  +  2l^^x^Xi  +  21^2X^X2 
dann  gelten  die  Relationen: 

C)  {    i^X2=^2Ci,        2^31  =  636, +  ftiC8, 

^33  =  h^i      2  Ijj  =  b^c^  +  b%Cv 


=  0; 
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( 


Da  die  Achsen  Durchmesser  sind,  so  hat  man  auch: 

I    ^^1  +  ^^2  +  ^3^3  =  0. 

1   c^^i  +  c^A^  +  c^A^^O, 
und  da  sie  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist: 

e)  ^11  +  ^  +  ^  ^  2i,3 ro«a  —  21^^  cosß  —  2?,g cosy  =  0. 

Nun  sollen  aber  auch  die  Achsen  conjugirte  Polaren  sein,  das  heisst, 
der  Pol  der  einen  soll  auf  der  anderen  liegen.     Sind  also  x\y  x\f  x\  die 

Coordinaten  eines  Punktes  der  Geraden  (^^i +  ^a^s  + ^s^s^^i   ^  ^^^  ^^® 
Gleichung  seiner  Polaren: 

^1  («ll^'l  +  ^it^'i  +  Ö^13^'8)  +  ^2  (^il  ^1  +  ^2^'»  +  ^^'s) 
+  ^3  (^81  ^1  +  ^J^'a  +  ^38  ^'s)  =  0> 

und  diese  muss  mit  der  Gleichung  der  zweiten  Geraden,  nämlich 

CiXi  +  (^X^  +  C^Xq  =  0 

identisch  sein,  also   hat  man  mit  Weglassung  des  VerhSltnissfactors ,    der 
in  den  c  enthalten  gedacht  werden  kann,  die  Gleichungen: 

^11*1  +  ^la^'s  +  ^13^  3  =  ^1 » 
a^lX\  +  Ojgfl?',  +  ^3^3  =  ^» 
«31^1  +«««^'2  +  Ö83*'3  =  ^1 

dazu  kommt  noch,  weil  der  Punkt  x\y  x\y  x\  auf  der  Geraden 

liX^  +  \x^  +  \x^^O 
liegt,  die  Gleichung:         ^^^^^  ^  ^^^^^  ^  j^^^^  _  0 

Dies    giebt   als    Bedingung,    dass   die   beiden   Geraden   a)    conjugirte 
Polaren  seien,  die  Determinantengleichung: 


=0, 


'«n 

«li 

a« 

Cl 

««1 

ö« 

o» 

«» 

«81 

«3« 

«8» 

G> 

61 

6, 

h 

0 

I 


oder  entwickelt: 

^l\  ^1^1  +  ^22^2^2  +  ^83^3^  +  ^^28(^2^  +  ^3^)  +  '^Sl  (*3^1  +  ^1^) 

vermöge  der  Gleichungen  c)  erhält  man  hieraus: 

*)  -^11  ^11  +  ^22^2  +  ^33 *88  +  ^  ^23 ^28  +  ^ ^51  hl  +  ^  ^1% h%  "^  ^* 

Um  drei  weitere  Gleichungen  für  die  l  zu  erhalten,  multiplicire  man 
die  erste  der  Gleichungen  d)  der  Beihe  nach  mit  C|,  c^^  c^  und  die  zweite 
der  Reihe  nach  mit  &|,  l»,«  ^8  ^^^  addire  jedesmal,  so  kommt: 

^11  ^i  +  ^2  -^2  +  ^3  ^8  =  ^1 
g)  I  ^1^1+^2^2  +  ^8^8  =  0,        ' 

*3i  '^i  +  hl  '^t  +  *aa  ^a  ^  ^* 


Von  Dr.  Stoll. 


299 


Sollen   nnn   die   Gleichungen   b).,    e),  f)  und  g)    zusammen  bestehen, 
so  muss  die  Determinante: 


32) 


1 


'11 


0 
0 


1 

0 
A. 


X 


» 


s 


'83 


2XfXg      2xgXi       2xiXf 
—2cosa   —2cosß   —2cosy 


2A. 


iS 


2a 


st 


2A 


it 


0 


0 
0 
A 


0 


'3 
0 


I 


=  0 


{ 


-"8  ^  "1 

A^  A^  0 

sein;  diese  Gleichung  ist  das  Product  der  Achsengleichungen. 
Dieselbe  gilt  jedoch  nicht  mehr  für  den  Fall  einer  Parabel ,  wo 

A  =  A^^ sin^a  +  A^sin^ß  +  A^^sin^y  +  2  A^^sin ßsiny  +  2 A^^ sin y  sin a 

+  2  i^jg^iVi ff  sinß^  0 

ist,  was  sich  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  erklärt;  denn  die  eine 
Achse  ist  dann  die  Gerade  im  Unendlichen ,  die  andere  aber  wird  unbestimmt 
oder  fällt  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen,  weil  auf  letzterer 
überhaupt  jede  Gerade,  ja  paradoxerweise  sie  selbst,  wenigstens  im  ana- 
lytischen Sinne,  senkrecht  steht,  wodurch  die  Gleichung  e)  ihre  Be- 
deutung verliert.  In  der  That,  a^Xi  +  a^x^  +  a^x^  =  0  sei  die  Gleichung  einer 
Geraden ,  x^ sin a  +  x^ sinß  +  Xq sin y^O  die  der  Geraden  im  Unendlichen, 
so  ist  die  Bedingung,  dass  beide  auf  einander  senkrecht  stehen: 

a^ {sin  a  —  sin ß  cos y  —  sin y  cos ß)  +  €^  {sin ß  —  siny  cos a  —  sin a  cos y) 

+  a^  {sin  y  —  sin  a  cos  ß  —  sinß  cos  a)  =  0, 

die  erfüllt  wird,  welche  Werthe  a^ ,  o^,  a^  auch  haben  mögen.  Aber  auch 
an  der  gefundenen  Determinante  selbst  kann  man  die  Wahrheit  des 
Gesagten  nachweisen.  Denn  multiplicirt  man  die  Verticalreihen  der  Beihe 
nach  mit  sin^a,  sin^ß,  sin^ß^  sin ß  sin y^  sin y  sin a^  sin a  sinß  und  addirt 
dann  alle  zur  ersten  Verticalreihe ,   so  erhält  man  in  derselben  als  oberstes 

^^^®^  {x^  sin  a  +  x^sinß  +  x^  sin  y)«, 

sonst  aber  wegen 

A=:  A^sin  ct'{'  A^sinß  +  A^siny  =i  A^^sin^  a-^  A^sin*  ß-^-  A^sin^  y  -¥2  A^^sin  ß  siny 
+  2A^^siny  sina  +  2Ai^sinasinß^0 

lauter  Nullen;  das  heisst,  die  Gleichung  ist  in  das  Quadrat  der  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden  übergegangen. 

Die  Determinante  32)  ist  sehr  unbequem  zur  Ausrechnung ;  wenn  man 
aber  die  aus  g)  gewonnenen  Werthe  von  I^,  Z^s»  fss  ^^  ^)  einsetzt  und 
nach  ^23,  ^31,  Z|g  ordnet,  so  erhält  man: 

^1  (^8  ^3  -  ^3  ^2)*  ^23  +  ^»  (^3  ^1  -  ^1  ^3)*  ^81  +  ^8  («^1  ^8  -  «2 '^l)* 'l«  =  0  5 

auf  demselben  Wege  gehen  e)  und  f )  über  in : 


I 


300  Einige  Methoden  der  Bestimmnng  der  BrennpnnlrtB  -  Coordinntwi  tUt. 


33) 


I 


I 


o[ 


+  ^3(^/  +  A^t  +  2J,  J,cosy)  1,^  =  0; 

also  hat  man  jetxt  fOr  das  Prodnct  der  Achsengleiehnngen  die 
Detenninantengleichong : 

(«*^i-«i^«)*  (^^i-^i^^y  («i^-«f^i)* 

^«V+^ssV-2^»irf,^5   ^mV+^iiV-2^,i^,^,  ^,i>«,*+^aV-2^i,^i^, 

V  +  V  +  2^l^8CO*a     A^+A^^  +  2J^A^cosß      A^^  + A^+2A^A^co$j 

Die  Form  des  erhaltenen  Resultats  ftlbrt  ans  za  folgender  kttrxeren  Her- 
leitong  desselben«  Wenn  nämlich  py  g,  r  beliebige  Paramet^  sind,  so 
ist  die  Gleichung  eines  jeden  Geradenpaares,  das  darch  den  Mittelpiuikt 
des  E[egelschnitts  geht: 

oder  entwickelt: 

—  20^0?!  qA^A^  —  2x^x^rA^  A^^=0\ 

denn  die  Determinante  dieser  temSren  quadratischen  Form  Terschwindet, 
wie  sich  leicht  zeigen  Iftsst,  welche  Werthe  auch  p«  9»  r  haben  mOgen, 
und  aus  Gleichung  h)  folgt  unmittelbar,  dass  die  durch  sie  dargestellten 
Geraden  sieh  im  Mittelpunkt  des  K^elschnitts  schneiden. 

Aus  Gleichung  i)  folgt  als  Bedingung  der  Orthogonalität  der  durch 
sie  bezeichneten  Geraden: 

qA^*  +  rA^^  +  rA,^+pA^^+pA^^  +  qA^^  +  2pA^A^cosa  +  2qA^J^co$ß 

+  2rA^  A^  cosy  =  0, 
oder  nach  p,  q,  r  geordnet: 

'        \  +r(Ai*+A^^  +  2A^A^co8y)=:0, 

und  als  Bedingung  der  reciproken  Polarität: 

Aii{q^5^  +  rA/)  +  A^{rA^^+pA,^  +  A^{pA,*  +  rA,*)^2pA^A^A^ 

—  ^Q^si^s^t  —  2r^i2i^ii^8  =  0, 
oder  nach  Pf  q^  r  geordnet: 

^    l  +r(^i*^„+V^ii-2^i^^,,)=0. 

Durch  Elimination  von  p,  q^  r  aus  den  Gleichungen  h),  k),  1)  erhSlt 
man  wiederum  die  Determinantengleichung  33). 

Man  kann  dieser  Gleichung  noch  bequemere  Formen  geben.  Es  ist 
nämlich  entena: 


=C 


( 


( 
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-^22  <^3    +  -^33  ^i         ^  -^23 '"%  ^z  —  -^2  C^83  "^2  ""  "^28  ^s)    i    "^8  (^22  ^3  —  "^23  ^2/ 
=  ^2(^33  ^12^»'»  «  +  ^33 ^22^'*'*  ß  ""  ^28  ^81**'^«  —  ^iZ^^^ß) 

+  -^3  (-4jj  ^3j  5m  o  +  ^22  ^33  sin  y  —  i^^j  A^^  sin  a  —  A^^sin  y) 

=  AA^  (a,  j  sin  ß  —  Oif  sin  a)  -}-  A  ^#3  («n  Wn  y  —  03^  sin  a) 

.=  A I  ttji  (i^i  sm  a  +  A^  sinß  +  ^j  Wny)  —  (a„  -4^  +  a,2  A^  +  a,3  ^^3)51««} , 

das  heisst,  nach  den  Gleichungen  3)  und  4)  gleich  A(a||i^  — Asm'«). 
Zweitens  ist  nach  Gleichung  9  a): 

V  +  V  =(^22  +  ^33) +^(«2-«3)- 
Vermöge  der  Gleichungen  3)  und  9a)  ist  aber  auch  noch: 

AA^  =  A^sin  a  +  A^A^  sin  ß  +A^A^  sin  y  =  A  A^iSina  +  Ae^  sin  a-^A^A^  sin  ß 

+  AiA^siny, 
oder  nach  Multiplication  mit  sina: 


! 


A^/4^ sin y  sin  a+  A^A^ sin a  sin  ß  ss  AiA^--  A^^  sin a)  ««  a  —  A öj  5in*a ; 
ebenso  ist: 

A^  A^ sin ß sin y  +  A^A^ sin asinß=^  J^A^  —  A^ sin ß) sin /J  —  A e, sin'^ ß , 

A^  A^ sin ßsiny  •{-  A^  A^ sin y  sin  a  =  A(A^  —  ^^33 sin a)  siny  —  Ae^sin^y , 

also: 

2  A^  A^sinß  sin y  =  2A  A^sinß  sin y  —  A {e^sin^ß  +  e^sin^y  —  e^ sin^a). 

Daher  hat  man  endlich: 

^2*  +  V  +  2A^A^€osa  =^A{A^  +  A^^  +  2A^cosa) 
r  {e^sin^ß  +  gg  ^^'^'y  -  gj  ^>^'  «)  <^o^  « 1 

der  Coefficient  von  A  gestaltet  sich  um  in: 

{ 62  sin  ß  {sin  y — sin  ß  cos  «)  +  Cj  sin  y  {sin  ß — sin  y  cos  «) + e^  sin*  a  cos  a } :  sin  ß  sin  y 
=  (Cj  sin  a  cos  a  +  e^  sin  ß  cos  /5  +  63  sin  y  cos  y)sina:  sin  ß  siny  =  —  esin*  a 

(nach  Gleichung  13).     Somit  ist: 

A^^  +  A^*  +  2^2^^3005«  =  ^(^,2  +  ^88  +  2i^23C05a)  — Ac5m*a. 

Setzt  man    diese   Werthe  in  die  Determinantengleichung  33)  ein,   so 
erhält  dieselbe  folgende  Gestalt. 

{x^  ^3 "  «8  4)*  (^  ^1  -  ^i  ^^y 

flj j  i4  —  A  5m*  a  0)2  <^  "  A  51/i*  /5 

i4(/^,2+ '^33+2^23005«) -Ae5m*a  A {A^'^  Ai^'h2 A^^cos ß)"  Aesiti^ ß 

{XiA^-X^A^y 

033  ^  —  Asin^y  =  0, 

^(-^j,  +  i^22  +  2^,2Co*y)  —  Aesin^y 
oder  auch: 


{ 
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34) 


\^i  -^3        ^3  "^t) 


a,ji^—  t^sirfla 


0  = 


(*8  ^1  —  *i  ^s) 
^W  +  ^^33  +  2i^,5C05a  —  a,|«      ^^33  +  ^^  +  2^3i  cos/S  —  o^e 

Ojj^  — Asm*y  =0. 

^11  +  -^Ä  +  2  i^„C05y  -  033« 

Besteht  der  Kegelschnitt  aus  zwei  geraden  Linien,  ist  also  A  =  0|  so 
hebt  sich  in  der  zweiten  Zeile  ^  weg,  und  die  Gleichung  stellt  dann  das 
Product  der  Gleichungen  ihrer  Winkelhalbirenden  dar. 

Beispiel  1.     Bei  der  Steiner'schen  Ellipse  ist: 

^       A    •  2  2sina 

"  stnßsmy 
oder  relativ  gleich  sin^a]  femer  ist 

rt  ^  11,      2cosa 

"  '     *■            "                "  sin*ß      sm*y        stnßsmy 

oder  relativ  gleich  sin^  a ;  daher  wir  die  Determinante  34)  in  diesem  Falle : 

(j^ 58.y  (j^ ?i_y  f_?i ^y 

\siny      sinßj        \sina      siny)       \sin  ß      sin  et/ 

sin^ß 

sin^ß 

(iCg sin ß—  x^ sin  y)*    (x^ sin  y  —  x^ sin  a)*    {x^ sin a^x^sin ß)^ 

1  1  1 

sinket  sin^ß 

oder  entwickelt: 

{x^sinß  —  x^siny)^sina  sin{ß  —  y)  +  {x^siny  —  x^  sin a)^ sin ß  sin(y  —  a) 

+  (a?! 5i>i  a  —  x^sin  ßYsin y  sin  («  —  j5)  =  0. 

Die   weitere  Entwickelung    nach   Potenzen   der   x  giebt   endlich    das 
Resultat: 
x^^sifi^a  sin(ß  —  y)  +  X^^sin^ß  sin{y  —  o)  +  x^^sin^y  sin{a  —  ß) 

+  2  ajj  a?g  sin  a  sin  ß  sin  y  sin  (/S  —  y )  +  2  rTg  «j  sin  a  sin  ß  sin  y  sin  (y — a) 
+  2  a?|  rcj  sin  a  sin  ß  sin  y  sin  («  —  (3)  =  0. 
Beispiel  2.     Bei  der  schon  mehrfach  betrachteten  Ellipse: 
ajj* cos^ a  +  ^f* cos* ß  +  x^* cos* y  —2x^x^  cos ß  cosy  ~^2x^ x^  cos y  cos a 
2—  x^x^cosa  cosß  =  0 
^^^  anA-dkSin^a^Acos^acosßcosy^l-hcosa  cosß  cosy)'{-4cos*ttCos*ßcos*ysin*a 
oder  relativ  gleich: 
cos*a{l  -{- cos cc  cosß  cosy)  +  cos a cosß  cosy  sin*a  =  C05*a4-  cosa  cosß  cosy 

=  cos  et  sin  ß  siny] 
ferner  ist: 


sin*  y 


(' 


( 


{ 


1 


I 


{ 
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^22  +  ^83  +  2 i^j3 C05 «  —  a|i  c=  Acos^a  cosß  €08 y  - cos^a(l  +  cos a  cos ß  cosy) 

=  —  cos^a 
oder  relativ  gleich  cos^a. 

Damit  erhält  man  als  Prodnct  der  Achsengleichnngen  ans  Gleichung  34) : 

(ajj  sin  y  —  x^  sin  ß^sin  a  sin  (j3  —  y)  +  {Xq  sin  a  —  o?,  sin  yY  sin  ß  sin  (y  —  a) 

+  (x^sin ß  --  x^sin aY siny  stn{a  ^ ß)  =  0, 
oder  entwickelt: 
iCj*  cos  a  sin  (/3  —  y)  +  ^2* ^^^ ß  ^^^  (y  ~  »)  +  ^3* ^os ysin{cc^ß)+X2X^ sin  (j8  —  y) 

+  X^X^sin{y^  a)  +  x^x^sinia  —  ß)  =  0. 

Die  in  diesen  beiden  Beispielen  gefundenen  Endgleichungen  können 
nach  bekannter  Methode  (vergl.  Salmon-Fiedlera.  a.  0.,  S.  548  Art.  323) 
auf  dreierlei  Weise  in  ihre  Factoren  zerlegt  werden,  wobei  jedoch  zu 
bemerken  ist,  dass  diese  drei  Resultate  unsymmetrisch  sind  und  erst  in 
jedem  gegebenen  Falle  durch  besondere  Eunstmittel  in  irgend  eine  sym- 
metrische Form  übergeführt  werden  können,  während  unsere  erste  Methode 
eine  solche  sofort  ohne  weitere  Rechnung  liefert. 

Dritte  Methode. 

Man  verbinde  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  mit 
seinem  Mittelpunkt  0  und  ziehe  durch  C  eine  Senkrechte  auf  PC;  hat  man 
den  Punkt  P  so  gewählt,  dass  die  genannte  Senkrechte  parallel  ist  seiner 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt ,  so  liegt  er  auf  einer  Achse  desselben. 

Nennt    man    Xi?   Xij   Xs  die  Coordinaten  von  P,    so  ist  die  Gleichung 

und  die  Gleichung  der  darauf  senkrecht  stehenden  und  durch  (7  gehenden  Geraden : 

35)  a^Xi  +  a^x^  +  a^x^  =  0, 

wobei  man 

ai='-Xi{^2*'^^s^+2A2A^cosa)'\'Xi{A2^iCosß+j4^AiCosa-hAiji^''^Q*cosy) 

+  X^{A2^^cosy+  j4^/i^+Ai^^cosa  --A^cos  ß) 

setzen  muss;  die  Werthe  von  o^  und  a^  sind  ähnlich  gebildet. 

Setzt  man  in  den  zu  r2  gehörenden  Klammerfactor  der  Gleichung  36): 

_  y4  —  ^^2  sin  ß  —A^  sin  y 

60  erhält  er  die  Form: 

A{A^  +  A^  cos  a)  —  (A^^  +  A^  +  2A^q  cos  a)  sin  ß  ^ 

sina  ' 

ebenso  wird  der  Coefficient  von  ^3: 

A{A^  +  A^cosa)  —  {A^'\'A^  +  2A^A^cosu)siny 

sina  ' 

somit  erhält  man  statt  36)  die  elegantere  Gleichung: 

a^  sin  a=A[Xi{A^  +  AQ  cos  a)  +  x^  (^3  +  A^  cos  «)]  —  (r^  sin  a  +  x^  sin  ß 

+  h  **"^  y)  (^a*  +  ^3*  +  2  A^^  cos  a). 


36)  ( 


37)     { 
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Die  Gleichung  der  Polare  von  P  sei: 


38) 
wo 

39) 

zu  setzen  ist;  dann  ist 

40) 


-^3  =  081^1  +  088  5^1  +  088 1^8 


a^    K^    sina 


=  0 


o,    K^    sinß 

<h    ^8    ^^r 

das  Product  der  Achsengleichungen. 

Scheinbar  allgemeiner  wird  die  Lösung ,  wenn  man  den  Ort  des  Punktes 
sucht,  dessen  Polaren  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  einen  mit  ihm 
concentrischen  Kreis  von  beliebigem  Halbmesser  q  parallel  sind.  Nach 
Salmon-Fiedler  a.  a.  0.,  S.  116  Art.  71,  ist  die  Entfernung  p  eines 
Punktes  o;,,  x^,  x^  von  C7,  dessen  absolute  Coordinaten 


Xi  —  -^  ^j,    asj  —  —  ^, 


X. 


sind,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

( (^^  -  ^i^y + (A«8  -  A^iY + (^«1  -  A^y 

'-2(Ä^x^''Ä^x^){A^Xi-ÄiX^)co3a'2{A^Xi-ÄiX^)(A^x^-A^Xji)cosß 
—  2(Ä^x^  —  A^x^){AiX^  —  Ä^Xi)co8y  -  ä^q^  —  0. 

Macht  man  dieselbe  dadurch  homogen,  dass  man  das  letzte  Glied  auf 
der  linken  Seite  mit  (a?|  sina  +  x^  sin  ß+x^  sin  y)* :  M\  wo  Jlf  =  2  r  sin  a  sin  ß  siny 
ist,  multiplicirt,  so  stellt  sie  die  Gleichung  eines  Kreises  vor,  der  den 
Badius  q  und  den  Mittelpunkt  0  hat.  Bezeichnet  man  diese  Gleichung 
kurzweg  mit  c^O,  so  ist  die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  P(ri»  X%  Ts) 
in  Bezug  auf  diesen  Kreb 


wo 

Ci--^8(^iE8-^8Ei)  +  ^2(^Ei-A&)  +  ^(^2Ei-AE2)^Ö«« 

—  A^  (^1^3  — ^Ex)  cosa-A^{A^i^—A^i^co8ß+A^{A^i^'-A^i^co8y 

—  23f«  (Ei^»*«  +  h^^ß  +  hsiny)sinu 

ist;    ähnliche  Werthe    haben    c^   und  c^.    Dann   ist  aber  das  Product  der 

Achsengleichungen : 

Cx     K^     sina 

C|     K^     sinß    —0. 

Cj     -Ks     siny 
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weg,   80    esbält  man  durch  partielle  Differeniiation  nach 


^n  ^2;  ^3* 


41) 


0 


Ä^sinccsinßsiny 

Xif  a?2,  Xg  folgende  Gleichungen: 

—  A^  sina  cosa{MA^  —  Ax^  +  ^sina  +  fiZj  =  0, 

^  —  A^  s%nßcosß{MA^  —  Ax^  +  Isinfi  +  f^-K^—  0, 

—  A^  siny  cosy{MA^  —  Ax^  +  X^tfiy  +  f^-K",  =■  0; 

Hier   sind  f^,  K^,  K^    die    partiellen   Differentialqnotieuten  von  K  nach 
Sollen  diese  Gleichungen  zusammen  bestehen,  so  muss 
sincL  cosa  {MA  ^  —  Ax^)     K^     sina 

sinß  cosß  {MA^  —  Ax^)     K^     sinß 

siny  cosy  (  MA^  —  Ax^)  K^  siny 
sein.  Damit  diese  Gleichung  homogen  werde,  muss  man  M  durch  seinen 
Werth  x^sinci  '\-  x^sinß  +  x^siny  ersetzt  denkeu.  Wenn  man  nun  nach- 
weisen kann,  dass  sie  durch  die  Coordinaten  des  Kegelschnitt- Mittelpunktes 
befriedigt  wird,  dass  sowohl  ihre  Determinante  als  auch  die  von  uns 
so  genannte  Function  e  für  sie  verschwinden  und  dass  sie  die  Bedingung 
der  reciproken  Polarität  [Gleichung  /*)]  erfüllt,  so  ist  sie  das  Product 
der  Gleichungen  der  Achsen.  Durch  Substitution  der  Mittelpunkts- 
Cooidinaten  aber  geht  3f  in  A^sina  +  A^sinß  -f  A^siny  —  A  über,  weshalb 
die  Glieder  der  ersten  Verticalreihe  verschwinden.  Um  den  Beweis,  dass 
die  übrigen  Bedingungen  zutreffen,  zu  erleichtern,  denke  man  sich  den 
gegebenen  Kegelschnitt  auf  ABC  als  Polardreieck  bezogen,  wodurch  seine 
Gleichung  die  einfachere  Gestalt  a^x^ '\' a^x^ '\' a^x^ ^  0  annimmt.  Die 
Entwicklung  der  Determinantengleichung  41)  liefert  dann  das  Besultat: 

a^x^^{a^8inycosy  —  a^sinßcosß)  +  a2^X2^{a^sina  cosa  —  a^sinycosy) 

+ «8*  a^g*  («1  sin  ßcosß— a^  sin  a  cos  a) +0^  flg  x^  x^  {a^  sin  {ß—y) 

+  agSiw«  —  a^sina}  +  o^a^x^x^  { —  a^sinß  +  a^sin {y  —  a) 

+asinß]+aia2X^X2  {aiSiny—a2siny+aj^sin{a—ß)\<=0. 
Die  Determinante  dieser  quadratischen  Form  ist   mit  Abwerfung  des 
Factors  a^^a^a^i 

a^sinycosy  —  c^sinßcosß  ol öi^tfiy  —  a^siny  +  a^sin  (a—  /S) [ 

gjai^wy  —  a^smy  +  a^s%n{a  —  ß)\ 

Tjl  —  a^ sinß -{-a^ sin {y  —  a)-\-a^sinß\    -\a^sin{ß  —  y)-\-aiSina  -  a^sinaS 

^  I  —  aj  sin  ß  +  a^  sin  (y  —  «)  +  ffg  sin  jS  | 

-  { a^siniß  —  y)  +  a^sina  —  a^sina  \ 
a^sinßcosß  —  a^sinacosa 


rtg5tw  acosa  —  a^  siny  cosy 
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Multiplicirt  man  aber  die  Horizontalreihen  bezüglich  mit  sina^sinßjSiny 
und  addirt  sie  dann  zur  ersten^  so  werden  die  Glieder  der  letzteren  alle  gleichNull. 
Die  Function  e  ferner  ist  hier  gleich: 

üy^ia^smycosy  —  a^sinßcjsß)  +  a^^ija^sinacosa  ■—  üisiny  cosy) 

+  a^{a^sinßco8ß  —  (i^sinacosa)  —  a^a^  [a^sin{ß  —  y) 

+  a^sina  —  a^sina\cosa  —  a^a^  {  —  a^sinß  +  a^siniy—  «) 

+  a^sinß  ]  cosß  —  ai  dg  { aiSiny  —  a^siny+a^sinia  —ß)  \  cosy; 

fasbt    man   die    zusammengehörigen   Glieder   zusammen   und  berücksichtigt 
man  die  bekannte  Identität: 

cosasin{ß  —  y)  +  cosßsin{y  —  a)+  cosy8in(cc  —  |3)  ~  0, 
so  findet  man,  dass  e  verachwindetv 

Weil  endlich  hier  A^^^^a^a^^  -^gj^-Os«!,  -^zt^^^i^i'^  ^3^ -^ai^-^is^^ 
ist,  so  sind  die  Geraden  reciproke  Polaren,  sobald 

a^^  a2a^{a2siny  cosy  —  ä^sinßcosß)  +  aia^^a^{a^sina  cosa  —  a^sinycosy) 

< 

verschwindet,  was  in  der  That  der  Fall  ist. 

Die  Gleichung  41)  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 


(x^sina+x^sinß-{'X.^siny), 


x^  sin a cosa  K^  sina 
x^sinßcosß  K^  sinß 
x^sinycosy  K^  siny 


=0, 


A^sinacosct  K^  sina 
A^sinßcosß  K2  sinß  —A 
A^sinycosy  K^  siny 

welche  merkwürdige  Folgerungen  zulSsst.  Setzt  man  nämlich  die  zweite 
Determinante  für  sich  allein  der  Null  gleich ^  so  bedeutet  die  dadurch 
entstandene  Gleichung,  wie  die  Theorie  d,er  Kegelschnittbüschel  lehrt,  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Achsen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  parallel  sind.  Dieselbe  geht  durch  den  Höhenschnittpunkt 
des  Fundamental  drei  ecks  ABC  und  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kegelschnitts;  denn  erstens  werden  die  erste  und  die  dritte  Verticalreihe 
gleich,  sobald  man  d^-j  «  1:  cosa^  0*2  =  1:  cosßj  x^^  1:  cosy  setzt;  wenn 
man  zweitens  A^,  A^y  A^  statt  x^^  Xj,  x^  in  Zj,  K^y  K^  substituirt,  so 
wird  z.  B.  a^iA^  +  ^12 -^2  +  ^18-^3  ^^^^  Gleichung  4)  gleich  Asina^  so  dass 
nach  Weghebung  des  Factors  A  die  zweite  Verticalreihe  gleich  der  dritten 
wird.  Die  gerade  Linie  femer,  die  durch  die  annuUirte  erste  Determinante 
bezeichnet  wird,  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnitts 
und  berührt  die  correspondirende  gleichseitige  Hyperbel  in  diesem  Mittel- 
punkt. Daraus  ergiebt  sich ,  dass  jedem  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel 
zugeordnet  ist,  deren  Asymptoten  parallel  sind  den  Achsen  des  Kegelschnitts  und 
die  durch  den  Höhenschnittpunkt  des  Fundamentaldreiecks  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  geht,  dadurch  also  vollkommen  bestimmt  ist.  Für 
die  Steiner  sehe  Ellipse  ist  z.B.  die  Gleichung  dieser  gleichseitigen  H^^^^^^^*^ 
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^'^    ^^^^^r^^.'  -** 


^  ^  .^  ^ 


x^wnucosa 


x^sinßcosß 


x^sinycosy 


3 .  +  _^ 

siny     sinß 
sina      siny 


8tna 


sinß 


siny 


0 


si/iß     sina 
oder  entwickelt: 
Xi(x^8iny—x^8inß)  co8a+x^(xi8ina'-x^8iny)co8ß+x^{x^sinß  •-  x^ sina  cos y=0'j 

dieit  giebt:  x^x^8%n{ß  —  y)  +  x^x^sin^y  —  a)  +  XiX^sin(a  —  ß)  ^  0  oder 
die  Oleicbnog  der  Kiepert' Beben  Hyperbel.  Dadurcb  ist  ein  merk- 
wflrdigor  Zusammenbang  zwiscben  diesen  beiden  Cnrven  dargetban. 

Ist  bei  einem  gegebenen  Kegelscbnitt  ^ » 0,  derselbe  also  eine 
Parabel,  so  ist  die  annnllirte  erste  Determinante  der  Gleichung  42)  die 
Gleichung  ihrer  Achse.  So  erhält  man  z.B.  die  Gleichnng  der  Achse 
derjenigen  Parabel,  deren  Brennpunkt  wir  oben  bestimmt  haben,  in 
folgender  Form: 

"  sina cosa sin(ß  —  y) 


$inßcosß{8inß-{-  siny  cosa) 
— siny  cosy  (siny +sinßcosa) 


I  sina 


sinß 


\  . 

>  s%ny 


=0. 


x^sin'a  -  X2Stny  sina  cosa 

—  rCg  sin a  sinß  cos a 

—  x^sinysinacosa  +  X2(sin^y 

—  sin^asin^ß)  +  x^sinßsinycos^i 

— a?i  sina  sinß  cos  a-i-x^  sinßsinycos^a 

•{■x^(sin^ß  —  sin^y$in^a) 

Die  Eutwickelong  liefert  dasselbe  Resultat,  das  wir  schon  oben 
gefunden  haben. 

Auch  wenn  die  Kegelschnittsgleichung  in  cartesischen  Coordinaten 
gegeben  ist,  l&sst  sich  diese  Methode  anwenden.     Denn  sei 

f{x,  y)  —  aji«*  +  ^a^^xy  +  a^^y^  +  2a^iX  +  2aj3y  +  033  =  0 

die  gegebene  Gleichung^  so  sind  i «  ^3^:  ^33^  t)  — >  A^^i  Ä^^  die  Mittelponkts- 
Coordinaten.  Man  setze  nun  JE* «=  (x  —  5)*  +  (y  —  ^)*—  2i/'(rr,  y)  und 
differentiire  theil weise  nach  x  und  y,  so  konunt: 

also  erhält  man  dnrch  Elimination  von  k  das  Product  der  Achsen- 
glüohnngeu  in  der  Form: 

oder,  wenn  man  für  ^  und  \)  ihre  Werthe  setzt: 

cf  cf 
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■^  ^N  .^*  „•V.^.^s- ^N**^  w 


■"83 1»      -"81 —        ö'       -^8  —  ^' 


Ist  die  Curve  eine  Parabel,    so  ist  >ij,  =  0  and  die  Gleichnng  ihrer 
Achse:  ^f  _  .      ^f 

In  3x^  +  4a;y  +  y*  —  5«  —  6y  —  3  c=  0  ist  z.  B. 

7 

2 

also  die  Gleichung  der  Achsen: 

(-a;  +  ^)(4a:  +  2y-6)  =  -(y  +  4)(6a!  +  4y-5) 

°^®'"  4y«-4a;«  +  4a;y  +  18y  +  44«-41  =  0, 

die  man  zerlegen  kann  in  die  Qleichnngen: 

2a;  -  (^^  +  l)y  =  11  + 4/5, 

2x-\-(yS-\)y=\\-A}/b. 

Bei    der   Parabel  (3  a;  +  4y)»  +  22«;  +  46y  +  9  =  0  ist  A^  =  100, 
A^  =  —  75,  also  die  Gleichung  der  Achse : 

4  [8  (3a;  +  4y)  +  46]  +  3[6  (3a;  +  4y)  +  22]  =  0, 
oder  50(3a;  +  4y)  + 250  =  0, 

oder  endlich  3x  +  4y  +  5  =  0. 

Bensheini,  im  December  1892. 
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IX.  Ueber  die  Constmotion  von  Vierecken  ans  den  Radien 
der  Berührnngskreise  eines  Dreiecks. 

I.  Die  Seiten  eines  Dreiecks  mögen  a^  h,  c  heissen,  wobei  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  a  <  2»  <  o  voransgesetzt  werden  kann ;  ist 
femer  A  die  Dreiecksfläche ,  so  bestimmen  sich  der  Radius  Qq  des  Inkreises 
und  die  Radien  Qa^  Qb^  Qc  der  Aussenkreise  durch  die  bekannten  Formeln 

2A  2A  2A  2A 


a  +  6—  c 


welche  geben 

2)  Qo<Qa<Qb<Qc' 

Zur  Möglichkeit  eines  mit  diesen  Radien  construirten  Vierecks  (Fig.  1) 
gehört  nun  die  Bedingung 

?o  +  ^a  +  (^*  >  Qc 

und  daraus  folgt  vermöge  der  obigen  Werthe 

3)  a2  +  6«>c2, 

^s- ^*  das  heisst  einem  spitzwinkligen  Dreiecke 

entsprechen  unendlich  viele  Vierecke, 
wobei  einer  der  Viereckswinkel  beliebig 
gewählt  werden  darf;  ist  das  Dreieck 
rechtwinklig,  so  degenerirt  das  Viereck 
ineineOerade;  ein  stumpf  winkliges  Dreieck 
liefert  kein  reelles  Viereck. 

II.    Das  vorige  allgemeine  Viereck  wird   zu 
einem   Sehnen  vi  ereck,  wenn  man  einen  seiner 

Winkel  z.  B.  L{Qo^  9^)  ^^^  bekannten  Methoden  construirt  oder  berechnet; 

so  ist 


^  r       (Qo+Qa  — 


+  Qb  +  Qc)(9o-'  Qa  +  Qh  +  Qc) 


Qb  +  Qc)  {Qo  +  Qa  +  Qb  —  Qc) 


Bezeichnen  a,    ß,    y  die  Winkel  des  ursprünglichen  Dreiecks,   so  er- 
gehen  sich  aus  Nr,  1)  die  Werthe 
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4) 


ahe 

—  Qo  +  Qa  +  Qb  +  Qc^  -^» 

,        ,  a(b^  +  <:?  —  d')      ahc 

+  90-  9a  +  Qb  +  Qc^ 2^^^ =  -^  COSa, 

,        .  ,  5(c«  +  a«-6«)       ahc       ^ 

.        ,        ,                   c(a^  +  h^'-<:^)      ahc 
+  9o  +  Q»  +  Qb-'Qe  = 2A"^ "^  "a"  ^^^^' 


es  ist  daher 


5) 


2  2         r     cosßcosy 


^  Z  f  COi 


cosß 


cosy 

Das  Frodact  der  unter  Nr,  4)  verzeichneten  Ausdrücke  ist  bekanntlich 
=  167^,  wenn  V  die  Fl&che  des  Sehnenvierecks  bedeutet,  also 


6) 


/ahc\* 


F=  (-öTr)  Vcosa  cosß  cosy. 


• 

Berechnet  man  ferner 

9oQa+Qb9e  =  hc,     9Q9b  +  9c9a  =  ca^     9o9e  + 9a9b=^(ih 

und  multiplicirt  diese  Ausdrücke,  so  erhftlt  man  16 F'r*,  wo  r  den  Badius 
des   um  das   Sehnenviereck   beschriebenen  Kreises  bezeichnet;   es  ist  daher 


7) 


r  = 


abc  j/cosacosß  cosy 


Als  Beispiel  in  meistens  rationalen  Zahlen  möge  dienen 

o  =  92,    6  =  111,    c  =  119,    A  =  3.7. 10.23  =  4830, 


429 


8 


12 


«  =  46»59'49",75    j3  =  61''55'39",0;    y  =  7l«4'3l",3; 
eo  =  30.    ?a  =  70,    p»  =  96i,  ,  ^«=115, 


Z.(go>  g«) 

Z.(g».  gc) 


=  129«22'1".3,    U9a,  g»)  =  89»42'3",  8. 
=  50»37'58",7,    Z.(^„  (>o)  =  90»ir66"2, 

F  =  5105,93;    r  =  59,364 
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III.  Wenn  das  allgemeine  Viereck  zu  einem  Tangentenviereck 
werden  soll,  so  müssen  Qq  nnd  Qc  Gegenseiten  sein  (Fig. 2)  und  der  Be- 
dingung  genügen  p„ +,,==,,  + ,,. 

Diese  führt  nach  Nr.  1)  zu  der  cubischen  Oleichung 
8)  c3  +  (a  +  6)c2-(a  +  6)»c-(a  +  5)(a-ft)«  =  0, 

welche  drei  reelle  Wurzeln  besitzt;  für 


9) 
wird  n&mlich 


10) 


ar'-|(o  +  6)««  +  ^(a  +  6)(27a6-4(o  +  6)«}  =  0 
».     4,     ,  -.        .  _  21ah        , 


Befindet  sich  nun  unter  den  Wurzeln  von  Nr.  8)  eine,   die  zwischen 

0    und    a  +  h    liegt,    so    ist    das    Dreieck    aus 
a^  h,  c  reell  und  im  Falle 

zugleich  spitzwinklig;    die  Seiten  Qq,  ^at  Qb   und 

Qc^  Qa  +  Qb  —  Qo 


Beispielsweise  sei 


liefern  dann  unendlich  viele  Tangentenvierecke, 
worin  immer  ein  Yiereckswinkel  beliebig  ange- 
nommen werden  darf. 

a  =  5,     6  =  7, 


daher 


c»  +  12c«-144c-48  =  0,    c  =  a;-4,    a?»- 192a; +  656  =  0, 

41 

12  =  16,      5ifl0=5-rl 

04 


woraus  folgt 

c  =  7,6483;    qo  =  1,1311]   ^«  =  3,5375;    9^  =  6,0427;    (>e  =  7,8431. 

IV.   Unter  den  unendlich  vielen  Tangentenvierecken  befindet  sich  auch 
Fig.  3.  ein  bicentrisches  Viereck  (Fig.  3);  es  entsteht, 

^*'"'  Z.(9o.    9a)  =  1800 -/.((.»,    (.*e) 

genommen  wird     Bezeichnet  man  für  den  Angen- 
"blick  L{Qof  Qa)  in^t  d,  so  hat  man 

oder,  wenn  links 

co5d  =  l  --2sin^^ö, 

^®^^*«        '  co3Ö^2cos^~d-l 

gesetzt  wird: 
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(Qo  —  9a)*  +  ^QoQa  Hn*^d  =  {Qt  —  feV  +  ^fbQe  COS* ^5 

das  ist  wegen  ?o~P<»=°?»~  *« 


2*-f  ; 


QbQc 
Die  Viereckswinkel  bestimmen  sich  also  dnrch  die  Formeln 


11) 


^  r      QbQc  ^ 


t/po  Qb  _. 

r       QcQa 


2 


Aus  der  Formel  für  die  Fläche  des  Sehnenvierecks  erhält  man  die 
entsprechende  Formel  für  das  bicentrische  Viereck ,  wenn  man  die  Gleichungen 
beachtet  ^  ^ 

+  Qo+Qa'-Qb  +  Qc^2Qa^    +  Qo  +  9a  +  Qb  +  Qc  ^^  2qq\ 

das  sehr  einfache  Resultat  ist 


12)  y=^VQoQa9bQc' 

Für  das  Sehnenviereck  gilt  die  Formel  (siehe  II) 


47r  =  j/{QoQa  +  9bQc){Qo9b  +  Qega){9o9c  +  QaQb)  =  Ö&C, 

mithin  ist  im  vorliegenden  Falle 

ahc  ahc 


13)  r  = 


^y9o9a9b9c       *^ 


um    endlich   den  Radius  g  des  Inkreises    zu  ermitteln,  bedarf  es  nur 
der  Relation  (Fig.  2) 

^  —  ^^/»/  9oj  9a    I    ^ ^^f  Po«   9b  . 
QQ=QCOt—^ bQCOt      g      1 

nach  den  Formeln  in  11)  folgt' hieraus 


14)  V9o9a9b9c  ^       V 

9a  +  9b  9a  +  9b 

Das  in  III  angegebene  Beispiel  führt  zu  folgenden  Werthen: 
Z.(^o»  ^a)  =  140^23'38";    U9o^  p*)«  1380  33' U;'; 
L{qh9c)=^  39036-22";    L{9a,  9c)^  41026'46"5 
7=17,0654;    r  =  3,9218;     (»=1,7813. 
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X.  Zur  hyperboloidischen  Lage  von  Tetraederpaaren. 

Die  beiden  Tetraeder  ah  cd  und  a!l/c'd'  seien  so  gelegen ,  dass  die 
Geraden  aa! ^  bh\  cd  and  dd^  zn  demselben  System  von  Erzeugenden  einer 
Eegelfläcbe  zweiter  Ordnung  gehören. 

Alsdann  gehören  die  Ebenen  d^da^  d^h^b,  d'dc  einem  Büschel  an. 
Trifft  also  die  Ebene  ahc  die  Geraden  d'a',  d'5',  dV  bez.  in  -4,  J5,  (7,  so 
liegen  die  Dreiecke  ahc  und  ABC  perspectiv,  mithin  die  Punkte 

[ah,  AB],     [&c,  BC],     [ca,  CA] 

in  einer  Geraden  g]  diese  Punkte  sind  aber  identisch  mit  den  Punktoi 

[ah,  a'Vd'],     [hc,  h'dd'],     [ca,  da'd'], 

woraus  man  ersieht,  das  die  Gerade  g  gleichzeitig  die  vier  Geraden 

[ahc,  o'6V],     [hcd,  h'dd'],     [cda,  c/d'a'],     [dah,  d'a'6'] 
schneidet. 

Analog  findet  man  eine  zweite,  dritte  u.  s.  w.  Gerade,  welche  dasselbe 
leistet.  Diese  Geraden  sind  sämmtlich  verschieden.  Mit  Bücksicht  auf 
das  Dualitätsgesetz  hat  man  also  den  Satz*: 

I.  Haben  zwei  Tetraeder  ahcd  und  a^h^dd'  eine  solche  Lage,  dass 
die  Geraden  aa\  hh\  cc?,  dd*  zu  demselben  System  von  Erzeugenden  einer 
Begelfläche  zweiter  Ordnung  gehören,  so  gehören  auch  die  Geraden,  in 
welchen  sich  die  Ebenen  ahc  und  a'&V,  hcd  und  h'dd^  cda  und  </d'a', 
dah  und  e2'a'&'  schneiden,  demselben  System  von  Erzeugenden  einer  Begel- 
fläche zweiter  Ordnung  an  und  umgekehrt. 

Man  sagt  in  diesem  Falle  von  den  beiden  Tetraedern,  dass  sie 
hyperboloidisch  liegen. 

Es  seien,  um  eine  Anwendung  dieses  Satzes  zu  geben,  in  einem 
räumlichen  Polarsystem  die  Tetraederpaare  ahcd  und  A^B^C^I^,  ABCD 
und  a^h^dd^  zwei  Paare  conjugirter  (polarer)  Tetraeder,  also  A!  sei  der 
Pol  von  hcd  u.  s.  w.,  A  der  Pol  von  6'c'd'  u.  s.  w. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  beiden  Tetraeder  ahcd  und  a^V d d^ 
hyperboloidisch  liegen  und  behaupten,  dass  alsdann  auch  die  Tetraeder 
ABCD  und  A!B^C^If  sich  in  hyperboloidischer  Lage  befinden. 

Denn  ist  g  eine  die  vier  Geraden  ad ^  hh\  cd ,  dd^  schneidende 
Gerade,  so  trifft  die  Polare  von  g  gleichzeitig  die  Polaren  dieser  vier 
Geraden,  d.  h.  die  Geraden 

[B'C'P,  BCD],    [CfPA\CDA],    [LfA!ä,DAB],    [A' B' C ,  ABC]. 

Die  Tetraeder  ABCD  und  ^B^C^U  liegen  also  hyperboloidisch  (I); 
mithin  gilt  der  Satz: 


*  Vergl.  Schnell,  lieber  Schaaren  perspect.  Tetraeder.    Giessener  Dlsseri. 
Viernheim  1891.   8. 17. 


318  Kleinere  MittheiluDgen. 

xn.   Geometrische  Lehrsätze.* 

1.  Soll  eine  Carve  des  dritten  Grades  C^  durch  die  sechs  Ecken  eines 
Vierseits  gehen  (das  heisst  die  sechs  Punkte  in  denen  sich  je  zwei  von 
vier  Geraden  schneiden)  and  soll  sie  zudem  noch  einen  Mittelpunkt  haben, 
so  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  dieser  C^  diejenige  Gerade,  welche 
durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits  geht.  Jede  dieser 
Curven  hat  also  auch  mit  einem  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  Vierseits 
berührt;  den  Mittelpunkt  gemein. 

2.  Werden  auf  den  Seiten  BO^  AC  und  AB  eines  Dreiecks  ABC 
drei  beliebige  Punkte  A^^  B^  und  C^  angenommen  und  sind  A^^  B^^  C^ 
(bei  entsprechender  Bezeichnung)  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ^^C, 
so  liegen  allemal  folgende  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  H^,  nämlich: 

a)  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  AiB^C^; 

ß)  die  Mitten  der  Strecken  AA^^  BB^  und  CC^] 

y)  die  Schnittpunkte  von  B^O^  mit  B^C^]  A^C^^  mit  A^C^  und 
AiB^  mit  ^2-^2* 
Ausserdem  sind  die  zweiten  Schnitte  der  Geraden  AA^^  BB^  und  CC^ 
mit  dem  Kegelschnitt  H*  die  Mittelpunkte  von  Kegelschnitten,  die  resp. 
durch  5,  C,  ^1,  C\;  -4,  C,  A^^  C^  und  A^  B^  Ay^  und  jBj  gehen  und 
der  Kegelschnitt  H^  selbst  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Curven  des  dritten  Grades  mit  Mittelpunkt,  welche  durch  A,  B,  C^  ^, 
Bi  und  C7j  gehen. 

3.  Legen  wir  durch  je  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  Vierseits 
und  einen  weiteren  beliebig  gewählten  Punkt  P  Kegelschnitte ,  so  schneidet 
jeder  dieser  Kegelschnitte  die  Verbindungslinie  des  letzten  Paares  von 
Gegenecken  des  Vierseits  in  zwei  Punkten  a  und  die  sich  ergebenden 
sechs  Punkte  a  liegen  allemal  auf  zwei  durch  P  gehenden  Geraden  L^ 
welche  zudem  in  P  die  beiden  durch  P  gehenden,  dem  Vierseit  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte  berühren.  Legen  wir  ebenso  durch  denselben 
Punkt  P  und  die  Punkte,  in  denen  je  drei  der  vier  Seiten  des  Vierseits 
sich  schneiden,  diejenigen  beiden  Kegelschnitte,  welche  die  vierte  Seite 
des  Vierseits  berühren,  so  liegen  die  sich  so  ergebenden  acht  Berührungs- 
punkte dieser  Kegelschnitte  auf  denselben  Geraden  L.  Der  Punkt  P  ist 
ausserdem  Doppelpunkt  einer  Curve  des  dritten  Grades,  welche  durch  die 
sechs  Ecken  des  Vierseits  geht,  und  zwar  sind  die  Geraden  L  die 
Tangenten  dieser  Curve  im  Doppelpunkt  Soll  weiter  der  Doppelpunkt 
einer  Curve  des  dritten  Grades  C^  mit  Doppelpunkt,  welche  durch  die 
sechs  Ecken  eines  Vierseits  geht,  auf  irgend  einer  Geraden  G  gelegen 
sein,   so  ist  der  Ort  der  Tangenten  C^  in   dem  Doppelpunkte  eine  Curve 


*  Im  Folgenden  geben  wir  einige  Sätze  über  algebraische  Curven  —  jedoch 
oline  Beweiß  —  auf  die  wir  gelegentlich  anderer  Arbeiten  gestossen  sind. 
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Kleinere  Mitthaümigeii. 


EinwOife  gegen  diese  beiden  anseinanderznsetzen  ist  woU  hier  nicht  am 
FUtze*  and  k/hinie  sie  aaeh  der  Leser  des  Obigen  selbst  finden. 

Aber   die   MOller'sehe    Bebandlang    brachte    mir  auch   die   Fracht, 
dass    ich    meinen    obigen  Beweis    zam    blos    sjnthetischen ,   also    am    die 

nachfolgende  Bechnang  and  zweite  Fignr,  kürsen 
kann.  Die  Ba^is  des  gleichschenkligen  Dreieckes 
stellt  den  Minimam- Strahl  Tor.  Vom  Punkte  B 
derselben  die  Lothe  BA  and  BD  auf  die  Schenkel 
gef&Ut,  so  ist  ÄCD  der  za  erweisende  kleinste  Ab- 
lenkangswinkel  des  in  der  Bichtang  CA  eintretenden 
and  in  der  Bichtang  CD  aastretenden  Strahles. 

Beweis:  Man  nehme  aaf  dem  darch  B  gehenden 
Kreise  den  Nachbarpunkt  B^  and  construire  die 
Nachbarlothe  B^A  and  S'D'.  Ist  ^  s.  B.  unter 
B  (ausserhalb  des  gleichschenkligen  Dreieckes),  so 
sieht  man  leicht,  dass  der  kleine  Bogen  AA'  kleiner  ist  als  derjenige  DD', 
dass  also  der  Winkel  ÄCD'  grösser  ist  als  ACD,  FCUr  B!'  oberhalb  B 
folgt  geradeso  AÄ'  grösser  als  DD'\  Man  kann  sich,  glaube  ich  jetzt 
auch,  mit  dieser  Anschaaung  begnügen. 

Augsburg.  Dr.  A.  Kurz. 


*  Auf  meine  dictbezügliche  Einsendung  an  die  Zeitschrift  fCbr  phys.  und 
ohom.  Unterricht  erwiderte  diese,  dass  sie  davon  nur  einen  kurzen  Auszug  bringen 
wolle,  was  auch  im  6.  Jahrgang  geschehen  ist 
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ergeben;  es  müsste  somit  durch  die  lineare  Function  x  —  Const.  a  dar- 
gestellt werden.  Es  kann  daher  blos  für  einen  geeignet  abgegrenzten 
Bereich  der  Variablen  a  ein  Ausdruck  gefunden  werden,  durch  welchen 
die  functionelle  Abhängigkeit  der  Wurzelwerthe  von  den  Argumentwerthen 
zur  Darstellung  kommt. 

Eine  solche  Darstellungsform  wird  gewonnen ,  wenn  a  durch  b^  +  a  —  6* 
ersetzt  und  fär  alle  Punkte  a,  die  innerhalb  des  mit  mod  (&**)  als  Radius 
um  h^  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  liegeui  nach  dem  binomischen  Satze 

gesetzt  wird. 

Wtthlt  man  die  Werthe  h^  in  geeigneter  Weise,  so  kann  ftir  jedes 
endliche  a  eine  Beihendarstellung  erhalten  werden^  die  stets  für  den 
zugehörigen  Convergenzkreis  giltig  ist.  Da  es  inmier  n  Werthe  b  giebt^ 
deren  n^  Potenz  gleich  b"*  ist,  so  gehören  jedem  Convergenzkreise  n  Gebiete 
der  Functionswerthe  zu.  Sie  sind  einander  congruent  und  können  durch 
Drehungen  um  Vielfache  von  27t/n  um  den  Nullpunkt,  dem  sie  sich  spitzt- 
förmig  nähern,  zur  Deckung  gebracht  werden;  jedes  ist  einfach  zusammen- 
hängend und  enthält  je  eine  der  n  Wurzeln  von  b^^  so  dass  mit  der 
Beihenfolge  dieser  Wurzeln:  &|,  b^^.^bn  auch  die  Aufeinanderfolge  der 
Gebiete  gegeben  ist.  Bezeichnet  man  nxm  die  dem  v^^  Gebiete  (v i»  1, 2 . ..  ft) 
zugehörigen  Functionswerthe  durch  y^a  und  b^  durch  6j[.&«,  (wo  €n^oos2n/n 
4-  i  sin2it/n)y  so  erhält  man  als  Darstellungen  der  n  Functionen  p^. 

3)  t^-^-^iö^-c^yj-'i-^c«).  (»'-1,2...«), 

SO  dass  y^a  eine  eindeutige,  stetige  Function  von  a  vorstellt, 
deren  Darstellungsform  für  den  durch  die  Hilfsgrösse  bn  be- 
stimmten Convergenzkreis  giltig  ist. 

§  3.  Ist  die  Wurzel  ^7ä  durch  eine  Reihe  darstellbar,  so  gilt  dasselbe 
auch  von  ihren  Potenzen.    Eine  beliebige  rationale  Function  jener  Wurzel 

wo  die  r  rationale  Functionen  von  a  und  beliebigen  anderen  variablen 
Zahlen  sind,  kann  daher  für  denselben  Bereich  der  Werthe  a  wie  'j^a 
selbst  in  Beihenform  dargestellt  werden.     Man  erhält: 

5)  iTy  =  oo-f  aj; .  «1  +  bI^, flg  +  . . .  +  f^""^  ^  a„_i,  (v=  1,  2, ...«), 

-rö/  a^'^r^.  P(a);  a^^^r^.  PW\  • .  .an- 1«  rn-\.  P(aV-^ 
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Ist  es  z.  B.  möglich  —  wie  der  Einfachheit  wegen  angenommen 
werden  soll  —  die  n  Werthengebiete  der  Xv  in  zwei  Gruppen  zusammen 
zu  fassen,  so  dass  die  Gebiete  der  a;^,  x^f.^.Xk  von  einem  Kreise  mit  dem 
Mittelpunkte  c"*,  die  Gebiete  der  Xk+i,  Xk^tj»..Xn  von  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  d"^  eingeschlossen  werden,  so  gilt  für  die  k  ersten  x^  die 
EntwickeluDg 

10a)  f;^-6m''K+e/A  +  ---  +  «r'"^— i) 

(|[*  — 1,  2...m;     v«=-l,  2..,Jc) 

und  fär  die  n  —  v  übrigen  Xy'  die  Entwickelung 


10b)  /^ary  ^  B„,^(Ä',  +  b/ä\  +  . . .  +  eJ-^-^X-i) 

(fA-1,  2...ni;  v'-^k  +  l,  k  +  2...n), 

wo  die  A  von  den  Hilfsgrössen  hn  und  c^,  die  Ä*  von  den  Hilüsgrössen 
bn  und  (/m  abhängen. 

Die  Potenzreihen  A(  und  Ä/  sind  somit  in  diesem  Falle  der  Form 
nach  verschieden;  dass  sie  aber  dem  Werthe  nach  übereinstimmen,  erhellt 
durch  folgende  Ueberlegung. 

Ich  setze  die  Möglichkeit  voraus,  die  Werthengebiete  der  Xp  und  der 
rry  zum  Theil  in  eine  dritte  Groppe  zusammen  zu  fassen,  so  dass  z.  B.  die 
Gebiete  der  Xk  und  der  Xk^i  von  einem  Kreise  der  bezeichneten  Art,  dessen 
Mittelpunkt  d'"^  sei,  umschlossen  werden«   Dann  gelten  die  Entwickelungen 


'  10c) 


V^A.  ^k  -  e„.^  «  +  Bn'Ä,"  +  Bn' %"  +  •  •  .  +  «r '*  *X'-l), 


(|[i  — 1,  2...w); 

wo  die  ^"  von  den  beiden  Hilfsgrössen  bn  und  cj^  abhängen. 

Es  ist  daher  für  den  ganzen  Convergenzbereich  der  unabhSngigenVariablen 

IIa)  Ai"^Är,     Ai"~A/,  also  auch  ^.=  ^/. 

Die  soeben  gemachte  Voraussetzung  ist  nur  dann  unzulässig,  wenn 
die  Werthengebiete  der  Xy  und  der  x^-  insgesammt  von  einer  durch  den 
Nullpunkt  gehenden  Geraden  geschnitten  werden  und  die  eine  Gruppe 
reclits,  die  andere  links  vom  Nullpunkte  liegt;  denn  nunmehr  sind  blos 
die  anfänglich  vorausgesetzten  beiden  Gruppen  möglich. 

In  diesem  Falle  beachte  man,  wie  die  n  Werthe  x^^x^.'.Xn  sich  lagern, 
die  durch  das  ursprünglich  in's  Auge  gefasste  System  der  unabhängigen 
Variablen,  dem  der  Convergenzbereich  zugeordnet  wurde,  erzeugt  werden. 
Liegen  die  n  Werthe  nicht  selbst  rechts  und  links  vom  Nullpunkte  auf 
einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden,  so  beschränke  man  den 
anfänglich   vorliandenen  Gonvergenz.\)eTeic\i  ^ex  kx\*)  ^^dj^^s^  ^m^\i  d\A  zn^gd- 
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km— 1 


13)         Äy*  ^  =•  ''o + ^1  •  VT^v + . . .  ^«  - 1 .  ( F/i  x^y 

WO    die   r   rationale   Functionen   von    Yv<^   ^^<^    von   beliebigen    anderen 
variablen  Zahlen  sind,   so  erhält  man,  wenn  die  r  nach  Potenzen  von  i^ 
geordnet  werden:  „^^^^  ^^„_, 

14)  ^M^-^      ^fm^'^.f/'.aa/j. 

Betreffs  der  Werthengebiete  der  Xfi^^  die  dem  Convergenzbereicbe  der 
unabhängigen  Variablen  zagehören,  gelten  nun  dieselben  Bemerkungen, 
die  über  die  Werthengebiete  der  Xy  gemacht  wurden.  Für  ein  gegebenes 
Werthensystem  der  unabhängigen  Variablen,  ftlr  das  kein  rr^y  unendlich  gross 
wird,  kann  man  daher  einen  Convergenzbereich  der  Art  abgrenzen,  dass 
die  Werthengebiete  der  a;^,  einfach  zusammenhängende  Ebenentheile  sind, 
die  im  Endlichen  verlanfen  und  den  Nullpunkt  nicht  umschliessen,  und 
dass  insbesondere,  wenn  eines  der  a*^^  gleich  Null  wird,  dem  Convergenz- 
bereiche  nur  das  individuelle  System  der  Werthe  Xf^y,  zugehört. 

Daraus  folgt  die  Möglichkeit,  die  durch  die  Gleichung 

15)  ic'  =  a;^r 
definirten  Functionen         ,J^^    (A-1,  2...0 

durch    Potenzreihen    mittelst   des   binomischen    Satzes    darzustellen.      Man 
wird    hierbei    von    denselben    Erwägungen    geleitet   werden,    die    zu    der 

in» ■ 

Darstellung  der  Functionen  Vh^v  führten.   Es  muss  nur  Xf^^  an  Stelle  von 
x^  gesetzt  werden.    Es  ergiebt  sich  so,  wenn  6^=-  co8  27t/l  +  i  sin2nßi 

16)  ifiXfiv  - «f  .^  4^* •  «f  "•  ^aß- 

Eine  beliebige  rationale  Function  dieser  Wurzel  und  der  Wurzeln 
y^Xr  und  l/^a  kann  daher  für  denselben  Convergenzbereich  der  unab- 
hängigen Variablen  wie  die  Wurzeln  selbst  in  Form  einer  Beihe  dar- 
gestellt werden. 

Bedeuten  somit  Tq,  r^, . . .  r/-.i  rationale  Functionen  von  j/^x,  und  (/^o, 
deren  jede  nach  den  Potenzen  der  Einheits wurzeln  Sn*  und  Sm^  geordnet 
worden  kann,  und  setzt  man 

17)  XXfiP^  fo  +  rinxyfi  +  '"  ^i-i(Vi  a^Air)' "\ 
so  erhält  man:         gaa/  — i  /ysarm  — i  y=n  — i 

18)  Xi^y-^       2        2'*''"- *"•'*''•  ^»'"- "*«'»'' 

(il  =  l,  2...^,  fi-"l,  2...m;  v«=l,  2...w). 

Wird  jetzt  eine  Potenz  von  x  den  Functionen  xz^tv  gleichgesetzt,    so 
wen  die  dadurch  neu  definirten  Wurze\gtöSÄöiixm^ÖL0ü^Ti'5»Q\i^v^\'^^T^v^^ 
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Functionen  derselben  und  der  Wurzeln  j/^ay^y,  }/^Xy,  YvCl  in  Reihenform 
dargestellt  und  nach  Potenzen  der  Einheits wurzeln  geordnet  werden. 

Durch  fortgesetzte  Ausführung  dieses  Darstellungsprocesses  lässt  sich 
somit  der  allgemiene  Wurzelausdruck  in  eine  functionen theoretische 
Normal  form  bringen,  die  man  in  folgender  Weise  darstellen  kann. 

§  6.  Man  definire  eine  Reihe  von  Wurzelgrössen  als  Functionen  der 
Variablen  a^,  a^,..af^  durch  die  Gleichungen: 


19) 


wo  die  n^,  n^.,.ny  beliebige  ganze  Zahlen  und  die  fft^^  ^...flty  ganze 
Functionen  der  x  und  rationale  Functionen  der  a  sind  und  bilde  mit 
demselben  den  allgemeinen  Wurzelausdruck: 

20)  m{x^'\  Ä^"-!). . . a;(i);  a^,  a^... a^). 
Man  setze  ferner: 

21)  .  4*l=Kl«*i  (;i*-l,2...n*;Ä=l,2...v), 

WO  der  dem  Wurzelzeichen  beigefügte  Index  Ik  bedeutet^  dass  der  Werth 
der  Wurzel  dem  A***^  Gebiete  unter  den  w*  Gebieten  der  Wurzelwerthe 
angehört,  so  dass  x\l  eine  eindeutig  bestimmte  Function  ist. 

Es  kann  dann  für  ein  beliebiges  Werthensystem  a^y  a^.,.af^, 
für  das  keine  der  v Wurzelgrössen  o;^^),  af^\,.x^*^  gleich  Unendlich 
wird,  ein  Bereich  der  unabhängigen  Variablen  a  bestimmt 
werden,  so  dass  die  zugehörigen  Werthengebiete  der  Functionen 
^xy\  xi^^^K . , xx^^^K , , ein{a.ch  zusammenhängende,  den  Nullpunkt 
nicht  umschliessende  Ebenentheile  sind,  die  für  den  Fall,  dass 
einer  der  fik  Werthe  xxl  gleich  Null  ist,  auf  das  individuelle 
System  der  Werthe  rc^^,  (Ajt^l,  2...W*)  sich  beschränken  müssen. 

Dann  ist  es  möglich  der  Reihe  nach  mittelst  des  binomischen 
Satzes  die  n^  Functionen  xi^^^"^  (X^ '=' 1 ,  2...n|),  sodann  die  n^ 
Functionen  ic;i,^*^(^  — 1,  2,,.W2)  u.  s.w.  und  schliesslich  die  n^ 
Functionen  a;;i^(^^(A^  »  1,  2..*n9)  durch  Potenzreihen  darzustellen, 
die  für  den  Convergenzbereich  der  unabhängigen  Variablen 
Geltung  haben.    Man  erhält  so,  wenn 

22a)  f»4=- C05 2 jr/n*+ i.«n 2 jr/wjk,         (*  —  l>  2...v) 

gesetzt  wird: 

22)  x^^l  - 't^, - si* . P,(a;(«,  xW... «(*-«), 

(^A  "■  1 ,    2  . . .  ftk) 

wo  Pjc  nach  Potenzen  der  Einheitswurzeln  £„,,  «i4«».*in-i  geord- 
net  werden  kann. 


330    Die  Normalform  des  allgem«  WanelsosdnickB  a.  ihre  EigeiiBchafteii. 


-•  ^  ^  ^  ^  ^  ^  -^  ^  ^  ^  ^  ^^^^^^.^^^  ^.^^^-rf^.^.i»^.,*^*«^*»»',^«*^^.*--^-. 


Werden  diese  Potenzreihen  in  die  n^.n^*..nt  Functionen 

de»  allgemeinen  Wnrzelausdrucks  eingesetzt,  so  erhält  man 
folgende  einheitliche  Darstellnngsform,  welche  ich  die  Normal- 
form nenne:  ^  _.     i  ^  „     i 

WO  die  a  eindeutige  und  stetige  Potenzreihen  sind,  die  für  den 
üonvergonzbereich  der  ursprünglichen  Variablen  Geltung  haben« 

§  7.     Zu  demselben  Resultate   kann  man  auch  gelangen,  wenn  in 

iH — ) 

für  einen  Convorgenzbereich   von   a  in  eine  Beihe  entwickelt  wird.     Die 

M  Functionen  (/«.a  werden  jetzt  durch  e  *•  (v  — 1,  2...n)  repräsentirt 
und  für  den  allgemeinen  Wurzelausdruck  erhält  man  folgende  Definitions- 
gloichungon: 

ari/»>-e      -,       -ee»';  (A^  — 1,  2...fii); 


^) 


'      xa,W-e      «.       -ee«';  (A,-l,  2...fi,); 


*.. 


o> 


xa^-e      «r      -^'^  (X,-l,  2..,m). 


l>er  «Ugomeine  Wurzelausdruck  lautet  dann: 

wo  an  Stelle  der  Worfeln^  die  aus  Torhandenen  Wurselgrossen  gezogen 
wt'rtleUi  Kx|Kknentia]funktionen  treten,  deren  Argumente  selbst  wieder 
K\[Hmoutialfunctionen  enthalten.     Ersetzt  man   nun  in   der  obigen  Beihe 

YvMi  l^efinitionsgl^ichungen  die  <r«iy  f  •• . . .  f«»  durch  die  für  einen  ConTergesnz- 
iH^r^ich  der  Variablen  a  giltigen  Potenzreihen  und  ordnet  man  de,  wenn 
»ie  in  den  Wunelausdmck  eingesetzt  werden,  nach  Potenzen  der  Einheit»- 

We^  die  Normalform  S4^  gewcouia^L 

*^  '^     *tt  so  die  Möglichkeit   bewiesen*  den  allgemeinen  Wurzidaaa- 
Tormalfonn  24)  lu  bringen»  so  \s\  noch  die  Bemeikong  tob 
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von  N  gegeben  wird,  so  folgt,  dass  es  für  ein  yorgelegtes  i^  blos 
eine  allgemeinste  Normalform  giebt,  für  welche  die  Einheits- 
wnrzeln  alle  vom  Primzahlgrade  sind,  and  für  welche  die 
Anzahl  v  der  Einheitswurzeln  —  die  Ordnung  der  Normal- 
form —  ihr  Maximum  erreicht. 

n.    Die  Eigeniohaften  der  Hormalformen,  in  welchen  die  Orade 
der  Einheitswurzeln  gewisse  Bedingungen  erfüllen. 

§  1.     Die  ni.n^...np¥axLctiojien  der  Normalform: 

1)  g;iia,...;i»  — ^gO^'-..Cii,^^^^.aa,a,...gy 

Ol ...  et  ^ 

bezeichne  ich  zusammenfassend  durch  des  Symbol: 

2)  F(Bn,]  en....fO- 

Diese  Bezeichnungsweise  deutet  an,  dass  es  lediglich  die  v  Einheits- 
wurzeln 

sind,  welche  den  Charakter  der  Normalform  bestimmen,  und  dass  das 
System  der  n^ . n^  •  •  •  ^v  Functionen  xz^i^,,,i^  aus  arn . . . i  erhalten  wird,  wenn 
die  Reihen  der  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  Einheitswurzeln  an  Stelle 
der  ersten  Potenzen  treten. 

Werden  nun  aus  den  f»^,  €ii, ...fn,  andere  Einheitswui*zeln  derselben 
Ghrade  gebildet,  die  durch  17««,  i^m^^Vn^  bezeichnet  werden  sollen,  und 
stellt  dann  das  Symbol 

3)  F(finrj  i?«....^0 

gleichfalls  das  System  der  n^  .ti2...ny  Functionen  xxiX^...Xy  dar,  wenn  in 
^nii  flnt»"Vn^  ^^^  Eciheu  der  aufeinander  folgenden  Potenzen  von  ^n^f 
fn,  •  •  •  ^fiy  eingesetzt  werden,  so  nenne  ich  dieses  Symbol  dem  ersten  äqui- 
valent und  ich  setze: 

4)  Hsn, ;  e,4 . .  -O  ~  F(fini ;  1?«. . . .  i?n J. 

Dass  es  für  ein  gegebenes  System  von  Einheitswurzeln  e«,,  ^nt-^Sn^ 
blos  eine  beschränkte  Anzahl  äquivalenter  Symbole  F  giebt,  ist  evident. 
Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  und  die  Bildungsweise  der  ein  jedes 
charakterisir enden  fjnj^;  (Jc'^1,  2...v)  aus  den  c,^,  en^...Sn^  will  ich  jetzt 
bestimmen.  Man  wird  dadurch  zur  Eenntniss  der  Eigenschaften  der 
Normalform  geführt. 

Bei  dieser  Untersuchung  gehe  ich  stufenweise  vor  und  nehme  der 
Reihe  nach  an,  dass  die  v  Zahlen  n^,  n2...ny  relative  Primzahlen  seien, 
dass  sie  sodann  alle  denselben  Werth  haben,  und  dass  sie  schliesslich 
Potenzen  einer  und  derselben  Zahl  seien.  Aus  diesen  Specialfällen  ergiebt 
Sieb  dann  der  allgemeine  Fall  für  beliebig  gQ^\k\i\i^  n^.^.n«  oiViii^  MtSlLe. 
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äquivalenten  Symhole  dargestellt.  Es  giebt  daher  auch  blos  die  ange- 
gebenen Yertauschungen  der  a. 

An  erster  Stelle  ergiebt  sich  somit  folgende  Eigenschaft  derNormalform: 
Sind  die  n^,  t72...Mir  relative  Primzahlen,  so  bleibt  das 
System  der  Functionen  der  Normalform  1),  in  welcher  die  a 
keinen  geeigneten  Bedingungsgleichungen  unterworfen  sind, 
dann  und  nur  dann  ungeändert,  wenn  in  jeder  Function  Yer- 
tauschungen der  a  vorgenommen  werden,  deren  Anzahl 

ist,  und  durch  welche  alle 

(ffjt  — 0,  l...nA— 1;  ik  relativ  prim  zu  «*;  Ä-»!,  2...v) 
übergehen. 

§  3.  Ist  nun  ni«n2='...ny«"n,  so  kann  in  den  äquivalenten 
Symbolen: 

9)  i?«jt"'Wi*-W**- ••*«/'*;  (Ä-1,  2...v) 

gesetzt  werden,  wo  jedoch  die  «u,  iuf'^vk  die  Werthe  von  1  bis  fi 
nicht  in  völlig  beliebiger  Weise  annehmen  dürfen^  da  jedes  f/«^  unabhängig 
von  jedem  anderen  die  Reihe  der  n  Einheitswurzeln  n^^^  Grades  darstellen 
soll,  falls  die  aufeinander  folgenden  Potenzen 

^nS  ««.^ •  •  •  ««J;  (A;  —  1,  2 ...  n) 

an  Stelle  der  f«.,  fn, ...Cn,  gesetzt  werden. 

um  in  diesem  Falle  das  Bildungsgesetz  der  rinj^  und  die  Anzahl  der 
äquivalenten  Symbole  anzugeben^  ire£fe  ich  folgende  Festsetzungen: 

Zwei  Systeme  von  v  ganzen  Zahlen  dj,  a^.,.av;  a/,  ct^' ...ap  sollen 
congruent  bezüglich  des  Moduls  n  heissen,  wenn 

wo  nicht^  sollen  sie  incongruent  bezüglich  desselben  Moduls  genannt 
werden. 

Die  n*  bezüglich  des  Moduls  n  incongruenten  Systeme  von  je  v  Zahlen 
sollen  als  vollständiges  Restsystem  bezeichnet  werden. 

Die  Zahlen  a^,  a^..,av  sollen  relativ  prim  zu  n  genannt  werden, 
wenn  ihr  grösster  gemeinsamer  Theiler  relativ  prim  zu  n  ist. 

Bezeichnen  die  a,jt(i— 1,  2...v;  X;^— 1,  2...v)  der  Reihe  nach  und 

unabhängig   von    einander    die    Werthe    eines    vollständigen    Systems    mit 

mg  auf  n  incongruenter  Zahlen  und  bildet  man  die  n^'  Determinanten: 
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ai9    a2V'(hf,v 

80  soll  die  Anzahl  dieser  Determinanten,  deren  Werth  relativ  prim  zu  n 
ist;  in  Analogie  mit  der  bekannten  zahlentheoretischen  Function  q)(n), 
durch  9>(n,  v)  angegeben  werden,  so  dass  ^(n,  v)  eine  Erweiterung  von 
(p(n)  ist  und  q)(n,  1)  die  Function  g>{n)  selbst  darstellt.  Diese  Function 
^(n,  v)  wird  durch  folgende  SStze  bestimmt: 

1.  Sind  n  und  m  zwei  relative  Primzahlen,  so  ist: 

10)  fp(n,m,  v)  — ^(n,  v).g>(m,  v). 

Denn  jede  Zahl  <iik  aus  der  Reihe  eines  vollständigen  Bestsystems 
mit  Bezug  auf  den  Modul  n.m  kann  in  die  Form 

aikn  +  aik"m 

gebracht  werden.  Substituirt  man  diese  Darstellungen  der  a,jb  in  die 
obige  Determinante,  so  ist: 

Somit  ist  loii,  022 ••  •  ^t^i^ |  relativ  prim  zu  m . n,  wenn  { a^i,  o»'- • ' ^*9  I 
relativ  prim  zu  m  und  |  a^/',  a^^"  •  •  •  Oy  v"  |  ^^^^^"^  P^^  ^^  ^  ^^^1  woraus 
der  behauptete  Satz  folgt«  Ueberdies  zeigt  sich,  dass  9(1^  v) » 1  zu 
setzen  ist. 

2.  Ist  tt  gleich  einer  Primzahl  p^  so  ist: 

11)  q>(p,  v)  -  (p»-  1)(J>'-1»)  .. .  (p'-i»"-»)- 

Stellt  man  nämlich  bei  der  Erzeugung  der  Determinanten  |  ant  j 
beispielsweise  erst  die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe,  dann  die  der 
zweiten  u. s.w.  her,  so  ergeben  sich p^—1  Werthensysteme  a^i,  p^-'P  Werthen- 
systeme  0*2,  tind  allgemein  p  —  jp^-i  Werthensysteme  ajn,  (^^^l,  2...v). 
Denn  es  ist  von  den  p^  beztiglich  des  Moduls  p  incongruenten  Werthen- 
Systemen  a^^,  %...aifi  blos  das  dem  System  der  NuUwei-the  congruente 
in  Abzug  zu  bringen.  Es  sind  sodanh  von  den  p^—l  Werthensystemen 
^12  9  ^2***^2)  ^^®  ^^  P  i^el&tiv  prim  sind,  mit  Bücksicht  auf  das  fest- 
gewählte System  a^^,  021... Ayi  alle  diejenigen  bei  Seite  zu  lassen,  fOLr 
welche  die  Congruenzen 

ak2  =  aki't(rnodp);         (t  relativ  prim  zu  p) 

bestehen.  Es  giebt  deren  jp  — 1.  Geht  man  in  dieser  Weise  weiter  und 
hat  man  die  Systeme  Oki,  aA2*-*ajtX^»  (k^l^  2...v)  so  bestimmt,  dass 
sie  relativ  prim  zu  p  sind  und  nicht  die  Congruenzen  Qr{!tSll«iv\ 
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att  =  atiiti(moäp);  ait  =  atiiti  +  Oktiniii^odpy, 

wo  ^11  und  in  gleicher  Weise  die  S^ahlensjsteme  ttit  'ts;  '»i  '»9  ^; 
•  ..^iTfi,  tritt '"^f^i^f  z^  1^  reUthr  prim  sind,  so  ist  ftir  jedes  Zahlen- 
system fiiTii,   ^2Zris..*fairräiil;  das   zu  p  relativ   prim    ist,    auch    das 

^^^^       aiitiZii  +  akiir^^'\ aki^hzuizri'^  (t  — 1,  2...v) 

zu  jp  relativ  prim.     Es  rind  darom  von  den  p" —  1  Zahlensystemen 

an;  (*  — 1,  2...v) 

alle  diejenigen  in  Abzog  m  bringen,  für  welche 

a42  =  ö*i63ii  +  a42^rzrnH akf~ii3[i~ii^i{^odp), 

Ihre  Anzahl  beträgt  |?^'^—1,  wodorch  die  Richtigkeit  der  aafgestellten 
Formel  bemesen  wird. 

3.  Ist  n  gleich  der  Potenz  einer  Primzahl  p^y  so  ist: 

12)  vCp«,  v)-1)''(«-»)9>(|>,  v). 

Denn  jede  Determinante ,  die  zu  j^*  relativ  prim  ist,  ist  auch  zu  p 
relativ  prim.  Liegt  nnn  eine  Determinante  i  a^  |  vor,  die  zu  p  relativ 
prim  ist,  und  deren  Elemente  aus  einem  zum  Modul  p  gehörenden  voll- 
ständigen Restsystem  gewählt  wurden,  so  kann  in  ihr  jedes  an  durch  die 
pn-i  Werthe  a,*  +  5,ti>;  («/a  —  O,  1,  2...p*""^  — 1)  ersetzt  werden;  denn 
jetzt  mttssen  die  an  aus  einem  zum  Modnl  p'*  gehörenden  vollständigen 
Restsysteme  gewählt  werden.  Es  werden  somit  aus  jeder  der  <p{p^  v) 
Determinanten,  die  zu  p  relativ  prim  sind,  jp^^^''"^)  Determinanten,  die  in 
Bezug  auf  den  Modul  p^  relativ  prim  sind.  Daraus  ergiebt  sich  die  an- 
gegebene Oesammtzahl. 

Auf  Ghrund  dieser  Festsetzungen  kann  die  Anzahl  der  äquivalenten 
Symbole  F(ty»,;  1?«, . . .  ijn,)  und  die  Bildungsweise  der 

leicht  angegeben  werden. 

Es  müssen  nämlich  die  t'ij^,  iik*"hk  der  Art  bestimmt  werden,  dass 
die  V  Summen  Ai<u  + V2*+-+i,iv*;  (&-1,  2...v) 

zugleich  mit  dem  A^ ,  A^ . . .  Aib  ein  vollständiges  Restsystem  bezüglich  des 
Moduls  n  darstellen.  Aus  der  Aufstellung  des  Systemes  von  Congruenzen 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  dies  zutrifft,  wenn  die  aus  den  i^k  gebildete 
Determinante  relativ  prim  zu  n  ist. 

Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  ist  somit: 

9(n,  v) 

und  die  Symbole  selbst  werden.  daig^^^i^lU  dMt<ih: 
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13) 


1/iijt— W^*- ««.'**• --W^*»  (Ä— li    2...v); 

«11       «21  •••«VI 

relativ  prim  zu  n. 


*12       «22'«.*l'8 


•  •  • 

Es  ändert  sich  somit  das  System  der  n^  Fanctionen  der  Normal- 
form dann  und  nur  dann  nicht^  wenn  die  Producte  der  Einheiiswurzeln 
£it/^*.€ii»'2*...£;^^'y*  an  Stelle  der  f,^  gesetzt  werden  nnd  die  Determinante 
der  iik  relativ  prim  zu  n  ist     Es  ist  daher: 


( 


14) 


CTl   •  .  .  Cty 


*-'  ^^^  V*ni      •  •  •  «iiy         y      •  •  •  v.*»i         •  •  •  *»|;         /      •  **ff| 


..  or«* 


OTi  .  . .  a« 


Da  nun  aber  die  v  Summeü  ofif^i  +  «2*42  +  •  •  •  «vü v;  (^  "■  1 1  2 . . .  v) 
zugleich  mit  den  a^ ,  or^  *  *  *  '^v  ®^^  vollständiges  Restensystem  bezüglich  des 
Moduls  n  darstellen,  so  kann 

^-K'ii+-.ffff'iy)^        Jai»irl  +  ---«v»i'y)^v  /i    .     .  .        . 

/^*«i  •••*»»y  •**ffi«u  +  «-«v»li;-  ai»iv+-<*i'« 

15) 


ff  I  . . .  a  . 


^  ^/^^  *lll       •  •  •  *ny         •  «♦ffi  •  •  •  "j, 

flfl    •    •   •   Äy 

gesetzt  werden,  wo  die  Indices  cr^Hi  H""<yyUy  &^^  ilii'o  kleinsten  posi- 
tiven Werthe  mit  Rücksicht  auf  n  als  Modul  zu  reduciren  sind.  Es  ist 
daher  auch: 


16) 


C^l  •  •  •  t^^i; 
ff  1    .  .  .  ffy 


Aus  dieser  Darstellungsform  folgt,  dass  das  System  der  n*  Functionen 
der  Normalform  nicht  geändert  wird,  wenn  in  jeder  Function  die  Obj...« 

durch  die  affiiii+...ayti„;...anyi  +  ...a,.Vy  ^^setzt  werden.  Diese  Ver- 
tauschongen  sind  die  einzigen,  die  vorgenommen  werden  dürfen,  falls  nicht 
solche  durch  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  a  begründet  werden,  da 
—  wie  schon  oben  erwähnt  wurde  —  jede  Vertauschung  der  a  auf  eine 
solche  der  Einheitswurzeln  zurückführt. 

An  zweiter  Stelle  findet  man  somit  folgende  Eigenschaft  der  Normalform ' 

Sind   die  v  Zahlen  n^y  f^...!»,   alle   gleich   n,   so  bleibt   das 

System   der   n^  Functionen  der  Normalform   1),   in   welcher  die 

Zoitaohrift  f.  Ma themutik  u.  Phjf ik.  38.  Jahrg.  189S.  6. Heft.  "^"1 
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a  keinen  geeigneten  Bedingungsgleichungen  genügen,  dann  und 
nur  dann  ungeändert,  wenn  in  jeder  Function  Yertauschungen 
der  a  vorgenommen  werden,  deren  Anzahl  durch  (p(n,  v)  be- 
zeichnet wird,  und  durch  welche  alle 

(at  —  O,  1...W  — 1;  Ä— 1,  2...v) 
übergehen,  wo  der  Werth  der  Determinante 

*11        t21««-H'l 

♦12      H%"»iv% 


•  •  • 

relativ  prim  zu  n  ist. 

§  4.  Es  werde  nun  vorausgesetzt,  dass  die  Grade  n^,  n^..,np  der 
Einheitswurzeln  der  Normalform  Potenzen  einer  und  derselben  Zahl  und 
zwar  einer  Primzahl  seien. 

Ich  setze  demgemäss 
17)  Wa«1)**;  (ä-I,  2...v) 

und  nehme  überdies  an,  dass  a^  >  «g  ^  ...&,>  1 ,  dass  aber  vorläufig  keine 
an  Werth  gleiche  a  vorkommen. 
In  den  äquivalenten  Symbolen 

^X««.;  «»h  •  •  •  «O  ^  -^(^«i '  ''•^  •  •  •  ^*y) 

kann  nun  gesetzt  werden: 


18)        Vn, 


—  € 


>lJk 


»I 


«1^ 

«jk  .  . .  £ 


"Ä-l 


*•* — 1 


»*  +  l 


'*+lI- 


«y* 


Denn  für 

ist 

so  dasa: 
18a) 


-«"f 


Wfi—i^  ^  m— i>  ^,  «/*>aii 


m 


^g    (»iifcH — »Jb— 1*  +  »**  + 


»* 


WO  tu,  Hk-'Uk  &ns  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2...nA;  »it+Tik  dagegen  und 
entsprechend  ik+tk-  "iyk  ^ns  der  Zahlenreihe 

ly  2...n;b+i  resp.  1,  2...njt4.2;**.  1,  2,,,np 
zu  wählen  sind 

Die  Werthe  tji;t  müssen  aber  der  Art  aus  den  zugehörigen  Zahlen- 
reihen gewählt  werden,  dass  durch  Einsetzen  der  successiven  Potenzen 
c«,^'...«iiy^»' an  Stelle  von  f«,  ...t^^in  die  Darstellungsformen  18)  die 
^»11  ^n,**.^iiyj  deren  Werthe  durch  18a)  ausgedrückt  werden,  alle 
fi^ .  f)j{ . . .  My  Systeme  von  Einheitswurzeln  darstellen,  die  man  aus  den 
EinbeitBwniTieln  vom  Grade  n^y  t4...ny  bilden  kann. 
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Es  müssen  somit  die  iik  so  gewählt  werden^  dass  die  v  Gongruenzen: 

19)     ^1  «1*  H hikk  +  h+iik+ik 1 ^ipk  —  =  ak{tnodnk) 

(Ä-1,  2...v) 
zugleich  mit  den  n^ .  n, . . .  fty  Werthensjstemen 

alle    «1  .  n^ . . .  «v  Systeme   von  Werthen   Oj  =  0,    1  ...  n^  —  1  (mod  n^); 


a 


8 


0,  1 ..  .Wj  — l(fwodn5);...ay  =  0,  l...ny— 1  (wiodw^)  darstellen. 


HierzQ  ist,  wie  aus  der  Betrachtung  des  Systems  der  Gongruenzen  19) 
sich  ergiebt,  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  aus  den  Goefficienten 
der  A| ,  A^ . . .  A,  gebildete  Determinante 


20) 


t 


11 


hiP 


«I— «1 


ai— c. 


hi     H% 


«SV 


S^r 


relativ  prim  zu  p  sei. 

Beschränkt  man  die  Werthe  der  ixk  vorerst  auf  die  Zahlen  aas  der 
Reihe  1,  2..  j?,  so  können  (wenn  die  Bildung  der  Determinante  mit  den 
Elementen  der  ersten  Horizontalreihe  begonnen  wird,  um  sodann  die  Ele- 
mente der  zweiten y  dritten  Horizontalreihe  u.  s.  w.  zu  gewinnen)  f2i...ti/i 
alle  Zahlen  werthe  von  1  bis  p  annehmen,  w&hrend  i^^  blos  die  Zahlen- 
werthe  1 . . .  j?  —  1  erhalten  darf.  Es  existiren  somit  jp*'"'^  (p  —  1)  Systeme 
iii...iyi  die  zu  p  relativ  prim  sind.  Für  die  i^g)  H%'*'^i  giebt  es 
zunächst  (p^—  l)jp''~"*  Systeme,  die  zu  p  relativ  prim  sind;  denn  es  können 
1*32  ,,.iv2  alle  Werthe  von  1  bis  p  annehmen,  während  von  deni>*  Werthen- 
paaren  für  igj,  t^g  nur  das  Werthenpaar  p^  p  in  Wegfall  kommt.  Von 
diesen  Werthen  Systemen  der  i^^^  t22«-*tya  sind  aber  alle  diejenigen  mit 
Bücksicht  auf  das  schon  gewählte  System  der  erdten  Horizontalreihe  in 
Abzug  zu  bringen,  für  welche 

*12  =  *ll^ll>      «j2=*8l<ll»-«-»»'8  =  »i'l*ll  (♦WOdl)) 

(«,1-1,  2...i)-l), 
so  dass  j)^""*(p^— 1)  — (i>— 1)  Werthensysteme  resiiltiren.     Ebenso  sind 
von  den  p^^^  {p^—  1)  Werthensystemen  der  fjj,  tjs . . .  tvs;  die  zu  p  relativ 
prim  sind,  p^ — 1  in  Abzug  zu  bringen,  für  welche 

43  =fj  2  ^11+^2*12»   »25^*12*21+'l22^2l-'*»'8='l2*l'l  +  ^2*y8(»WOö[p) 

(*i2i  ^22  relativ  prim  zu  jp). 
Allgemein  folgt,  dass  esjp^'—^d?*— 1)  Werthensysteme  der  iit,  1*2*... »vt 
giebt,   die   zu  p   relativ   prim   sind,  von   denen  (l>*~^ — 1)   Systeme   bei 
Seite  zu  lassen  sind,  für  welche: 


21a) 


21b) 
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«ii:  =  ^i*— ihi  +  ^8*— i«isH ftniii— ijiit_i  (modp) 


21c) 


ipk  =  hk^  »vi  +  hk^ivt  +  •  •  •  fe^  Ä^  »y*— 1  {modp) 
(fik^y  fjiZii . . .  ftzri  F^  relativ  prim  zu  p). 

Als  Oesammtzahl  der  möglichen. Bestimmüngsweisen  der  t^j^  ans  der 
Zahlenreihe  1  bis  p  ergiebt  sich  folglich: 

22a)  (i>^-i?  ~^)(i>*'-l?''-*-|>  +  l)(jp''-|>''-'-i>»+l)...(p^-l>*-0- 

Da  nun  aber  in  und  itxj  wenn  ak>(itx  ft^s  der  Reihe  der  Zahlen 
1  ...p^^  gew&hlt  werden  darf,  so  kann  in  jeder  den  obigen  Einschrftnkungen 
gemäss  constrairten  Determinante  iik  durch 

hk  +  s.p^  s  — 0,  l...(i>«i-*— 1), 

ersetzt  werden  und  aus  jeder  einzelnen  der  Determinanten  werden  somit 


nunmehr: 


22b) 


f    l/"-^l?"«-*.l)">-^..l>«ir-l 


•  •  • 


pCp-l 


»«•.— 1    «»«*.— 1   •»«*. — 1 


22) 


80  dass  als  Gesammtzahl: 

.  (|)»'— |>«'-l)(|)*'-pl'-«^|)  +  l)(j)f—jp«' -«-!>«  + 1) ...  (pf  _|,»'-1) 

resultirt 

Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole 

wird  somit|  wenn 

«*—!'"*;     (*=-l,  2...v);  ai>a^>...ay5>  1 
durch  das  Product  22)  dargestellt;  es  ist  in  ihnen: 


I     —  i 


KU  setzen  und  es  muss: 

»11     Hil'"'~'"---^iP' 


jai— o. 


...iySP"»""» 


hy      t2y 


ipp 


relativ  prim  zu  p  sein. 

§  5.    Um  nun  auch  den  Fall,  dass  unter  den  Potenzen  p^'k  an  Werth 
feiche  vorkommen f  zu  ber&cksichtigen,  werde  angenommen^  dass: 
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23) 


«1  —  «2  "  •  •  •  ''Ai  —  («'*i); 


so  dftss:  1.    I  z.    I        1. 

V  "■  I5j  -f-  Äj  -r  •  •  •  Kfi, 

Wird  in  der  Determinante  20)  dieser  Annahme  Bechnnng  getragen, 
so  wird  ein  Theil  der  Coefficienten  der  ixk  gleich  1  und  andere  Coeffi- 
cienten  erhalten  gleiche  Werthe.  Die  Detenninante  kann  dann  in  folgender 
Weise  angedeutet  werden,  wenn  der  Einfachheit  wegen  pxp  —  f^^  ^*i)— («^"'V 
gesetzt  wird: 


24) 


hl 


u,i 


u.  +  iiAj 


«1  *,+ *,  .  .  .  U,  *,+*,      «*i  +1*1  +  *« 


Iktv 


^h+lr 


ni+k^lPli         %+k^+nPli 


.  U,+i.*,Pi» 


H.+*i+l*iA8 
**.+*.+l*i  +  lA8 


**.+*.*!+*•       **.+»,+l*i+*.As 


tyll?!/* 


«V*i+l|>2/< 


t^k,+t^P2^ 


tfp 


Werden  in  dieser  Determinante  die  Werthe  der  in  zunächst  aus 
der  Reihe  der  Zahlen  von  1  his  p  gewählt,  so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl 
der  Determinanten,  deren  Werth  zu  p  relativ  prim  ist^  durch  dieselben 
Schlüsse,  die  fUr  die  Determinante  20)  in  Anwendung  kommen,  das 
Product: 

•  (i>^-i)»'-*« -*.-|)*»  4- 1) (p^-i>^-*  -*»-p*i+i  + 1) . . . (p»'-|)»'-*. -*i-jp*i+*i-i  +  1) 

25)  -  ,  (^pV ^pV'ki  -*,-*,  -p*.+*t+ 1)  (pV -pV'^i ■*«-*.  -p*i+*«+i  + 1 ) . . .  (^pv  -pv-*!^-*«  _|)t.+»»+*i-i4-l) 

das  ich  durch:  ^(l^;  v  -  *,  +  Ä^  +  ...  Ä^)        . 

bezeichne. 

Da  nun  aber  die  Werthe  der  Uk  und  in  aus  der  Reihe  der  Sohlen 
von  1  bis  p^^,  wenn  ak>ciXf  gewählt  werden  dfirfen,  so  kann  in  jeder 
Determinante^   deren  Elemente  durch  Zahlen  tiX&a  d^^x  *&äick^  ^^"Ql  \  ^>&  "fi 


^O  !>»$'. 


1-  -     g^y»g. 


io: 


—  !•  cnciit  vcraeiL 


I 


r  ^  — " 


»1»— :   Jt_-: 


-:] 


fi«    Gr»i*    d»r   E:»**i;iwan*Ia    -f-r   Sc-rmalform    1) 
eimer  ^xd  d^rstlb^a  PriKi&il  ^.  s-:>  dats  »i— ^^»  and 
A  di*f«  F  Zaklex  is  e:a»  folei«  Beikesfolge,  dass: 

■,  =  «5  — ■    -  — «t^— J**-: 


^« 


K  i«tzfts,  Tv  die  i'ii  S-:  z^  vSkle:  sisd,  d&si  die  Determinante  24) 
r*:&i:T  r-ria  zn  /  ^ti.  Die  A3.z&kl  der  I^^lT&lenten  Sjmbole 
wird  a&rereber  diirck  die  F^xe;i:z: 

w*  w  f:  F  — L-«-   ■.t^^  iis  Pr oda«  25-  dmrf:ei:t 

Ei  äs  ecseäibrfi.  dui  fSz  «^^v,  c^—  -.«^.  — •>  d&eae  Fnnetion 
i=f  9  f*.  V  .  vi5  «  sc£r  SL^^ss.  Spc^  re^^fn.  w:  «'/  —  c  gesetzt  uiL 
f^^eaac  Sn  eTi-d-et.  daas  f^  c.  »l,—  »t^^l  üese  Fnnetkio  das 
Pr-.i:«  ?2    r=-  E^rReamr  bri» 

Izx  befEf3S«  se*lie!S£2f£k  >:<r.  d&s$  üe  ^r-mek'Sden  Rasahate  auch 
&r    ht^  Fall,    i&s   die  Zahlen  «..   %«...«,  Pr^asafs  ?iacs  Prodoctcs  tob 

:i,  ir  ga=x  iezselber  Weis«  Ü^«*  gevrzseB  gcidan  kOnnen; 
:«ai:l:e£.  d&ss  i»  P::erBK:  eizer  :i»'ieb3gen  Zahl  nkhta 
latla^  a^  P::en:ea  cises  solches  Pr:c«:;e«  t:k  ?r — nkVei  sind. 

Ass   i«r  Aft^TiiTAlens  der  STT=.Kve  fo^gi  rsr  ii  giü^wr  Weiaa  wie 


"»    ^^ 
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29)      .^ 


a\    .  .    .  Cty 


«!•••«, 


Der   in   20)   resp.  24)   dargestellten   Bedingung   für   die   ixk  zufolge 
repriisentiren  die  v  Sommen: 

(Ä-l,2...f.)*'*+^  '*'' 

zugleich  mit  den  a^,,,ap  alle  ftj.n2...ny  Werthensjsteme,  die  mit  den 
t»i ,  w^  . . .  Wy  bezüglich  der  Modulen  nj ,  n2 . . .  n^  incongruenten  Zahlen 
gebildet  werden  können.     Es  ist  somit: 


^f»,"^'^'...f»>^i'.aa,...ar 


30) 


0      •    •  •   cty 


CT] ...  a^ 


*y'ly— )^»  .  .  .  Sn  («''i'l  +  *««V2+*  •  •  ffy»yf)^j/ 


»I 


•  ^«l«iiH ^v*lP'ü~'^"'  "»*vl  +  "  •  *»'»»' 


wo    die  Indices   der  a  auf  die   kleinsten   positiven  Wertbe    bezüglich   der 
zugehörigen  Modalen   zu   reduciren   sind.     Daraus   folgt  für  29)  folgende 


Form: 


31) 


ort  •  •  •  f^p 


Ot|  . . .  Op 


^w  1%  I 

•  "«I  »II  +  •  •  •  «y »1  y  -     i  •  •  •«.  'yl  +  •  •  •  «y 'y ir* 


An  dritter  Stelle  erhält  man  daraus  unmittelbar  folgende  Eigenschaft 
der  Normalform: 

Sind  die  v  Zahlen  n^,  n^.^.fip  Potenzen  einer  Primzahl  p 
in  der  aus  17)  resp.  23)  ersichtlichen  Weise,  so  bleibt  das 
System  der  Functionen  der  Normalform  1),  falls  für  die  Orössen 
a  keine  geeigneten  Bedingungsgleichungen  bestehen,  dann  und 
nur  dann  ungeändert^  wenn  in  jeder  Function  die  aat,.,a    t^^^  den 

«j  ftp 

vertauscht  werden.  Es  müssen  hier  die  ixk  so  gewählt  werden, 
dass  der  Werth  der  Determinante  20)  resp.  24)  relativ  prim  zu 
p  sei.     Dann  wird  die  Anzahl  dieser  Yertanschungen  durch 

bezeichnet,  wodurch  das  in  der  Formel  22)  resp.  27)  angegebene 
Product  angedeutet  wird. 

(Schltufl  folgt.) 


XVII. 

Ueber  eine  besondere  oubische  Raumonrve 
(die  gleichwinklige  oubische  Hyperbel). 

Von 

Dr.  H.  Krüger 

in  Pless  (O.-S.). 


Die  cubischen  Raamcorven  sind  bisher  namentlich  in  ihren  allgemeinen 
projectiyischen  Eigenschaften  untersucht  worden ,  die  sie  in  eine  auffallende 
Analogie  zu  den  ebenen  Kegelschnitten  stellen.  Metrische  Beziehungen 
dieser  einfachsten  Baumcurven  sind  dagegen  nur  wenige  bekannt*  Um 
zu  solchen  zu  gelangen ^  bietet  sich  u.  A.  folgender  Weg:  Man  sucht  unter 
den  einer  cubischen  Baumcurve  ein  -  oder  umgeschriebenen  Flächen  zweiter 
Ordnung  diejenigen  zu  ermitteln,  welche  durch  einfache  metrische  Ver- 
hältnisse ausgezeichnet  sind.  Durch  dieses  Princip  habe  ich  eine  besondere 
Art  cubischer  Baumcurve  gefunden ,  die  gerade  in  metrischer  Hinsicht 
interessant  ist  und  in  gewisser  Weise  ein  Analogon  zu  der  ebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  darstellt. 

1.  Die  einer  Baumcurve  dritter  Classe  f  einbesohriehenen 

gleichwinkligen  Hyperboloide. 

Aus  den  erwähnten,  metrisch  ausgezeichneten  Begelflächen  zweiter 
Ordnung  wähle  ich  das  gleichwinklige  Hyperboloid  und  bezeichne 
damit  ein  solches,  dessen  Asymptotenkegel  zu  einem  gleichseitigen  Kegel 
reciprok**  ist,  das  heisst  ein  und  damit  oo  Tripel  von  zu  einander  recht- 
winkligen Berührungsebenen  besitzt.  Diese  Bedingung  lässt  sich  einfacher 
so  aussprechen:  FClr  ein  gleichwinkliges  Hyperboloid  reducirt  sich  die 
Orthogonalkugel  (der  Ort  der  Scheitel  aller  Dreiflache  von  zu  einander 
rechtwinkligen  Berührungsebenen)  auf  den  Mittelpunkt  desselben  (Nullkugel), 
oder  die  Achsen  des  Hyperboloids  sind  durch  die  Gleichung  verbunden: 

r«  =  c«  +  6«-a«  =  0. 

*  Vergi.  Beye,   Der   gegenwärtige  Stand   anserer  Eenntniss  der  cubischen 

Raumearven.   Festschnft  der  mathematischen  Gesellschafk  in  Hamburg  1890,  8. 57. 

**  Vergl.  Schröter,   Theorie  der  Oberflächen    zweiter  Ordnung  S.  87.  — 

D/e  In  diesem   Werke  angewandte   Bezeichnung  habe   ich   ebenfalls    durchweg 

angeaommen. 
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1.  Die  Orthogonalpunkte  von  K^  sind  reell,  der  Kreis  ft'f*  also 
imaginttr:  Sttmmtliche  Hyperbeln  in  den  Schmiegongsebenen  von  K^  sind 
spitzwinklig  mit  der  Achsenbedingung: 

2.  Die  Orthogonalpunkte  von  f  sind  imaginär  oder  werden  durch 
eine  elliptische  Panktinvolution  auf  p  vertreten;  der  Kreis  S^ii  ist  dann 
reell:  Die  Hyperbeln  in  den  Schmiegnngsebenen  von  K^  können  sowohl 
spitzwinklig  als  auch  stumpfwinklig  sein ,  und  zwar  werden  beide  Gruppen 
durch  vier,  bezüglich  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  von  einander  geschieden. 

2.  Die  gleichwinklige  cubische  Hyperbel. 

Damit  soll  eine  solche  cubische  Hyperbel  bezeichnet  werden,  für 
die  sSmmtliche  Kegelschnitte  in  ihren  Schmiegungsebenen  in  gleich- 
seitige Hyperbeln  übergehen.  Dies  kann  und  wird  nur  dann  eintreten, 
wenn  der  oben  gefundene  Kreis  JtV  ^^^  ^^^  Mittelpunktskegelschnitt  fi* 
zusammenfällt.  Als  nothwendige  Vorbedingung  für  die  Existenz  einer 
solchen  besonderen  Raumcurve  K^  ergiebt  sich  somit 

a)  die  cubische  Hyperbel  mit  Mittelpunktskreis. 

Nach  der  von  Geisenheimer*  in  der  Mittelpunktsebene  fi  einer 
cubischen  Hyperbel  construirten  Figur  treffen  die  drei  Asymptoten  der- 
selben fa«  hi  h  ^^^  Mittelpunktskegelschnitt  f*'  in  den  Punkten  eines 
Dreiecks  o^biCi,  dessen  Schwerpunkt  u  (als  Mittelpunkt  der  Raum- 
curve f  bezeichnet)  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  fi',  sowie  mit 
deny'enigen  des  durch  die  drei  Asymptoten  von  JT'  bestimmten  Hyper- 
boloids A}  zusammenföUt. 

Soll  daher  der  Mittelpunktskegelschnitt  fi'  ein  Kreis  sein,  so  wird 
das  ihm  einbeschriebene  Dreieck  a^B^Ci  gleichseitig ,  die  Ebene  fi  aber 
zu  einer  Kreisschnittebene  des  Asymptoten  -  Hyperboloids  A}^  womit  folgende 
Bedingung  für  die  Letzteren  gewonnen  ist: 

Die  drei  Asymptoten  einer  cubischen  Hyperbel  mit 
Mittelpunktskreis  sind  drei  solche  Erzeugende  eines  belie- 
bigen Hyperboloids,  welche  einen  Kreisschnitt  desselben  in 
drei  gleiche  Theile  zerfallen,  oder  —  für  die  Construction  geeigneter  — 
drei  Gerade,  welche  die  Ecken  von  zwei  beliebigen,  plan- 
parallelen gleichseitigen  Dreiecken  paarweise  verbinden. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  hiermit  eindeutig  bestimmten  Raumcurve 
K^  ergiebt  sich,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  u  an  dieselbe  die 
Secante  und  zugleich  Schwerlinie  m  zieht,  in  welcher  die  Schwerpunkte 
aller  zur  Ebene  |ü  parallelen  Schnittpunktsdreiecke  von  K^  liegen.^     Diese 


*  Geisenheimer,  Die  Erzeugung  polarer  Elemente  für  Flächen  und  Carven 
in  Schlörailch*B  ZeiUehrift  für  Mathematik  und  Physik,  XXXI,  4. 

*^  Vergh  Geis enbeimer  und  den  SäIi  'vou  B.xxx-vYt'L  \jk.  «k. O.S.^ll  u.  flg. 


xvin. 

Mechanische  Vorrichtongen  zum  Zeichnen 
von  Curven  zweiter  Ordnung. 

Von 

Willy  Jürges  . 

in  Zftrich. 


Hierzu  Tafel  VII,   Fig.   1-6. 


Alle  bisher  bekannt  gewordenen  mechanischen  Vorrichtungen  zom 
Zeichnen  von  Kegelschnitten  beruhen  im  Princip  auf  metrischen  Eigen- 
schaften dieser  Curven.  Im  Nachstehenden  sollen  nun  zwei  Vorrichtungen 
beschrieben  werden,  welche  es  ermöglichen,  alle  Curven  zweiter  Ordnung 
zu  zeichnen,  sobalb  dieselben  durch  fünf  Elemente  bestimmt  sind. 

I. 

Der  Kegelschnitt  sei  gegeben  durch  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4  und  P^ 
Bewegt  sich  ein  Punkt  P  so ,  dass  das  Doppelverh&ltniss  der  vier  Strahlen 
von  P  nach  den  Punkten  1,  2,  3,  4  immer  gleich  ist  dem  Doppelver- 
hältniss  der  vier  Strahlen  von  Pq  nach  1,  2,  3;  4,  so  ist  der  Ort  von  P 
der  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  bestimmte  Kegelschnitt. 

Es  kommt  also  darauf  an,  einen  Mechanismus  zu  construiren,  welcher 
gestattet,  den  Punkt  P  so  zu  führen,  dass  das  Doppel  verbal  tniss  (P.  1,  2,  3,  4) 
constant  bleibt,  nämlich  immer  gleich  ist  (Pq*!;  2,  3,  4). 

Die  Construction  des  gesuchten  Mechanismus  beruht  auf  folgendem  Satz: 

Es  seien  gegeben  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  von  den  Scheiteln 
T  und  T\  aa,  hh\  ccy  xx  seien  vier  Paare  correspondirender  Strahlen. 
Schneidet  man  die  Strahlen  des  ersten  Büschels  mit  irgend  einer  Trans- 
versalen i  in  den  Punkten  ÄBCX,  so  kann  man  das  zweite  Büschel  mit 
einer  Geraden  t'  so  schneiden,  dass  AB' C'X'  auf  ^'  mit  der  Reihe  ABCX 
auf  t  congruent  ist. 

Beweis:     Da  die  Büschel   T  und  T'  projectivisch  sind,    so  ist  anoh 

die  Reihe  ABCXy  welche  aus  T  hervorgegangen  ist,  mit  T'  projectivisch. 

'regt  man  nun  die  Reihe  ABCX  so^  dass  A  stets  auf  a   und  B  anf  V 


^  -.  1    AI. .  ^^•^^^u>«^t«  VoniohtuDgeii  tum  Zeichnen  von  Corven  zweiter  Ordnung. 

^U  ^Hvi  t^iuer  oo  kleinen  Bewegung  Yon  p  auch  der  Scheitelpunkt  T 
;>uU  uvu  oo  wenig  verschieben  kann,  so  folgt  daraas,  dass  die  Lagenver- 
iAUvWvuug  von  T  eine  stetige  sein  moss,  wenn  p  den  Kegelschnitt  umhüllt. 

Da  ein  Mechanismus  dieser  Art  bisher  nicht  ausgeführt  wurde,  so  sei 
Yon  dessen  Beschreibimg  Absiittd  genommen. 

Um  in  bewdses,  das  mmA  die  Construction  des  Mechanismus  unter  I. 
anwoidbar  tst^  vess  cm  Kegelschnitt  durch  fünf  Tangenten  gegeben  ist, 


m  durch  die  fünf  Tangenten  tt\  welche 
OF'  j^Bciden  und  abc.  Um  in  t  und  t'  die  Berührungs- 
XX  «OBSOncEECK.  fiust  man  die  Tangenten  t  und  t'  als  Träger  von 
yrgjWccLviacttittt  Pttskcreüten  auf.  Man  construirt  daher  zur  Punktreihe 
A3Ci}  ui  ;  i»  «ttsprechende  Reihe  Ä B' C 0'  in  i  und  zur  Punkt- 
rwitf  JiB'CF^  tu  (  die  entsprechende  Reihe  ABCP  in  f,  wo  dann 
0  xmi  F  iM  Bsrüiinuigspunkte  sind.  Entsprechend  verfährt  man  mit  den 
r:yi|j«mQim  dbc.  Di»  Punkte  ff  und  P  sind  mit  dem  Mechanismus  auf 
Qi)4|jWMic  Wi^täe  za  eonstruiren,  vorausgesetzt,  dass  die  Strahlenstangen 
itt  ii«)(»itt  B«)haf^  nach  beiden  Richtungen,  vom  Scheitelpunkte  aus  ge- 
:iirihm«  iiU2$gi9dffhttt  sind.  Man  setzt  in  die  Punkte  AB  CO  in  t  die  Stifte, 
t^^  in»  Stxahlenstangenbüschel  über  dieselben  und  fixirt  das  Doppelver- 
bältitijs;^  dieser  Punktreihe ,  indem  man  die  Schraubenmuttern  auf  der  Trans- 
v^NT^^aliitHüig«  anzieht;  hierauf  hebt  man  das  Büschel  ab  und  befestigt  die 
$liitV>  iiiL  A'  B^C\  legt  darauf  die  entsprechenden  Strahlenstangen  a  und  h 
tkW  A'  und  B'  und  bewegt  die  Transversalstange  resp.  den  Scheitelpunkt 
od»r  b^ide  zugleich  so,  dass  die  Stange  c  auf  den  Stift  G'  zu  liegen 
Wttuttt^  wobei  die  Stange  o  den  Punkt  0'  auf  t'  ausschneidet.  Die 
w^Wr^ii  Punkte  werden  entsprechend  construirt.  Sind  somit  fünf  Peripherie- 
l^ttttkt«  vorhanden,  so  geschieht  die  weitere  Construction  wie  unter  I.  be- 
«chri^b^a«  wobei  man  den  Kegelschnitt  sowohl  als  Punktreibe,  wie  auch 
al;»  Knveloppe  eriiält. 

Der  Mechanismus  II  gestattet  auf  jeder  Tangente  den  Berührungs- 
I^Uttkt  anzugeben,  denn,  wenn  die  sich  bewegende  Tangente  in  die  Lage 
0iii«r  der  gegebenen  Tangenten  gelangt,  so  ist  der  Punkt,  welcher  vorher 
YOU  d<»r  festen  Tangente  auf  der  beweglichen  abgeschnitten  wurde,  in 
\Wu  Uerührungspunkt  übergegangen.  Dies  entspricht  dual  der  oben  er- 
wlttmien  Aufgabe,  in  einem  Punkte  die  Tangente  zu  eonstruiren. 

Nach  dem  Satze,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  Berührungs- 
v^akt««  die  beiden  Tangenten  in  den  Berührungspunkten  und  der  Be- 
r^btUttgspuakt  auf  einer  beliebigen  Tangente  auf  der  letzteren  eine 
baimoaitche  Punktreihe  bilden,  begründet  sich  die  Construction  in  beliebig 
tMM  Taagtnten  die  Berührungspunkte  mit  leichter  Mühe  anzugeben,  dual 
tatllfffCkMid   der  Aufgabe,  in  beliebig  vielen    Punkten   die   Tangenten   zu 
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Ist  ein  Kegelschnitt  mit  Hilfe  der  besprochenen  Mechanismen  ge- 
zeichnet, so  lassen  sich  Mittelpunkt,  Achsen,  Brennpunkt«  und  gegebenen 
Falls  die  Asymptoten  auf  die  einfachste  Weise  bestimmen. 

Zum  Schluss  sei  erwähnt,  dass  die  Bewegungen  der  einzelnen  Con- 
structionstheile  der  Zeichnenvorrichtungen  vom  mechanischen  Standpunkte 
aus  grosses  Interesse  beanspruchen.  In  erster  Linie  würden  zu  bestimmen 
sein  beim  Mechanismus  I: 

1.  Die  Enveloppe  der  Transyersalstange ; 

2.  Der  Ort  eines  Punktes  auf  der  Transversalstange; 

3.  Der  Ort  eines  Punktes  auf  den  Strahlenstangen,  sowie  die  ent- 
sprechenden Thßile  des  Mechanismus  IL 

Wir  erlauben  uns,  auf  die  Bestimmung  genannter  Curven  zurück  zu 
kommen. 


XIX. 

Ueber  die  partiellen  DifferenÜalgleichungen,  denen 

die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer 

algebraischen  Gleichung  genügen«. 

Von 

Prof.  Eugen  Netto 

in  GieMOn. 


Herr  Faä  di  Bruno  giebt  in  seinem  Buche:  „Einleitung  in  die 
Theorie  der  binären  Formen"  (deutsch  von  Th.  Walter,  Leipzig  1881) 
einen  Abschnitt:  „Partielle  Differentialgleichungen,  denen  die  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  genügen.^  Er  führt  dabei 
F.  Brioschi  als  Denjenigen  an,  welcher  diese  Differentialgleichungen 
zuerst  abgeleitet  habe ,  und  liefert  die  Beweise ,  oder  vielmehr  Verificationen 
ähnlich,  wie  dies  von  Brioschi  in  den  „Annali  di  scienze  matematiche 
e  fisiche''  Y;  1854,  S.  313  flg.  und  S.  422  flg.  geschehen  ist.  Aber 
daraus  geht  weder  eine  Einsicht  in  die  Tragweite  der  Formeln,  noch  in 
ihr  Wesen  hervor;  und  nur  an  einer  Stelle  deutet  Herr  Faüi  di  Bruno 
(1.  c.  S.  25)  an ,  auf  welcher  Eigenschaft  der  Gleichung  eine  besondere 
Differentialgleichung  beruhe.  Im  Folgenden  soll  das  Wesen  und  die  Trag- 
weite der  Formeln  dargelegt  werden. 

Die  Gleichung 

möge  die  Wurzeln  x^^  ^^^...Xn  besitzen.  Die  Summen  der  Wurzelpotenzen 
bezeichnen  wir,  wie  gewöhnlich,  durch  Sq^  s^^  ^s>*'"  l^rsetzt  man  dann 
jedes  xi  durch  xi^t,  wobei  t  eine  Variable  ist,  so  geht  dadurch 

Cj  in  Cj  +  Siiy 

c^  in  c^  +  {siCi  —  Si+i)t'\ , 

Cg  in  c^  +  {siC^  —  Si^iCi  +  Si^2)t  -] , 

ci  in  cx+  {siCx-i  —  Si^\Cx—2+  Si+2Cz~:i +  5f^-a-i)<H 1 

und  gleichzeitig 


2&> 


^-««f  ly* 


^uligmTsaiitf!ini?amnflBL  «flSL. 


»,   JL    l^ 


t^    -l    t^^^t^z>^^"  . 


z> 


xiuui,  ^TMfjs  ü^  %i    A   ist  UL^pitBÜusaietL  Ars  xa«i  r- 


Hierin  in  die  e:]i<  Strlt  dtT  Brioi^fii' icaes  F^rKela  est- 
&»l:ea,     W^jjei  <i?r,  fiXr  all*  i  gCiig%a  FcraKl 

g>^,t    «f    im  WcKstlldiCB    car    «   i^her  Fonnftls.    wie  se  asi  3)  oit- 
spriMguM.  Maiifiriiilt  z.B.fftr  isO,  l,2mmebtderSrevtOB'i 


7£Ä 

dB      v^t      ^Ä 

^i     ^^l    T^x       ^^i 


^i? 


^     1=1 


CT  .  aS      'CT,  r,   ,   I-  cB       CT,  rfi 


and  für  i  =  —  1  nach  einigen  Umformungen : 

ctI    cB       C- 1  ^  dB       ^.        ,^^.  ?Ä 

^j^iaaTi  c.   fl^j  dei      ^^  ccx 

^.-1  ^Ä  .  CT,  cB 

Statt  dieser  letzten  Pormel  and  der  für  t  =  —  2, . . .  Shnlieh  gebildeten 
erscheinen  bei  Faa  di  Brano  scheinbar  einfachere,  von  denen  bald  die 
Rede  sein  wird.^ 

Ausser  der  soeben  abgeleiteten  giebt  es  noch  eine  zweite  Formelreihe, 
mit  der  dann  die  Torhandenen  erschOpfl  sind.  Man  erhSlt  sie  folgender- 
maassen.     Es  ist: 


*  In  dem  Falle  t  =  1  tritt  bei  einem  homogenen  B  der  Dimension  p  offenbar  noch 

dB  ^  ^    dB  cB  ^  ^    cB  , 
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diesen  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt^  wollen  wir  folgendermassen  schreiben: 

Die  Summen  der  Wurzel- Potenzen  hierfür  mögen  mit  0q,  (T^^  ...(Tj^  ... 
bezeichnet  werden.     Dann  ist 

und  die  übrigen  o  unterscheiden  sich  von  den  entsprechenden  s  mit  gleichem 
Index  höchstens  durch  Glieder,  welche  die  zweite  oder  eine  höhere  Potenz 
von  t  als  Factor  haben. 

Bildet  man  nun  wieder  eine  symmetrische  Function  B  der  Wurzeln  von 

welche  dann  also  gleichzeitig  symmetrisch  in  x^,  o^g,...  a:«  ist,  und  drückt 
diese  durch  die  Ci  einerseits  und  durch  die  $1  andererseits  aus;  setzt  dabei 
aber  gleichzeitig  voraus,  dassJß,  als  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  (ti+Ä)**°  Grades  aufgefasst,  von 
keinem  der  Coefficienten  von  05*""*,  «*""*,.,.  abhängt,  dann  sieht 
man,  dass  die  Üeberführung  von 

öl,  c^f-Cn   in   y^,  y^j'^Yn 

die  angegebene  Umwandlung  der  Si  in  die  Oi  hervorruft.  Die  Vergleichung 
der  Coefficienten  von  t  liefert  dann  wieder: 

Dies  ist  die  zweite  Brioschi'sche  Formelreihe.  Die  wesent- 
liche eben  angegebene  Bedingung  findet  sich  aber  weder  bei  Brioschi, 
noch  bei  Faa  di  Bruno;  und  ohne  diese  ist  die  Formel  unrichtig.  Es 
möge  ein  einfaches  Beispiel  dies  zeigen.  Im  Fall  von  Gleichungen  vierten 
und  höheren  Grades  ist 

«4  =  Ci*  —  4ci*C2  +  2  c^*  +  4(^  C3  —  4c^] 
bei  Gleichungen  dritten  Grades  föllt  c^  fort,  und  man  hat: 

«4  =  c/  —  4ci*C3  +  2c^^  +  4c^c^. 
Wählt  man  22  =  54  ^^^  Ä  =  2,  so  müsste  sich  aus  3)  für  n  =  3 

dc^  dc^  ds^ 

ergeben;  die  linke  Seite  wird  jedoch  nicht  gleich  Null,  sondern 

(—  4cj2  +  4cj)  +  Ci.4c^  =  4c^, 
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Im  Falle  n=  4,  5, ...  wird  dagegen  das  richtige  Resultat 

herauskommen. 

Mit  Hilfe  der  als  unbedingt  richtig  angesehenen  Gleichung  3)  finden 
sich  bei  Fa^  di  Bruno  die  Gleichungen  für  «£=  —  !,— 2,...  unter  2) 
reducirt;  von  diesen  gilt  natürlich  auch  der  gemachte  Vorbehalt. 

Setzt  man  n  als  unbestimmt  voraus,  berechnet  danach  die  Formel  3) 
und  trägt  erst  hinterdrein  die  besonderen  Werthe  der  Coefficienten  einer 
vorliegenden  Gleichung  ein,  dann  wird  natürlich  3)  stets  richtige  Resultate 
liefern.    Auf  diesen  Standpunkt  wollen  wir  uns  von  jetzt  ab  stellen. 

Offenbar  gelten  2)  und  3)  für  jedes  R  =  cx  oder  R  =s  sg.  Aber  auch 
umgekehrt  kann  man  die  allgemeinen  Formeln  ohne  Weiteres  aus  denen 
für  R=^€i  bezw.  B  =  si  ableiten,  indem  man 

dB      ^dB    dsk 


dci     ^j  dsk    dci 

setzt  Daraus  geht  hervor,  dass  2)  und  3)  nicht  blos  für  sym- 
metrische, sondern  für  irgend  welche  rationale,  ja  selbst  alge- 
braische Functionen  B{Xi,..,Xn)  giltig  bleiben.  Man  hat  dann 
nur  die  x  als  algebraische  Functionen  der  cx  oder  der  sg  aufzufassen.  Im 
einfachsten  Falle  n  =  2,  B=Xi  ist  in  der  That,  wie  2)  es  fordert: 


^'•wr^"'^,-"'' 


2{SiCx^l  —  Si^lCx^2  + 


■'ff^c'+'-H'+p^) 


—  {Xi\  +  XiX^') 


^—   /Iß   im 

—  *1  > 

dsx     2^'     ^^V     /2s,-s,*/         F^2s,-»j« 


X\  ^^  Xa  X\  ^^  jl^ 


— ^  3?!    . 


Ebenso  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  beiden  aus  3)  folgenden  Formeln : 

dx.  ,       dx.      dx, 
— -  -f-  c  — -  =  — - » 
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Hiernach  ist  es  ersichtlich,  dass  die  Formelreihen  2)  und  3)  nicht 
charakteristisch  für  symmetrische  Functionen,  sondern  höchstens  fUr  die 
Beziehungen  charakteristisch  sein  können,  in  denen  die  o?,  die  c  und  die 
s  zu  einander  stehen. 

Wir  gehen  zuerst  auf  den  Zusammenhang  der  x  mit  den  s  ein;  dazu 
nehmen  wir  aus  den  Formeln  2)  die  Gleichungen 

*^  j2*'  a;r<, "***+'-'       U=l,  2,3,.../ 

heraus.  Zu  s^^  .v^,...  können  wir  das  durch  ]fc=l,  i  =  0  definirte  Sq 
hinzunehmen ;  die  Gleichungen  4)  gelten  dann  auch  ftir  A;  =  0.  Wir  nehmen 
für  die  allgemein  zu  bestimmenden  Functionen  Skf  welche  dem  Systeme  4) 
genügen,  die  Bezeichnung  (pk  and  gehen,  um  zunächst 


__      dxi 

zu  lösen,  in  bekannter  Weise  auf  das  simultane  System 

dx^^dx^ _  dxn__dq>k, 

Xi"  x^  Xn      hq>k 

über.     Dadurch  erhalten   wir  das   Resultat,  dass  das  aUgemeine  q>k  eine 
homogene  Function  der  X|,...d?«  von  der  Dimension  h  wird. 
Aus  9>|  lassen  sich  durch 


n 


6)  fpk  =  >;  Xi^  -^ 

XmJ  CXl 

alle  übrigen  ^>k  berechnen.  Hat  man  zwei  Lösungssysteme  für  4) ,  so  giebt 
die  Summe  entsprechender  Functionen  ein  neues  Lösungssystem.  Es  reicht 
daher  aus,  einen  einzigen  Summanden 

'^i  =  x^^x^^. . .  Xn^n      (oj +«,+ h  a«=  1) 

von  (p|  darauf  hin  zu  prüfen ,  welchen  Bedingungen  er  unterworfen  sein 
muss,  um  4)  zu  erfüllen,  damit  man  allgemein  g^^  habe  und  daraus 
jedes  ffic  zusammensetzen  könne. 

Aus  6)  folgt:  ^ 

und  aus  4):  ""     . 

II  n  n 

so  dass,  den  beiden  letzten  Resultaten  gemäss, 

n  n  n 

für   alle  Werthe  von  i  und  k  und  alle  beliebig^u  x^^  «,^^  **.Xti  ^^\»l  \sfiQ» 


3^)2  Ueber  die  partieUen  Diferenüalgle/ehaBgeii  ete. 

Da0  zeigt  dann  sofort  da«  Bedtehen  der  Bedingongen 

and  diese  Oleiehangen  sind   nar  so  lösbar,  dass  eins  der  m  gleich  1  wird, 
während  die  anderen  gleich  Nall  werden. 

Ans  dieser  Speciallösnng  gehen  nun  durch  lineare  Combinationen  die 
allgemeinen  Lösangen  von  4)  in  der  Gestalt 

ipk  =  öl«!*  +  a^x/''\ ha,ar,*  {£az  =  n) 

hervor.  Die  hinzogeftigte  Bedingang  folgt  ans  g?^  =  ii.  Wir  wollen  diese 
Ausdrücke  in  BOcksicht  auf  ihre  Herleitang  mit  &  bezeichnen. 

Constrairt  man  zn  diesen  8k  nun  Fanctionen  Ck^  welche  so  Ton  ihnen 
abhängen,  wie  die  Ck  von  den  5^,  so  liefert  dies  System  die  allgemeinsten 
Lösungen  von  2).  Denn  erstens  ist  es  klar,  dass  es  Lösungen  liefert. 
Zweitens  erkennt  man ,  dass  man  von  den  allgemeinsten  Lösungen  der  aus 
2)  stammenden  Gleichungen 

^l^x^Z — =^jxa,^Xaf-Xak    ( ^j  ^^  Symmetrisch  in  den  x\ 

umgekehrt  zu  Lösungen  ftlr  4)  kommen  könnte. 
Folglich  hat  man  in 

nebst  ^    II  Ci  =  Si 

2!  C^  =  8*-8^ 

4!  C^  =  5/-6Äi«Ä2  +  8ä,Äs  +  3V-6ä^ 

die  allgemeinsten  Lösungen  für  die  Differentialgleichungen2} 
und  3).  Den  Ausdruck  der  mittelst?*)  bestimmten  C durch  die  x  kann  man 
einfach  symbolisch  durch 

8)  A!  Ci^ia^Xi  +  a^Xt+'-'  +  OnXny^^ 
darstellen;  dabei  ist  die  symbolische  Potenz 

a/^>    durch   0^(0^— 1)  (a/ —  2)...(ai  — fi  + 1) 

ersetzt  zu  denken. 

Benutzt  man  die  ^i ,  . . .  C„  zur  Aufstellung  der  Gleichung 

9)  Z»-  CiX"-«  +  C,Z«-2 ±Cn  =  0, 

und  benennt  die  Wurzeln  derselben  X| ,  X^ , . . .  2Cn ,  so  gelten  natürlich 
für  diese ,  ihre  Summen  von  Wurzelpotenzen  und  für  die  C/|,  • . .  Cn  die  Gleich- 
ungen 2)  und  3);  aber  freilich  sind  die  Summen  der  Wurzelpotenzen 
mit  den  8x  nur  so  weit  identisch,  als  die  letzten  zur  Definition  der  C 
nöthig  waren,  das  heisst  bis  Sn»  Stellt  man  also  diejenigen  zu  9)  ge- 
en  Diiferen tialgloichungen  auf,  Yrelcbe  den  in.  2^   und  3)  gegebenen 
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entsprechen ;  auf  den  rechten  Seiten  aher  nur  8^,  S2j...8n  ent- 
halten, 80  stimmen  diese  mit  den  correspondirenden  aus  2)  und  3) 
gebildeten  überein ,  falls  man  in  die  letzten  statt  der  $i  und  cx  die  8i  und 
Ci  mit  gleichem  Index  einträgt.     So  wird  z.  B.  für  n  =  3,  i=0, 1, 2,  3 


^— -  "t"  -5T~  +  VL     =  O  =  T-=r-  -t-  ^-^=-  -h  -^-^  » 


dxi 


dxa       dx. 


2 


d  X]       d  X^      d  X3 


*  aa:^    '  "^  aa;^    '  ''^  dx^       ^'         'dX^  '  ""aZ^  '  """dX^ 


X 


2 


o; 


arr^ 


dx 


+ 


dXi  •  ^az, 

=  C,5-30,C,  +  303  =  Z,3|^  + 


az« 


Die  Gleichheit  der  linken  und  der  mittleren  Ausdrücke  folgt  leicht  ausser 
aus  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  noch  aus  7*).    Ebenso  erhält  man: 


aa 


und  endlich  noch: 

5  J-... 

a(7,  . 

=  (7,  =  l^»  + 


'2 


aZj 


'  arci 


=  8C.=  X.|S  + 


Daraus  kann  man  dann,    wenn  B  eine  beliebige  Function  der  x  oder 
der  X  bedeutet,   den  Schluss  ziehen,   dass 


10) 


n 

1 

=  1 
n 


sein  wird.  Es  ist  dies  eine  interessante  Beziehung  zwischen 
den  Wurzeln  der  Gleichungen  1)  und  9),  deren  Abhängigkeit 
von  einander  durch  8)  vermittelt  wird. 

Aus  der  Formel  8)  kann  man  die  Beantwortung  der  Frage  entnehmen, 
wie  die  a«  gewählt  sein  müssen,  damit  die  Werthe  (7r+i>  Cn+s»«--  sämmt- 
lieh  verschwinden.     In  Ci  tritt  eine  Reihe  von  Gliedern  der  Form: 
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(/fi  +  Ä,  +  ...  =  A) 

auf.  Offenbar  ist  es  fdr  das  Yerschwinden  aller  dieser  bei  il>Anoth- 
wendig  und  hinreichend ,  dass  o^  =  a^  =  •  •  •  =  1  werden. 

Forde^rt  man,  dass  in  den  Differentialgleichungen  2)  und 
3)  von  den  c  nur  die  nGrössen  Cj,  ...c»  von  Null  verschieden  sind, 

dann  liefern  die  5*  =  ic,*  +  a:/+... +a;/ 

nebst  den  zugehörigen  c^,  c^,..,Cu  die  allgemeinsten  Lösungen 
der  Systeme  partieller  Differentialgleichungen,  und  diese 
sind  dann  also  charakteristisch  für  die  Beziehungen  zwischen 
den  Wurzeln,  den  Summen  der  Wurzelpotenzen  und  den 
Coefficienten  einer  Gleichung  n*^  Grades. 


Im  §  4  des  Fa^  di  Bruno 'sehen  Buches  wird  eine  partielle  Differential- 
gleichung angegeben,  der  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzel- 
differenzen genügen.  Diese  folgt  nach  unserer  Methode  daraus,  dass  eine 
symmetrische  Fanction  der  Wurzeldifferenzen  sich  bei  der  Substitution 
Xx+  t  statt  Xi  nicht  ändert     Hieraus  ersieht  man ;  dass  diese  Gleichung 

2=1 

nicht  sowohl  für  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeldifferenzen,  als 
vielmehr  für  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln,  die  zugleich 
Functionen  der  Wurzeldifferenzen  sind,  ein  Charakteristicum  bildet.  Dass 
aber  beide  Arten  von  Functionen  nicht  mit  einander  identisch  sind,  erkennt 
man  leicht     So  ist  für  n  =  3 

{Xi-X^)\x^-X^)  +  {Xi-X^)\x^-X^)  +  {x^'-X^)\Xi-X^)  +  {Xi'-X^)^{x^--'Xi) 

=  2ci»-.  9  CiCg  + 27  C3 

eine  Function  der  zweiten  aber  nicht  der  ersten  Art 

Auf  11)  beruht  nun  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes,  den  Herr 
Sylvester  (C.  B.  XCVIII,  779)  angegeben  hat:  „Die  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeldifferenzen  von 

a?"  —  qrc*  -  *  +  Cgic""^— . . .  +  c,  =  0 

sind  als  ganze  Functionen  der  Wurzel -Po\Aiiii&umai^\i  ^c^xi 
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n  ^n(ti-l)  n(n-l)(n-2)  ^ 

darstellbar,  in  welchen  aber  die  Samme  der  ersten  Potenzen  niemals  auf- 
tritt Nach  unseren  üeberlegnngen  gilt  dieser  Satz  in  der  Yerall- 
gemeinemng,  dass  jede  symmetrische  Fnnotion  der  Wurzeln  der 
ersten  Oleichnng,  welche  zugleich  eine  Function  der  Wurzel- 
differenzen ist,  eine  solche  Darstellung  zul&sst. 

So  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  wir  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  der 
letzten  Gleichung  mit  tf|,  <T|,  ^s»**«   bezeichnen, 

Sj  =  3ffj;    5g  =  3ffj*  +  6tf,;    53  =  3tfi'+  ISoia^  +  Ga^ 

und  es  wird,  dem  obigen  Beispiele  entsprechend, 

Gi essen,  den  13.  Mai  1893. 
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Znr.  Vther  KtiUMbrtuike ,  die  imret  AmMoAem  euer  Qudnhraml 

aas  eiaer  ratiefaalea  ZaU  calstehea. 

Va  t^  X  gimch  äf^  8aoime  am  einer  gamen  Zahl  and  einem  nnaid- 
liü;fi«n,  peri/yliMfaen  Kettenbrnebe,  also 


a,  +  l 


+  1 


a«+l 


^«  +  --.fnifi/:, 
odw  j5  =  ö  +  1 

a'+l 

••+1 


MO  fians  nach  der  Bezeichnung  von  Gangs  (D.  A.  Art.  27): 

I^i»  ö,,  g3...g«.i,  gn  +  x  — gj 

___  (g,  g, ,  gg . . .  gn-i>  g»  +  x^a] 
[g,,  g2...g«.i,  g„  +  a;  — gj 

__  [g ,  g, .  ..g„-i](gi, +a;— g)+ [g,  g|...gn-2l 
[g,,  g,  ...g„>ij(g^  +  a;-— g)  +  [«1»  fl2-"^«-2] 
_  fg,  g|...g^]  +  [g,  g| . ..  g„-i)  (rc  — g) 

und  daher: 

II.       jg,,  g, ..  .gn  -i]ic*+([rti,  gs- .  .a„]  —  g[gj,  g2...gn-i] 
—  [g,  gj . . .  ga-i])a?=  [a,  gj . . .  g«]  —  o[g,  g^ . . .  g«— i]. 

Ks  giebt  also,  wie  bekannt,  jeder  periodische  Eettenbruch  ein  quadra- 
tlHühoH  Kadical.  —  Dieser  Ausdruck  für  x  geht  in  eine  Quadratwurzel  ans 
^  len  Zahl   über,    wenn   man    den  Factor   von  x  in  der  letzten 

oh  0  setzt,  also  wenn: 
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[ap  a^...an]  —  a[aj,  a^...an^i]  —  «[«i»  a2...an-.i]  — [a^,  a3...an-i]=0, 

a»  —  Ä  a  H jr i =  yj, 

[Oj,  a2...an-ij 

Da  nun  sowohl  an  wie  2a  ganze  Zahlen  sind,  mnss  der  Bruch  ein 
Scheinbmch  sein.     Es  ist  aber 

[d,  ,    Oj  ...an-l]  >  [flu    fl2-"^n— 2] 

und  auch 

>  [flfj,  a3...an-.i], 

mithin  der  Zähler  kleiner  als  der  Nenner,  folglich  muss  er  <=  0  sein.  Daher  ist 
a„  =  2a    und    [a,,  a2...aii-2]  —  [«2»  a3...fln— 1]  =  0. 
Die  zweite  Gleichung  ergiebt 

fllK»    Ö3"»fln  — 2]  +  [flsi    04...flii-2]  — [«2»    «3  ••  •fl«-2]fl|i-l 

—  [oj,  a3...a«-3]  =  0,  ^ 

I    K'    fl4'"^'»~2]  — [gy     Os...On-3]         ^ 

Oj  —  On  —  1  i p T =  vF, 

Lfl«»  03...a„-2j 

und  aus  demselben  Grunde  wie  vorher  ist 

ai  =  a„-i    und    [og,  fl4...fln— 2]  =  [«21  fl3...flii-3]. 
Da  sich  das  Verfahren  in  gleicherweise  fortsetzen  lässt,  so  erhalten  wir: 
III.  a„  =  2a,  aj  =  a«-i,  a2  =  ^«-2,  fl8=fl«-3»... 

und  daraus  folgt  der  Satz: 

Bei  der  Entwickelung  einer  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen 
Zahl  in  einen  Kettenbruch  erhält  man  eine  ganze  Zahl  und  einen 
periodischen  Kettenbruch ,  bei  welchem  das  letzte  Glied  der  Periode 
gleich  dem  Doppelten  der  ganzen  Zahl  und  die  übrigen  Glieder 
in  sich  symmetrisch  sind. 

unsere  Ableitung  gilt  allerdings  zunächst  nur  für  den  Fall,  dass  die 
ganze  Zahl  a  >  1 ,  doch  behält  der  Satz  auch  seine  Giltigkeit  bei  einer 
Quadratwurzel  aus  einem  echten  Bruche,  wenn  man  nur  0  als  Nenner  in 
der  Reihe  der  Kettenbruchnenner  zulässt.     So  ist  z.  B.: 


{ 


/?= 


1 

7~14-l^ 

5+1^ 
2  +  1 
5+1 

^+  •.ini«/:, 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 
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/ 


^  =  0  +  1 


5+1 

0  +  1 
1  +  1 

80  dass  die  Periode  1,  5,  1,  0  ist. 

Soll  der  Kettenbrnch  I  eine  Quadratwurzel  ans  einer  ganzen  Zahl 
darstellen,  so  mnss  nach  Gleichung  II 

eine  ganze  Zahl  sein«    Dieser  Bruch  ist  aber  gleich 

[g,  a|..,awi]aii  +  [a,  ai...an-.%]  —  a[ay  a|...aii— i] 

[«1»  ai...a«-i] 
Nach  Gleichung  III  ist  aber 

^ -3 >,t  I  ^^[^n  <4»«>gii-2]  +[fl»>  a8...gi,-.2] 

[aj,  a2...aii.tj 

^  ^2 ^  [2a,  Ot,  aa..,o,,2] . 
[a|,  a2...ai,.i] 

Damit  also  a?  eine  ganze  Zahl  ist,  muss  [a^,  a^^^^Ow-i]  ein  Theiler 
von  [2a,  aj,  a2...aii-2]  sein,  doch  ist  es  mir  bis  jetzt  nicht  gelungen, 
daraus  ein  einfaches  Gesetz  abzuleiten,  dem  die  Eettenbruchnenner  unter- 
worfen sein  müssen. 

Eine  eingliedrige  Periode  ergiebt  sich  bei 


Ist  die  Periode  zweigliedrig,  so  ist 

ic*=a*+-— ; 
a, 

es   muss   dann   a^   ein  Theiler   von  2a   sein,    ohne  =2a  zu   sein,    da  in 
diesem  Falle  die  Periode  nur  ein  Glied  hat. 

Es  stellt  uns  also  x=^a  +  K{ai,  a^)*  stets  dann  und  nur  dann  eine 
Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  dar,  wenn  0^  =  2 a  und  a^  ein  Theiler  von 


*  Durch  K(ä^r^  werde  ein  unendlicher  Kettenbruch  bezeichnet,    deseen 
Neaner  die  Periode  a^ ,  o,  haben. 
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Oj  ist,  and  umgekehrt  giebt  die  Quadratwurzel  aus  allen  Zahlen  von  der 
Form  a^+h  einen  zweigliedrigen  periodischen  Eettenbruch,  wenn  h  ein 
Theiler  von  2a  ist  (1  ausgeschlossen).     Es  ist  dann: 


j/a^+h  =  a  +  Kl^»  2a\ 


Schon  bei  dreigliedriger  Periode  wird  die  Form  der  Zahl  recht  zu- 
sammengesetzt. Es  ergiebt  sich  dann,  dass  die  beiden  ersten  Eettenbruch- 
nenner  gerade  Zahlen  sein  müssen »  und  dass  die  Zahlen,  deren  Quadrat- 
wurzel einen  Kettenbruch  mit  dreigliedriger  Periode  liefern ;  von  der 
folgenden  Form  sind: 


1  ^[(4w^ -f- l)n -f- m]2+ 4mn  +  1  =  (4tn«-f  l)w  +  w 
1  +  K (2m,  2»i,  2w(4m«+l)  +  2in). 


Die  ersten  dieser  Zahlen  sind: 

41,     130,    269,    370,    458,    697, 


986. 


Entwickelnng  der  Quadratwurzeln  aus  den  Zahlen  1  ßls  100 

in  Kettenbrttche. 

=  4  +  Jr(2, 1, 1,  1, 2,  8) 

=  4  +  ir(2r8) 

=  4+ir(i7i.2.i,i,8) 

=  4  +  JiC(l.2,4.2,l,8) 

=  4  +  ir(u,i,  8) 
=  4  +  ir(i,8) 

=  5 

=  5  +  jr(Iö) 

=  5  +  ä:(3,2,3,  10) 

=  5  +  g(2, 1,1,2, 10) 

=  5  +  K(2,10) 

=  5  +  g(l.l,3,5.3, 1.1, 10) 

=  5  +  Jr(l,  1,  1, 10) 

=  5  +  g(l,2.1.10) 

=  5  +  irCi^i.  4, 1, 10) 

=  5  +  2r(l,  10) 
==6 


/1=1 

yi9 

y  2  =  i  +  ir(2)* 

y2o 

/3  =  i  +  jr(i,2) 

y2\ 

y  4=2 

y22 

/5  =  2  +  2r(4) 

y23 

y  6  =  2  +  Ki2,4) 

y24: 

y  7=2  +  Jir(l,l.l,4) 

y2b 

/8  =  2  +  2r(l,4) 

y26 

y  9  =  3 

y2i 

/lO-3  +  Z(6) 

y28 

^^ll=3  +  2ir(3,6) 

^29 

/12  =  3  +  ä(2,6) 

^30 

^13  =  3  +  ä:(1,1,1,1,6j 

yäi 

K14  =  3  +  ir(l,2,l,6j 

y32 

y\ö  =  d  +  E{\,6) 

ys3 

/16  =  4 

yu 

/17  =  4  +  Jr(8) 

y^b 

/18  =  4  +  Jr(4,8) 

^36 

*  Durch  K{a,  b,  c)  werde  ein  unendlicher  Kettenbruch  bezeichnet,  dessen 
Nenner  die  Periode  a,  h^  c  haben. 
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»^_6  +  Jc(i2) 

)/"69-8  +  jr 

t^  =  6  +  K(Sn2) 

flö  =  e+K 

»'39  =  6  +  x(M2) 

yTi-a+s 

)'4U_6  +  iir(3,i2) 

y  72-8+x(ärre) 

l/H  =6  +  S-(2,2,12) 

/T3-8  +  X         g 

yE  =  6  +  K{2Pi2) 

/T4  =  8  +  r 

/43-6  +  r 

)/T5-s+r 

)/44  =  6  +  jr 

(/Te-s+jr         s 

yib  =  6  +  K 

y-TT=B+K 

(^  =  6  +  jr(l,3,l,l     B, 

12) 

y  78=  8+r 

(/47=6  +  JC(l,5,l,12) 

)/T9  =  8+Js: 

>'48  =  6  +  Jc(i7l2) 

y~m=  8+ir(i7i6) 

y^  =  i 

)/"8T-9 

)/6ü  =  7  +  jr(n) 

)/"82-9  +  jr(T8) 

)/61  =  7  +  li:(7Ti4) 

>'T3  =  9  +  1(9, 18) 

>/52  =  7  +  Z(4,l,2;j;4,n) 

r84  =  9  +  JC(6,18) 

y^  =  7  +  jr 

F'85  =  9  +  Ji:(4.1,l,4,18) 

ybi  =  T  +  E                    14) 

y  8G  =  9  +  ir(3, 1,1, 1,8, 1,1,1,3,18 

>'65  =  7  +  Jf 

/~87  =  9  +  Jr(3ri8) 

»'5(i=7  +  i-(2rH) 

y  88  =  9  +  £(2,l.l,1.2,18) 

/57  =  7  +  «- 11. 1,40,1714) 

y  89"=9  +  jr(2,3,3,2,  18) 

)/S8-7  +  A-(l,l,l.l,l,  1,14 

y  »0- 9  +  1(2,18) 

|/ii<)  =  7  +  ä(i;2,7,2.  r,  14) 

)/ljT  =  9  +  J!-                      S 

(/gÖ  =  7  +  A-(l,i,  1,14) 

V^  =  9+jr           HS 

J'61  -  7  +  i-(l, 4,3,1,2,2, 1,3, 4.1,14)  /  S3  =  9  +  Jr 

j  (12=7  +  A-(l,(j,l,u) 

J-  94  =  9  +  ir( 

I  Ii3=7  +  A-(17T4) 

)'•  95_9  +  i(l,2,l,18) 

yGi  =  S 

,'  »i  =  9+A(l,3,l,18) 

1  il5  =  s  +  A-(irrt 

y  97  =  9  +  A-(l, 5, 1,1, 1,1, 1,1,5,1 

)  (15  =  8  + aCs  uO 

)    »8  =  9  +  1(1,8,1,18) 

J  et  =  .'<+A(.'.,L',  1,1,7, 1,1,2 

n,Ui)  )    Sili  =  9  +  A(l  18) 

,  (iS„8  +  A^4.1lO 

;  lut  =  10. 

('hemiiiti.  im  Muri  1 

'.'3. 

Dr.    H.    WlLLOROD. 

m2 


eieiefcag 


will  idi  die  som  n  W^tctcfccade  Mclfoile 
beMMM»,  welehes  der  Sdifikr^  wiD  ick  — ffcf,  i^ob  voriwr  bei  dem 
pbjtikeliieiMS  Peadd  oder  bei  aodertr  Gdegesbest  kenea  g^emt  bst 
(Der  8ebwiagVBgs|waikt  dieses  Pendels  bsmonrt  aofs  Sebteste  mit  dem 
Dmekmülelpoiikt^  wem  aodi  die  Sdiwierigkeit  der  Uebertragniig  des 
AQsdmekes  Zmi^  auf  die  ^Mne  i^giir  f&r  Aiiftagcr  mebt  Tendiwiegeii 
werdeo  w(XL) 

Da  gBeigfiide  lebren**,  soll  dMB  Beebieek  im  §  1  oder  gleicb  das 
Bbombcrid  mit  der  Seite  a  m  der  FldssigkeitBoberfliclie  und  der  zogebOrigen 
H$he  h  liefern 

oder  2 

^1  =  3*; 

und  bezflglicb  jf^  lenehtet  ein ,  dass  der  Dmckmittelponkt  auf  der  a  balbirenden 
Parallelen  zur  anderen  Bbomboidseite  gelegen  sein  mnss. 
Beim  Dreieck  des  §  1  baben  wir  im  ersteren  Falle 


oder 


1|.      2.      11,., 


/,  =  jÄ, 


und  im  letzteren  j  -^         j    j^ 


2Äa.3Ä  =  g.g-aÄ.Ä^ 


oder 


^,=2' 


wozu  bezüglich  ^j  noch  die  a  balbirende  Transyersale  als  „geometrischer 
Ort*'  des  Druckmittelpunkts  die  Lösung  der  Aufgabe  veryoUständigt. 

Es  bedarf  also  bei  dieser  Methode  keiner  Hervorhebung  der  (hinsicht- 
lich y)  mit  einer  Symmetrie -Achse  versehenen  Figuren  (wie  z.  B.  in  der 
ersten  Auflage  des  Bitter 'sehen  Lehrbuches  der  technischen  Mechanik), 
sondern  nur  einer  die  horizontalen  Elementarstreifen  der  Figur  balbirenden 
Geraden,  welche  beim  Bhomboid  und  Dreieck  vorhanden  sind,  wenn  deren 
eine  Seite  horizontal  gerichtet  ist. 

Ist  die  letztgenannte  BedinguDg  nicht  erfüllt,  so  liefert  das  Dreieck 
alali  der  einzigen  Halbirungsgeraden  eine  einmal,  und  das  Rhomboid, 
eine  Seite  alsdann   auch  nicht  mehr  in  die  Oberfläche  fallen  kann, 

iwomal  gebrochene  Gerade.     Solche  Fälle,  in  welchen  überdies  auch 

mgbeitsmoment  eine  nmatänd liebere  Rechnung  erheischen  würde, 
ibsrhaopt  in  f  Untersuchung  ausgeschlossen  sein. 
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§  3.   Der  Coefficient  ^  beim  Trägheitsmoment  des   Rhomboids  (Recht- 

.1  1 

ecks) ,  sowie  ^  oder  ^  für's  Dreieck  im  §  2 ,  wenn  man  ihn  nicht  dogmatisch 

entlehnen  will,  wie  z.  B.  der  Leitfaden  von  Beetz-Henrici  einige  Träg- 
heitsmomente anführt,  könnte  rückwärts  ans  der  Methode  von  Vi  olle 
erschlossen  werden.  Es  wäre  das  freilich  umständlich  und  man  hat  ge- 
wöhnlich im  Physik  -  Unterrichte  zu  solchen  Ezcursen  keine  Zeit.  Pfaundler 
führt  deshalb  auch  nur  das  Rechteck  vor  und  beweist  durch  Heranziehung 
des  Schwerpunktes  eines  rechtwinkligen  Hilfsdreieckes  mit  der  Kathete  A, 
während    die    andere   Kathete    den  Druck    auf   den    tiefsten    Streifen    des 

2 

Rechtecks  vorstellt^  die  Tiefenlage  ^h  des  Druckmittelpunktes. 

Dieses  letztgenannte  Resultat  als  bekannt  vorausgesetzt,  könnte  man  für 
unsere  vorwürfige  Aufgabe  noch  von  einer  dritten  Methode  sprechen:  die 
zweimalige  Streifenschneidung,  wie  sie  Ritter  a.  a.  0.  ebenfalls  auf  das 
erste  und  dritte  der  im  §  2  benutzten  Beispiele  anwendet. 

Das  Rhomboid  ah  wird  einerseits  parallel  zu  seiner  anderen  Seite  h 
in  Streifen  geschnitten ,  andererseits  wieder  (wie  schon  im  §  2)  parallel  zu  a. 
Das  Dreieck  (Seite  a  in  der  Wasserfläche,  das  dritte  Beispiel  im  §  2)  zer- 
schneiden wir  in  Streifen  parallel  seiner  Seite  b  und  erhalten  so  die  dazu 
gehörige  Transversale ,  welche  b  im  Verhältnisse  2 : 1  der  Theile  von  oben 
gegen  unten  theilt.  Ebenso  wird  die  Transversale  zur  Dreieckseite  c  her- 
gestellt.    Die  beiden  Transversalen  schneiden  sich   im  Druckmittelpunkte, 

TL 

dessen  Tiefenlage  ^  dann  leicht  durch  die  zu  a  parallele  Hilfslinie  er- 
wiesen wird. 

Statt  der  zweiten  Transversale  konnte  auch  die  im  §  2  schon  erwähnte 
Seitenhalbirende  zu  a  benutzt  werden. 

§  4.  Wenn  dagegen  das  Dreieck  seine  Spitze  im  Niveau  und  die 
Grundlinie  a  parallel  demselben  hat,  so  versagt  die  vorige  Methode  und 
Ritter  wendet  a.  a.  0.  hierauf  das  Verfahren  an,  welches  ich  als  Methode 
der  Addition  oder  Subtraction  bezeichnen  will.* 

Man  kennt  nämlich  den  Druckmittelpunkt  Ä  des  zum  genannten  Dreieck 
gehörigen  Rhomboids  und  denjenigen  B  des  Ergänzungsdreieckes.  Wo  die 
Gerade  AB  die  a  halbirende  Transversale   des  ersten  Dreieckes  schneidet, 

da    ist    sein   Druckmittelpunkt   C.     In  Ä  ist   der  Druck  -^  9    in  B  der- 

jenige  -77-»  in  C  also  —^  vereinigt;  die  Tiefe  von  A  ist  ^-Ä,  von  B  ist  sie 

n-A,  also  diejenige  von  C,  einstweilen  j?^  genannt,  aus 

4U 


*  In  den  beiden  Dreieckaaufgaben  zeichnet  Ritter  je  eine  Figur  für  ein 
rechtwinkliges  A,  was  als  unndthige  Beschränkung  noch  erwähnt  sei« 
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aA«  2^     oÄ»  Ä   ,  ah' 
"2"'3*°="r'2''""3"'*» 
bestimmbar.    Vergl.  §  2. 

Diese  Methode  ist  von  den  Schwerpunkts -Bestimmungen  her  bekannt; 
z.  B.  für  ein  Trapezoid ,  dieses  als  Summe  zweier  Dreiecke  betrachtet. 

§  5.  Zum  Schlüsse  führe  ich  noch  an,  dass  Poisson  in  seinem 
Trait6  de  m6c.  nur  das  Beispiel  des  Trapezes,  dessen  parallele  Seiten  horizontal 
liegen,  durchführt,  und  zwar  mit  Integration.  Dieses  Beispiel  passt  insofern 
gut  hierher,  als  es  die  obigen  drei  Fälle  als  einfache  Specialitftten  dar- 
bietet. Indem  Poisson  aber  für  die  unter  dem  Winkel  o  zum  Horizonte 
geneigte  Ebene  theils  eine  verticale,  theils  eine  in  der  Ebene  liegende 
Strecke  einführt,  wird  die  falsche  Vorstellung  erweckt  und  auch  im  Texte 
ausdrücklich  bestärkt,  als  ob  |,die  Lage  des  Druckmittelpunktes  von  der 
Neigung  der  Wand  abhängig^  wäre.  Dasselbe  kann  man  auch  in  Duhamels 
Lehrbuch  der  reinen  Mechanik  finden. 

In  meinem  Taschenbuche  der  Festigkeitslehre  (Anhang  über  flüssige 
Körper)  habe  ich  in  Kürze  den  Standpunkt  des  §  2  vertreten. 

Augsburg.  Prof.  Kurz. 

XVI.  Eine  Anwendung  der  Theorie  des  TauBchwertheB 
anf  die  WahrscheinlichkeitBrechnang. 

Als  Nützlichkeitsgrad  oder  wirthschaftliche  Intensität  J  eines  Gutes, 
von  dem  eine  Person  die  Menge  M  besitzen  möge,  wird  die  Nützlichkeit 
oder  Werthschätzung  bezeichnet,  die  der  Besitzer  einer  Vermehrung  des 
Gutes  um  dM  beilegt.  Erfahrungsmässig  steht  fest,  dass  J  eine  fallende 
Function  von  M  ist.  Die  besondere  Annahme,  dass  J  umgekehrt  pro- 
portional mit  IT,  also  J  =  Jq:M,  wo  /^  eine  Constante ,  wird  durch  ihre 
Einfachheit  nahe  gelegt  und  lässt  sich  innerhalb  massiger  Grenzen  mit  den- 
selben Gründen  stützen ,  wie  das  psjchophysische  Gesetz  überhaupt.  Diese 
Wahl  für  die  Function  J  ergiebt  als  Gesammtnutzen  N  einer  Vermehrung 
des  Besitzes  an  dem  in  Rede  stehenden  Gute  vom  Betrage  Mq  auf  den 
Betrag  Mq  +  Mi  den  Werth: 

Welchen  Nützlichkeitsgrad  J'  der  Besitzer  des  Gutes  M  einer  nur 
wahrscheinlichen  Vermehrung  um  dM  beilegt,  ist  selbstverständlich 
rein  subjectiv  und  hängt  von  seiner  Neigung  zum  Gewinnspiel  ab.  Hält 
er  sich  aber  an  den  aus  dem  Wahrscheinlichkeitsbegrife  folgenden  objectiven 
Maassstab;  so  muss  er  J'=zw  J 

schätzen,   wenn   w   die  Wahrscheinlichkeit  einer  Vermehrung   um  dM  be- 
deutet   Man  erhält  in  diesem  Fp"  n  Gesammtnutzen  N'  einer  mit 
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•  -'-*'**>-^-^..^*«'-^  ■•--^--■.-^ 


die  von  den  beiden  Gütern  M  und  M'  gegeneinander  umgetanschten  Mengen 
M  und  M'  stehen  also  in  der  Beziehung 

M  =  w.M\ 

der  Grundlage  ftir  die  Bemessung  der  mathematischen  Hoffnung. 

Die  beiden  Arten ,  den  Ökonomischen  Werth  wahrscheinlicher  Ereignisse 
zu  bemessen,  sind  dadurch  auf  gemeinsamen  Boden  gestellt.  Die  eine 
ergiebt  sich,  wenn  Gewinne  und  Verluste  als  Veränderungen  sicheren  Be- 
sitzes, die  andere,  wenn  sie  als  Folgen  eines  im  Austausch  gegen  sicheren 
Besitz  erworbenen  neuen  Gutes,  des  Genusses  am  Spiel,  angesehen  werden. 

Dresden.  Georg  Helm. 

XVn.  Veber  einen  zer&llenden  quadratischen  Stralilencomplex.* 

Zwei  räumliche  Polarsysteme  erzengen  bekanntlich  im  Allgemeinen 
einen  quadratischen  Strahlencomplex,  den  ^^Be 7 ersehen  Complex^'.  Als 
Ordnungsflächen  der  Polarsysteme  können  zwei  nicht  singulare  Flächen 
zweiter  Ordnung  angenommen  werden.  Der  Complex  enthält  jede  Gerade, 
deren  zwei  Polaren  sich  schneiden.  Jedem  Punkte  P'  ist  ein  zweifach 
coDJugirter  Complexstrahl,  nämlich  die  Schnittlinie  der  beiden  Polarebenen 
von  P'  und  ebenso  jeder  Ebene  jt/  die  Verbindungslinie  ihrer  beiden 
Pole  als  zweifach  conjugirter  Complexstrahl  zugeordnet.  Der  Complex 
enthält  im  Allgemeinen  höchstens  vier  Hauptpimkte,  und  ebenso  viel 
Hauptebeneu,  ist  also  ein  tetra^draler.  Er  kann  jedoch  auch  zerfallen  und 
unendlich  viele  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  enthalten.  Die  Hauptpunkte 
bilden  alsdann  eine  Punktreihe  h  und  die  ihnen  zugeordneten  Hauptebenen 
einen  Ebenenbüschel  h!.  Der  quadratische  Complex  zer^Lllt  dadurch  in 
die  speciellen  linearen  Complexe  h  und  h\  Dieser  Fall  tritt  unter  Anderem 
dann  ein,  wenn  die  Ordnungsflächen  der  beiden  Polarsysteme  Kugelflächen 
sind.  Wir  wollen  diesen  zerfallenden  Strahlencomplex  im  Folgenden  näher 
betrachten  und  voraussetzen,  dass  die  Ordnungskugeln  K  und  K^  reell 
sind  und  nicht  concentrisch  liegen. 

Die  Bäume  Z  und  Z|,  welche  durch  die  reciproke  Beziehung  zu  J! 
collinear  auf  einander  bezogen  sind  und  mit  j!  die  beiden  Polarsysteme 
bilden,  haben  einen  Ebenenbüscbel  und  somit  noch  eine  Punktreihe  ent- 
sprechend  gemein.  Nämlich  die  Pole  einer  jeden  durch  die  Mittelpunkte 
0  und  0^  der  Kugeln  K  und  JTi  gehenden  Ebene  e  in  Bezug  auf  diese 
Kugeln  fJEillen  zusammen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  ^'oo,  indem 
die   auf  £   in   0  und   0^   senkrecht   stehenden   (also   parallelen)   Geraden 

*  Vergl.  Reye,  Geometrie  der  Lage,  8.  Aufl.  II.  Abth.  S.  190 flg.,  III.  Abth. 
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Dem  Punlcte  6  sei  aaf  Sa  der  Pankt  X«,  auf  8^  der  Pnnkt  Jfe  in  den 
Involationen  s^st  gepaart.  Die  Verbindungslinie  c  von  Le  und  Me  ist  die 
Polare  von  S.  —  Dem  Punkte  9  -sei  auf  s^  der  Punkt  itf«,  auf  8e  der 
Pnnkt  ^«;  dem  Punkte  )6  sei  X^  auf  Sa,  N^  auf  5«  gepaart,  a  oder 
M^Na  ist  die  Polare  von  91,  &  oder  L^N^  ist  die  Polare  von  SB.  Die 
Yon  der  Bealität  unabhftngige  lineare  Bedingung,  dass  die  sechs  Punkte 
AÄ BB' CC  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung  liegen,  ist  die,  dass  die 
Dreiecke  9IS3S  und  ahc  perspective  Lage  haben,  das  heisst,  dass  die 
Geraden  V,  {hc)\  S3>  {ca)\  S,  (ah)  durch  einen  Punkt  gehen,  oder  was 
dasselbe  ist,  dass  die  Schnittpunkte  5«,  a;  8^,  h\  5«,  c  in  einer  Geraden 
liegen.    Dieser  bekannte  Satz  lässt  sich ,  was  nicht  bekannt  zu  sein  scheint. 


ebenso  wie  der  PascaTsche  benutzen,  den  zweiten  Schnittpunkt  einer 
durch  den  reellen  Punkt  C  gehenden  Geraden  Se  mit  dem  Kegelschnitt  K 
zu  construiren,  der  durch  vier  gleichviel  ob  reelle  oder  conjugirt  imagin&re 
Punkte  AÄ  BB'  und  den  reellen  Punkt  C  bestimmmt  ist.  Durch  den 
Punkt  P,  in  dem  sich  c  und  5c  schneiden,  legen  wir  gerade  Linien 
PiPtPz'"  ^^ö  ^a  io  QiQ%Qz'"9  ^b  in  R^B^B^,..  trefiFen.  Die  Geraden 
^aiQiQ^Qs"-)  oder  x^x^x^...  und  X*  (JB^i^Bj...)  oder  yi^jy,.-.  sind 
projectiv,  als  auch  die  Punktreihen  T^T^T^...^  S^S^S^...^  in  denen  diese 
Linien  Sc  trefifen.  Die  Dreiecke  x^y^c^  ic^y%c ^  ^sS^s^y***  ^^^^  91 S 6  per- 
spectiv, weil  ihre  Seiten  sich  in  Punkten  einer  Geraden  p  der  Reihe PiPjl's... 
schneiden.  Es  ist  dasjenige  auszuwählen,  dessen  Seiten  xy  Sc  in  Punkten  TS 
trefifen,  für  die  CGMT.^S  eine  Involution  ist.  K  geht  dann  durch  den 
zweiten  Doppelpunkt  C  dieser  Involution. 

Wir  bilden  die  Involutionen    aus  je   sechs   Punkten  (von  denen  C  als 
Doppelpunkt  zweimal  gezählt  ist): 

CCMT,.^W,,     CC.giTj.STTg,     CC.2tT3.STF3,... 
so    sind ,    wie   leicht   auf  projectivem  Wege    bewiesen    wird ,    7\  T^  T3  . . . , 
W^WgWg.,.  projective  Punktreihen ,  also  '\s\i  waciVi  S^S^S^ . . . T^ W^W^lf\. . . 
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Fällt  T  (ein  Fankt  der  Reihe  T^T^...)  woiilö^  so  fllllt  W  (der  entsprechende 
Punkt  der  Reihe  WJiT^...)  auf  91,  fällt  p  auf  8^^  so  fällt  22  auf  31,  Q  auf 
®,  T  auf  S,  S  auf  S.  In  der  Projectivität  8^8^S^...  A  TTiTFiTTa...  ist 
demnach  %^vi  sich  selbst  entsprechender  Punkt  Der  zweite,  sich  selbst 
entsprechende ;  linear  constrnirbare  Punkt  werde  mit  N^  bezeichnet,  ihm 
entspreche  in  der  Reihe  der  T  der  Punkt  Na»  Nach  ihrer  Construction 
sind  die  Punkte  CC.^Na.^N^  in  Involution,  und  das  Dreieck  aiMaNt^^ 
l){LiNt)j  c  ist  dem  Dreieck  ^93€  perspectiv,  die  Curve  K  geht  auch  durch 
den  zweiten  Doppelpunkt  C  der  Involution  CC^Na.^Nt  auf  5«  und  dieser 
wird  in  bekannter  Weise  linear  gefunden. 

Von  den  Linien p^p^,*,  braucht  keine  gezeichnet  zu  werden,  denn  geht 
p  durch  (S.,  so  föUt  T  auf  ^,  S  auf  93,  fällt  p  auf  5«,  so  fällt  T  auf  S, 
S  auf  91,  die  Reihen  S^S^Sg,..^  T^T^T^,.,  bilden  eine  Involution  in  der 
91 93  ein  Paar  ist.  Ein  zweites  Paar  erhält  man ,  wenn  man  p  auf  c  fallen 
lässt,  und  es  bilden  die  Punkte  @  und  St  ein  zweites  Paar  der  Involution, 
womit  diese  gegeben  ist. 

Jena.  J.  Thomab. 


XIX.    Ein  BtereometriBches  Analogon  zum  Pythagoreischen  Lehrsatz. 

Begrenzt  man  eine  dreiseitige  von  lauter  rechten  Winkeln  gebildete 
körperliche  Ecke  durch  eine  vierte  Ebene,  so  ist  in  dem  entstehenden 
rechtwinkligen  Tetraeder  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Kathetenflächen 
gleich  dem  Quadrat  der  H jpotenusenfläche : 

Beweis:  Bezeichnet  man  die  Kanten  des  Tetraeders ,  welche  den 
rechten  Winkeln  anliegen,  mit  a,  h,  c,  so  sind  die  übrigen  Kanten 


ferner  sind  die  Kathetenflächen  als  Dreiecke: 

also: 

IT,»  +  IT,«  +  2^3»  =  i  (an*  +  5«  c«  +  c  V). 

Es  ist  aber  die  Hypotenusenfläche 
folglich : 
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n'=~id  +  e  +  f)(d  +  e-n{d-e  +  f)(.-d  +  e  +  f) 

= jQ  [(/^Tft*  +  y^+?y  -  c»  -  o*]  [c* + o»  -  (y^^+v  -  ^p+?)»] 

8or»n-  Dr.  0.  Bbau. 
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Historiscli-literarisclie  Abtheilung. 


Der  V.  Band   des  Katalogs    der   arabischen   Bücher 
der  viceköniglichen  Bibliothek  in  Kairo. 

Aus  dem  Arabischen  übersetzt  und  mit  Anmerkungen  versehen 

VOD 

Dr.  Heinrich  Suter, 

rrofoasor   am   Gymnasium   za   ZUzicL. 


Vorwort. 

In  den  letzten  acht  Jahren  erschienen  in  Kairo  nach  einander  sechs 
Bände  des  Katalogs  der  arabischen  Drucke  und  Handschriften  der  vice- 
königlichen Bibliothek  daselbst  (Fihristal-kutub  al-'arabijja),  herauRgegeben 
von  K.  Völlers,  Muhammed  al-Bibl&wl  und  Andern.  Der  V.  Band  ent- 
hält: Geschichte  und  Geographie,  mathematische  Wissenschaften,  Astronomie, 
Geheimwissenschaften  (Astrologie,  Magie  etc.),  Physik  und  Chemie. 
Sämmtliche  Abtheilungen  dieses  Bandes,  mit  Ausnahme  der  Geschichte  und 
Geographie,  wurden  speciell  bearbeitet  von  Ibrfthlm  E feudi  *Ismat, 
einem  früheren  Bibliothekar,  vor  der  Drucklegung  aber  nochmals  durch- 
gesehen und  verbessert  von  Schaich  Ahmed  ad-Dairütl,  unter  Mithilfe 
von  Schaich  *Abderrahm£^n  as-Sajjid. 

Ich  hielt  nun  eine  Uebersetzung  und  Veröffentlichung  des  mathematischen 
und  astronomischen  Theiles  dieses  Kataloges  für  im  Interesse  der  Geschichte 
dieser  Wissenschaften  liegend ,  und  ich  hoffe ,  die  Vertreter  dieser  Disciplin 
werden  hierin  mit  mir  übereiustimmen.  Allerdings  sind  die  neueren 
Werke  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft  von  geringem  oder  keinem 
Belang,  aber  auch  diese  haben  für  Manchen  doch  ein  gewisses ,  ich  möchte 
sagen  kulturhistorisches  Interesse^  und  ich  glaubte  daher,  diese  kleinere 
mathematische  Abtheilung  vollständig  wiedergeben  zu  müssen;  für  die 
grössere  astronomische  wäre  vielleicht  eine  Auslese  angezeigt. 

Was  nun  das  Fornj^lle  meiner  uebersetzung  anbetrifft,  so  habe  ich 
den  Leser  auf  folgende  Punkte  aufmerksam  zu  machen: 

In  der  Transscription  befolge  ic|[i  das  in  meiner  im  Supplementhefte 
des  Jahrganges  1892  dieser  Zeitschrift  (auch  als  Abhandlung  zur  Geschichte 

Hist -  lit.  Abth.  d.  ZeitBcbr.  t.  Math.  u.  Phys.  3S.  Jahig.  1%^^.  l.Tiftl\.  ^ 
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gest.  Sonntags,  den  15.  Mnharram  335,  946] :  ein  Abschnitt  mit  drei  Sfttsen. 
Schlass  der  Abschrift  am  ersten  Tage  des  Rabl'  I.  1153,  1740. 

30.  Verschiedene  geometrische  Aufgaben,  von  einigen  Gelehrten,  wie 
Abu  Salil  al-Kühi,  Enkleides:  aus  dem  Bache  der  Theilang  (der  Flächen), 
Abu  Mahmud  al-Chnd8ehandi^^  Abft  'Ali  Hasan  ben  Hnsain  al-Basrl^, 
Täbit  ben  Knrra  al-Harränl;  es  sind  zwölf  Aufgaben:  die  Abschrift  wurde 
vom  Abschreiber  nicht  ganz  vollendet. 

31.  Recension  des  Buches  ;, der  himmlischen  Erscheinungen''  (Phae- 
nomena)  von  Hasir  ed-Dtn  at-Tüs!^  ursprünglich  verfasst  von  Enkleides; 
es  enthält  23  Sätze  [andere  Abschriften,  von  denen  noch  zwei  existiren, 
haben  deren  25]. 

32.  Recension  des  Buches  über  die  Grösse  und  Entfernung  der  beiden 
Himmelskörper  (Sonne  und  Mond),  von  at-Tüsl,  ursprünglich  verfasst  von 
Aristarchos,  mit  17  Sätzen.  Schluss  der  Abschrift  am  28.  Dschamädä  II. 
1146;  1733. 

Der  erste  Theil  der  masMI  tatblkqja  (Aufgaben,  die  sich  beziehen) 
auf  die  alte  Geometrie,  übersetzt  (hier  wohl  =  verfasst)  von  Sr.  Exe. 
Mnhammed  EfendlDijäb,  gegenwärtig  1307  Professor  an  der  Tauflkij^ja.^ 
Lithographirt  in  der  Druckerei  al-Hiläl  in  Kairo,  im  Rausch ^^asch-Scharkäwi. 
A.-N.  124.  H.-N.  21258. 

Vier  weitere  Exemplare  dieses  ersten  Theils:  A-Nn.  125  — 128.  H.-Nn« 
21259—21262. 

ü  (Nun). 

An-nnchba  as-sanijja  (die  herrliche  Auswahl)  aus  den  Elementen  der 
Geometrie  von  Sädik  Bey  Schanän,  vormals  Director  der  V  orberei  tungs- 
schule  [gest.  am  Anfang  des  14.  Jahrh.  d.  H.] ,  übersetzt  (zusammengestellt?) 
von  Ahnied  Efendi,  Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  an  der 
Generalstabs-  und  Artillerieschule.  Ein  Band,  lithographirt  in  der  Druckerei 
der  Staatsschalen  1299,  1881/82  bis  zum  Bogen  24,  von  da  bis  zum  Ende 
lithographirt  in  der  Druckerei  in  Büläk,  1303,  1885/86.  A.-N.  177. 
H..N.  23971. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes.    A.-N.  178.    H.-N.  23972. 

Der  erste  Theil  von  an-nnchba  al-*izijja  (die  'izische  Auswahl),  das 
ist  eine  Bearbeitung  der  Elemente  der  Geometrie,  von  'Ali  'Isat  ben 
Badawi  [gest.  am  Samstag,  den  3.  Dschumäda  II.  1289^^»,  1872].  Er 
enthält  die  vier  ersten  Bücher  der  alten  Geometrie  (der  Eukl.  Elemente?); 
gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  1274,  1857/58;  am 
Ende  vier  Pigurentafeln.    A.-N.  80.     H.-N.  4841. 

(Fortietzang  folgt) 
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von  der  zweiten  Seite  der  ersten  Tafel: 

99,99619,  100,00381, 

bei    letzteren  ein  Sternchen:    99,996 19,     100,00381    und    am    Rande  die 
Bemerkung : 

*  Centesima  integri,  nt  ante  Millesima,  et  decies  Millesima,  et  mox,  Decima. 

Beispiel  für  ein  Bmchstelle  (.mox  Decima*)  von  Seite  9  der  ersten  Tafel : 

99,7441  nnd  100,2566. 

2.  durch  eine  üeberschrift  am  Kopf;    Beispiel  ans  der  zweiten  Tafel: 

Millena  Part.    Millesima 

1,     745,      241 


50,     000,     000 


70,     710,      678. 

3.  noch  anders  in  dem  schon  angefahrten  angehängten:  Francisci 
Yi^taei  üniversaliam  Inspectionnm  ad  canonem  math.  liber  singnlaris: 
Auf  Seite  15;  51,  53,  54,  56,  57,  58,  59  werden  die  Decimalstellen  durch 
kleinere  Schrift  nnd  durch  unterstreichen  bezeichnet;  Beispiel  von  Seite  15: 
für  r  =  100,000,000,00  die  Grenzen  fflr  n  zu  314,159,265,37  und  314,159,265,35 
der    mittlere   Werth    zu  314,159,265,36    [zu  bemerken  das  Abtheilen    der 

Bruchstellen  zu  drei  Ziffern!]. 

Endlich  auf  Seite  64  und  65  werden  die  Bruchstellen  von  der  ganzen 
Zahl  durch  einen  senkrechten  Strich  getrennt  und  klein  geschrieben;  Beispiele: 

9,999,989,5401 00,27,35,29,00  und  9,999,997,386 1 00,01,70,82,49. 

[Dass  hier  die  Bruchstellen  nicht  in  Gruppen  zu  drei,  sondern  zu  zwei 
Ziffern  abgetheilt  werden,  erklärt  sich  daraus,  dass  die  Zahlen  Quadrat* 
zahlen  sind.] 

Von  diesem  senkrechten  Strich  zum  Punkt  ist  nur  ein 
kleiner  Schritt. 

II. 

• 

Auf  Seite  568  heisst  es  bei  Ihnen: 

„Darüber,  ob  Beyer  die  Stevin'schen  Schriften  wirklich  nicht  ge- 
kannt hat,  ist  Zweifel  eher  möglich  als  bei  Bflrgi.^ 

In  der  von  mir  vor  längerer  Zeit  aus  der  Frankfurter  Bibliothek 
entliehenen  Ausgabe  von  Bejer's  Logistica  decimalis  —  leider  habe  ich 
mir  das  Jahr  der  Ausgabe  und  die  Nummer  des  Katalogs  nicht  notirt,  oder 
die  Notiz  ist  mir  abhanden  gekommen  —  wird  auf  Seite  113  von  Johann 
Semsen  Decimalrechnung  (^auß  Anweisung  Simon  Stevins**)  im  3.,  4., 
5.  und  6.  cap.  lib.  I.  Oeodaes.  gesprochen: 

lyJoh.  Sems  schreibt  die  ganze  vnnd  Brüche  vnbezeichnet  bej  einander: 
'letzet  er  die  Nennern  der  Brüche  nebeii  lu*.  Zkxmi  dtliti^ii.  I^numerirt 
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er  die  Zehlern  |  und  auch  absonderlich  die  Nennern :  Letzlich  dividirt  er 
was  die  Zehlern  gegeben  |  durch  die  Nennern  |  und  notirt  den  Zehler  vnnd 
Nenuer  deß  Bruchs  neben  die  Gantzen.^ 

Es  werden  auch  Beispiele  aus  Sems'  Geod.  gegeben: 

für  Addition:  56036      lOOste  thejle 

47038     lOOste  thejle 


Summa  1030[84     lOOste  thejle; 

für  Subtraction :  Von  12004     lOOsten  thejl  der  Ruthen  | 

Ziehet    5625,    lOOste  thejl  der  Ruthen 


Rest    6379,   100 e  thejl  der  Ruthen; 

für  Multiplication :  2862  lOOste  Ruthen 

2884  lOOste  Ruthen 


11448  10  000  e  Dt  Ruthen 
22896 
11448 
5724 


710|9208  lOOOe  Dt  Ruthen. 
Beispiel  für  Division:  7109028  10  000  e  Ruthen  |  durch  2862  lOOe  Ruthen. 

^  '''^    \  Q.  2484 
DR    2862 


^10000  ^^ 

DiJ       100 

DS    2484       \  ^   „.84 

Q.   24t: 


} 
1 


DB       100       J  100 

Sems'  Geodäsie  selbst  habe  ich  nicht  zu  Gesicht  bekommen.  Sie  er- 
wähnen (S.  566)  die  bei  Stevin  yorkommende  kürzere  Schreibweise 

540  mr   ^  und  7O7  0fttr7^. 

Möglich,  dass  Sems  56036(2)  schreibt  und  Bejer  das  Zeichen  in 
Worte  übersetzt.  Jedenfalls  aber  hat  Bejer,  wenn  nicht  Stevin*s  Ver- 
fahren selbst,  so  doch  Semsens  Anwendung  desselben  gekannt  und  sich 
zu  dieser  Eenntniss  bekannt. 

Beifolgendes  Heftchen  *^  enthält  auf  Seite  235  eine  kurze  Anzeige  der 
auch  von  Ihnen  besprochenen  Geschichte  der  Rechenkunst  von  Villicus, 
die  einen  Hinweis  auf  die  Beziehung  Bejer's  zu  Stevin  enthält. 

«  Der  Strich  bei  1030|84  and  710|9208  bei  Bejer  gedruckt. 
**  Neue  Philosophische  Rundschau,  Jahrgang  i^^^^'^x.  \b« 


Recensioneii. 


Einleitnng  in  die  theoretische  Physik.  Von  V.  v.  Lang.  Zweite  um- 
gestaltete und  vermehrte  Auflage.  983  S.  mit  126  eingedmekten 
Holzdtichen.  Braunschweig  1891.  Verlag  von  Friedrich  Tieweg&  Sohn. 
Preis  20  Mk. 

Schon  der  äussere  Anblick  des  vorliegenden  Werkes  zeigt,  dass  gegen- 
über der  ersten  Auflage  eine  wesentliche  Vermehrung  des  Stoffes  statt- 
gefunden hat.  Von  grösserer  Wichtigkeit  ist  indessen  die  innere  Umgestaltung, 
zu  der  sich  der  Verfasser  entschlossen  hat,  indem  er  nicht  mehr  allein  die 
mathematischen  Kenntnisse  der  Mittelschulen  für  ausreichend  erachtet, 
sondern  gleich  die  Differentialrechnung  zu  Ornnde  legt.  Nach  unserer 
Ansicht  mnss  auf  den  Vordersatz  des  den  Zweck  behandelnden  Vorwortes 
der  ersten  Auflage:  n^^i*  i°it  den  physikalischen  Kenntnissen  der  Mittel- 
schulen ausgerüstet  nun  auf  dem  Gebiete  der  theoretischen  Physik  sich 
belehren  will,  der  muss...''  der  Nachsatz  folgen:  der  muss  sich  zunächst, 
oder  mindestens  gleichzeitig,  mit  Differential  •  und  Integralrechnung  befassen. 
Es  ist  eben  durchaus  noth wendig,  dass  bei  jedem  Studium,  wenn  es  er- 
folgreich sein  soll,  auch  die  nöthigen  Vorkenntnisse  zu  erwerben  sind. 
Ganz  einverstanden  sind  wir  mit  dem  Verfasser,  wenn  er  sagt^  dass  der 
AnHiDger  bei  den  meisten  Büchern  der  theoretischen  Physik  einen  grossen 
Sprung  thuu  muss;  denn  diese  Bücher  setzen  Differential-  und  Integral' 
rechnung  eben  als  bekannt  voraus.  Dass  aber  hieraus  nicht  die  Weglassnng 
der  Differential-  und  Integralrechnung  gefolgert  werden  darf,  dies  hat  aueb 
der  Verfasser  bei  der  Bearbeitung  der  zweiten  Auflage  sehr  richtig 
empfunden.  Jetzt  erst  nimmt  das  Buch ,  nach  unserer  Auffassung,  die  rich- 
tige Stelle  beim  Hochschulunterricbt  ein,  indem  es  während  der  beiden 
ersten  Semester  neben  den  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integral- 
rechnung für  die  künftigen  Semester  gründlich  vorbereitet.  Die  jedem 
einzelnen  Capitel  angehängten  Literaturverzeichnisse  sind  für  das  eingehendere 
Studium  von  grossem  Werth  für  den  Studirenden.  Q.  Nsbkl. 


Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Von  Gustav  Kirohhoff.  Zweiter 
Band:  Mathematische  Optik,  herausgegeben  von  K«HuraaL,  mit 
eiDom  Bildnisse  Kirch  ho  ff's.    272  8.    Dritter  Band:  Blektrimtli 
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untersuchen,  welche  der  Ponkt  B  beschreibt,  wenn  man  durch  0  die 
Gerade  Ä  0  und  längs  des  Schenkels  0  T  den  Kreis  gleiten  lässt.  Immer- 
hin verdient  die  Arbeit  wegen  der  eleganten  und  interessanten  Constmction 
und  ihrer  klaren  Darstellung  alle  Beachtung.  p.  Sohüttb. 


Einladungsschrift  der  Fürsten-  und  Landesschule  Grimma  zu  der  Ein- 
weihung des  neuen  Schulgebäudes  am  24.  September  1891.  Reihen- 
snmmation  auf  geometrischem  Wege,  Von  Professor  Ernst  Üblich. 
S.  43  —  49  und  Die  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie  ans  drei 
Omndgleichungen.  Von  Professor  Dr.  Tbeodob  Häbleb.  S.  61  —  69. 

Zwei  Sonderabzttge  aus  einem  kleinen  Sammelbande  liegen  uns  vor, 
über  welche  wir  in  Kürze  und  gemeinschaftlich  berichten,  wiewohl  zwischen 
beiden  kein  anderer  Zusammenhang  besteht,  als  dass  beide  derselben 
Einladungsschrift  augehören.  Herr  üblich  zeigt  an  drei  Beispielen  die 
Anwendung  des  Grundgedankens,  dass  die  Zerlegung  eines  geometrisch 
Gegebenen  in  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Theilstücken ,  welche 
irgend  einem  Gesetze  gemäss  gewählt  werden,  die  Summirung  einer  end- 
lichen oder  unendlichen  Reihe  vollziehen  lässt  Herr  üblich  schickt 
zugleich  eine  Angabe  der  nicht  umfangreichen  Literatur  voraus,  welche 
den  gleichen  Gedanken,  aber  an  anderen  Beispielen,  zur  Anwendung  brachte. 
Herr  Häbler  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt,  diejenigen  Systeme  von 
Grundgleichungen  in  Parallele  zu  bringen,  aus  welchen  die  sämmtlichen 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  sich  ableiten  lassen.  Besonders  hervor- 
zuheben dürften  die  Untersuchungen  sein,  welche  darauf  gerichtet  sind, 
den  Satz  von  der  Winkelsumme  des  ebenen  Dreiecks,  sofern  er  nicht  selbst 
eine  der  gegebenen  drei  Gleichungen  bildet,  aus  denselben  abzuleiten. 

Cantob. 
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J  (Kaf). 

Kitäb  (ein  Buch)  über  die  darstellende  Geometrie,  übersetzt  aus  dem 
Französischen  in's  Arabische  von  Mnhammed  Efendi  Bujünd  (aus  dem 
13.  Jahrb.  d.  H.J.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  die  Leere  des  Daseins  mit 
den  Formen  seiner  Geschöpfe  erfüllt  hat.  Zwei  Theile  in  einem  Hand, 
gedruckt  in  Bülak,  am  Schlüsse  18  Figurentafeln.    A.-N.  74.    H.-N.  4835. 

Ein  zweites  Exemplar  desselben  Werkes:  A.-N.  75.    H.-N.  4836. 

Kitäb  (ein  Buch)  über  die  darstellende  Geometrie.  Lithographirt  in 
der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule;  in  zwei  Bänden:  der  erste  ent- 
hält den  Text,  der  zweite  38  Figuren  tafeln.    A.-N.  87.   H.-N.  4848, 

J  (Lum). 

Der  erste  Theil  von  al-la'äli  al-bahijja  (die  glänzenden  Perlen): 
über  die  beschreibende  Geometrie,  übersetzt  aus  dem  Französisch^  in*s 
Arabische  von  Ibrahim  Efendi  Ramadan  [aus  dem  13.  Jahrb.  d.  H.j.  Ein 
Band/  gedruckt  in  Büliik  1261  ,  1845;  am  Schlüsse  40  Figurentafeln. 
A.-N.  66.   H.-N.  4827. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes  (I.  Theil):  A.-N.  67.   H.-N.  4828. 

Ein  drittes  Exemplar ,  ohne  Einleitungsformel :  A.  - N.  150.  H.  -  N.  22556. 

(•  (Mim). 

Der  erste  Theil  von  al-minha  ad-danijja  (das  geringe ,  unvollkommene 
Geschenk) :  über  die  beschreibende  Geometrie,  von  Ibrahim  Efendi  Bamadän 
[dem  vorigen].  Ein  Band,  gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen 
Schule  1269,  1852/53.  Am  Schlüsse  drei  Tafeln,  am  Anfang  ein  Inhalts- 
verzoichniss.    A.-N.  149.   H.-N.  22555. 

i.  Perspective  und  Sebaiteiilehrc. 

O  (Dal). 

Ad -dürr  al-mantür  (die  ausgestreuten  Perlen):  über  die  Perspective 
und  Schattenlehrc ,  aus  dem  Französischen  in*s  Arabische  übersetzt  von 
S^jjid  Sälih  Efendi  [Bey]  Madschdi,  vormals  einem  der  Uebersetzer  der 
mathematischen  Wissenschaften  und  Lehrer  des  Französischen  an  der  vicc- 
königlichen  polytechnischen  Schule  in  BüUik  [aus  dem  13.  Jahrh.  d.  H.]. 
Zwei  Theile  in  einem  Band,  lithographirt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen 
Schule  1269.    A.-N.  45.    H.-N.  4806. 

Zwei  weitere  solche  Exemplare:  A.-Nn.  158  und  159.  H.-Nn.  22564 
und  22565. 

Ein  zweiter  Theil  des  vorigen  Werkes,  enthaltend  23  Figurentafeln, 
von  demselben  Verfasser.  Druckerei  der  polytechnischen  Schule.  A.-N.  88. 
H.  -  N.  4849. 
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5.  Stein-  und  Holzsehnitt. 

V  (Bft). 

Bigjat  at-talläb  (der  Wunsch,  das  Erwünschte  der  Stndirenden) : 
über  den  Stein-  und  Holzschnitt,  ans  dem  Französischen  in's  Arabische 
übersetzt  von  Sajjid  Sälih  Efendi  [Bey]  Madschdi  [dem  vorigen].  Zwei 
Bände,  lithographirt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  al-usafijja'^^ 
in  BülAk  1270,  1853/54;  der  erste  Band  enthält  den  Text,  der  zweite 
25  Figurentafeln.    A.-N.  14.    H.-N.  4775. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  15.   H.-N.  4776. 

6.  Topographie. 

o  (Tä). 

Tahdib  al-'ibärd.t  (die  Zurechtlegung  der  Aufnahmen?):  über  das 
Kataster wesen  (wörtlich  über  die  Wissenschaft  der  Aufnahme  der  Ver- 
messungen), übersetzt  aus  dem  Französischen  in's  Arabische  von  f^jjid 
'Imära  (oder  *Amära)  Efendi,  vom  üebersetzungsbureau  des  Unterrichts- 
ministeriums [aus  dem  13.  Jahrb.  d.  H.].  Ein  Band,  gedruckt  in  Büliik 
1260,  1844.  Am  Anfang  ein  Inhaltsverzeichniss  und  Vorbetrachtungen, 
am  Schlüsse  14  Figurentafeln.    A.-N.  20.    H.-N.  4786. 

^  (Dschlm), 

Dschämi'  al-mabäcd  wal-gdjät  (das  Ganze,  von  den  Elementen  bis 
zur  höchsten  Stufe)  des  Katasterwesens,  aus  dem  Französischen  in's  Arabische 
übersetzt  von  Mahmud  Efendi  [Fäsohä]  Fahml,  einem  der  Professoren  der 
viceköniglichen  polytechnischen  Schule  [lebt  jetzt  1307  noch].  Ein  Band, 
lithographirt  in  der  Citadelle  1275,   1858/59.    A.-N.  154.  H.-N.  22560. 

<J  (Käf). 
Al-känün  ar-rijädl  (der  mathematische  Kanon)  über  das  Planzeichnen 
(wr)rtlich  über  das  Zeichnen  der  Grundstücke*),  aus  dem  Französischen  in' 6 
Arabische  übersetzt  von  Ibrahim  Efendt  Ramadan  [aus  dem  13.  Jahrb. d.  H.|. 
Vier  Theile  in  einem  Band,  gedruckt  in  Büläk  1260,  1844.  Am  Schlüsse 
neun  Figurentafeln.     A.-N.  21.     H.-N.  4782. 

Zwei  weitere  Exemplare  dieses  Werkes:  A.-Nn.  147  und  148.  H.-Nn. 
22053  und  22554. 

ii  (Kaf). 

Der  erste  Theil  des  Kitib  fann  at-tobüg^rAfltJä  (Buches  der' Disciplin 
ihr  Topographie),  von  Muhammad  Efendi  Fauzi  und  Hasan  Efendi  Husni, 
beide  Lehrer  der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schule  [aus  dem 
14.  Jahrh.  d.  H.].  Gedruckt  in  Büläk  1303,  1885/86.  A.-N.  164.  H.-N.22760. 

Ein   zweites  Exemplar  dieses   ersten  Theils:   A.-N.  165.    H.-N.  22761. 


*  Im  Text  steht  ,c^l;l  wohl  irrthümlich  statt  ^ä-^%1. 
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der  Hand   des   'Abderrahmän  ben  *All  al-M^likl,    beendigt  im  Dü'l-Ka'da 
1111,1700.    A.-N.23.   H.-N.  7829. 

Fariid  'awäid  dschebrijja  (algebraische  Perlen  und  Nützlichkeitenj 
zum  Commentar  des  Sibt  zur  Jäsmin^a;  es  sind  dies  Anmerkungen  (znm 
Commentar  des  Sibt)  des  sehr  gelehrten  Mnhammed  al-Hafiani  [geb.  1101, 
1689/90  im  Dorfe  (Flecken)  Hafana,  in  der  Provinz  Scharkijja,  in  der 
Nähe  von  Bilbis,  gest»  im  Rabi^  I.  1181,  1767 1.  Das  Buch  wurde  beendigt 
am  24.  Scha'bän  1167^  1754.  Anfang:  Wir  preisen  Dich,  o  Gott,  durch 
dessen  Gnade  wir  zum  Ziele  durchdringen  werden  in  der  Algebra  (?)^^  am 
Tage  des  Gerichtes.  Ein  Band,  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
Muhammed  ben  Mustafa  at-Tüchl,  beendigt  in  der  letzten  Nacht  des  Rad- 
schab 1240,  1825.  A.-N.  34.  H.-N.  4795.  [Vergl.  Sammelwerk  A.-N.  181, 
Rechenkunst,  und  das  folgende  Sammelwerk  A.-N.  89.] 

J  (Käf). 

Kitäb  al-dscbebr  wa*l-mukäbala  (das  Buch  der  Algebra),  übersetzt 
(oder  verfasst?)  von  Mnhammed  Efendi  Bnjümi,  vormals  Lehrer  an  der 
viceköniglichen  polytechnischen  Schule  [gest.  in  Chartüm  1268,  1851/52]. 
Anfang:  Lob  sei  Dir,  der  Du  nach  Deiner  Verheissung  die  Dämonen  be- 
zwungen hast.  Enthält  eine  Einleitung  und  12  Capitel.  Ein  Band,  gedruckt 
in  Büläk  1256,  1840/41.    A.-N.  29.    H.-N.  4790. 

Kitäb  al-dschebr  wa'l  •  mnkäbala  (das  Buch  der  Algebra)  yon  Abu 
Jüsuf  Ahmed  ben  aJ- Hasan.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Unvergleich- 
lichen. Es  enthält  12  Capitel  und  ist  ein  Band  in  älterer  Schrift.  A.-N. 
100.   H.-N.  17305. 

Kitäb  fil-dsohebr  wa'l-muVäbala  (ein  Buch  über  Algebra)  von 
Ahmed  ben  Abi  'Abdallah  Mnlianuned  ben  'Otmän  al-Azdi  al-Marrä- 
kuschi^^,  bekannt  unter  dem  Namen  Ihn  al-Bannä  [einem  der  Gelehrten 
des  7.  Jahrb.  d.  H.].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Einzigen  und  Angebeteten, 
dem  ewig  Seienden.  Zwei  Theile  in  einem  Band,  in  älterer  Schrift,  be- 
endigt (die  Abschrift)  am  Freitag,  den  17.  Dschumädä  II.  746,  1345. 
A.-N.  1.   H..N.  7807. 

Al-kamälät  at-tanfikijja^^  (die  erfolgreichen  Vollkommenheiten):  über 
die  Elemente  der  Algebra ,  von  Ahmed  Efendi  Kamäl ,  Lehrer  der  Algebra 
an  der  viceköniglichen  polytechnischen  Schule  [lebt  jetzt  1307  noch].  Zwei 
Bände,  gedruckt  in  der  Druckerei  des  Unterrichtsministeriums  1299,  1881/82. 
A.-N.  175.    H.-N.  23969. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:   A.-N.  176.    H.-N.  23970. 

Al-kawäkib   ad-dnrrijja  (die  glänzenden  Sterne):    über  die  algebra- 
ischen Operationen.    [Vergl.  weiter  unten  al-minha  az-zahrijja.] 

J  (Lam). 

Al-lam*a  al-märidinijja  (der  märidlnische  Licbtblitz,  Schimmer)  im 
^^«^"^entar   zur  Jüismlnijja;    es   ist   dies  der  Commentar  des  Muhammed 
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« 

ein  Schlusswort.  In  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  *Omar  ad-Damüsohl, 
beendigt  am  10.  Bamadän  777,  1376,  in  der  Moschee  al-'atlk  in  Kairo, 
abgeschrieben  von  einem  eigenhändigen  Manuskript  des  Autors,  welches 
das  Datum  736''*,  1335/36  trägt.     Wurmstichig. 

3.  Die  Jäsmlnijja:  über  die  Algebra,  von  Ihn  al- Jftsmln!.  Anfang: 
Lob  sei  Oott  für  das,  womit  er  uns  erfreut  In  älterer  Schrift,  von  der 
Hand  des  'Omar  ad-Damüschl  al-Ansärl,  beendigt  am  10.  Scha^bi\n 
778,  1376. 

Mnchtasar  'ihn  al-dsohehr  (Auszug  aus,  oder  Abriss  der  Algebra) ,  von 
Schaflk  Bey  Mansür  Jegin  [lebt  jetzt  1307  noch].  Es  enthält  funda- 
mentale (principielle)  Erklärungen  (Definitionen)  und  sechs  Capitel.  Ein 
Band,  gedruckt  in  Bülak  1301,  1883/84.     A.-N.  130.    tt-N.  21666. 

Zwei  weitere  Exemplare  dieses  Werkes:  A.-Nn.  137  und  138.  H.-Nn. 
21864  und  21865.. 

Al-minha  az-zahryja  (das  glänzende,  auserlesene  Geschenk):  über 
die  algebraischen  Operationen ,  übersetzt  (oder  verfasst)  von  'Amir  Efendi 
Sa^d  (aus  dem  13.  Jahrh.  d.  H).  Anfang:  Deinen  Wohlthaten,  o  Auf- 
richter der  Herzen  der  Gebrochenen,  entspricht  nicht  der  Dank  der  (Dich) 
Preisenden.^^  Es  enthält  eine  Einleitung  und  fünf  Capitel.  Ein  Band, 
gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  1269,  1852/53. 
A.-N.30.  H.-N.4791. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  31.    H.-N.  4792. 

Ein  drittes  Exemplar,  gedruckt  1278,  1861/62.  .A.-N.  91.  H.-N. 
16170. 

Ein  viertes  Exemplar,  gedruckt  in  Büläk  1269.  A.-N.  155.  H. -N. 
22561. 

Der  zweite  Theil  von  al-minha  az-zahr^a  (das  glänzende  Geschenk): 
über  die  algebraischen  Operationen,  übersetzt  (oder  verfasst)  von  Sajjid 
Sälih  Efendi  [Bey]  Madschdi.  Lithograpbirt  in  der  Druckerei  der  poly- 
technischen Schule  1269.    A.-N.  156.    H.-N.  22562. 

10.  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Oeometrie. 

o  (Däl). 

Ad-dnrra  as-sanijja  (die  herrliche  Perle):  über  die  arithmetische 
(algebraische)  Geometrie  "^^f  von  Ahmed  Efendi  Fäid  [gest  am  Donnerstag, 
den  17.  Safar  1300,  1882J.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  durch  die  Er- 
habenheit  seiner  Eigenschaften  Ausgezeichneten.  Zwei  Bände ,  lithograpbirt 
in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  1269.    A.-N.  46.    H.-N.  4807. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  47.    H.-N.  4808. 

^  Ate  Band  des  vorigen  Werkes:  A.-N.  157.    H.-N.  22563. 


Eecensionen. 


H.  PoiNCARi^.  Les  m6thodes  nouvelles  de  la  m^canique  Celeste.  T.  I: 
Solutions  p^riodiques.  Non  -  existence  des  integrales  uniformes. 
Solutions  asymptotiques.  385  S.  gr.8^  Paris,  Gauthier -Villars ,  1892. 

Das  vorliegende  Werk  ist  ein  Anzeichen  der  starken ,  in  vollem  Fluss 
befindlichen  Bewegung,  in  welche  die  StSrungstheorie  seit  knapp  15  Jahren 
versetzt  ist  und  in  die  Herr  Poincarä  durch  seine  im  Band  13  der  Acta 
Mathematica  veröffentlichte,  1889  in  Schweden  preisgekrönte  Schrift  über 
das  Problem  der  drei  Körper  eingegriffen  hat.  FQr  Diejenigen,  welche 
diese  Schrift,  oder  auch  meine  Analyse  derselben  in  der  Yierteljahrsschrift 
der  Astr.  Ges.  Jahrg.  25,  kennen ,  gentigt  zur  Charakterisirung  des  Inhalts 
des  hier  zu  besprechenden  ersten  Bandes  die  Angabe,  dass  er  eine  Be- 
arbeitung des  ersten  der  zwei  Theile  jener  Abhandlung  vorstellt ,  mit  Aus- 
schluss der  Theorie  der  Integralinvarianten  und  ihrer  Anwendung  auf 
Stabilität,  aber  unter  Zuziehung  der  Behandlung  der  Existenzfrage  von 
eindeutigen  Integralfunctionen.  Der  flbrige  Inhalt  der  Preisschrift,  ver- 
bunden mit  einer  Discussion  der  von  Herrn  Gylden  in  die  Störungstheorie 
so  erfolgreich  eingeführten  Methoden  etc.,  soll  folgenden  Bftnden  vor- 
behalten bleiben.  So  findet  sich  auch  die  in  der  Schrift  schon  ausgeführte 
Discussion  der  L in dsted tischen  Methode,  welche  nach  der  Vorrede  in 
den  ersten  Band  aufgenommen  sein  soll,  in  Wirklichkeit  hier  noch  nicht 
explicit  vor. 

Veranlasst  durch  die  1885  gestellte  Preisaufgabe  — „für  ein  beliebiges 
System  materieller  Punkte,  die  einander  nach  dem  Newton'schen  Gesetze 
anziehen,  unter  der  Annahme,  dass  niemals  ein  Zusammentreffen  zweier 
Punkte  stattfinde,  die  Coordinaten  jedes  einzelnen  Punktes  in  unendliche, 
aus  bekannten  Functionen  der  Zeit  zusammengesetzte  und  für  einen  Zeit- 
raum von  unbegrenzter  Dauer  gleichmässig  convergirende  Beihen  zu  ent- 
wickeln^ —  war  der  Verfasser  zu  gewissen  negativen  Resultaten  gelangt, 
welche  berechtigtes  Aufsehen  hervorgerufen  haben,  wenn  auch  solche  nach 
manchen  schon  vorher  gemachten  Schlüssen,  insbesondere  von  Bruns, 
nicht  gerade  unvermutbet  gekommen  sind.  Die  positive«  Ideen  aber, 
welche  Herrn  Poincar6  geleitet  haben,  sind  von  nicht  minderer  Wichtig- 
keit, schon  deshalb,  weil  man  sie  auch  in  den  Arbeiten  der  übrigen 
neueren  Forseber  auf  diesem  Gebiete  eik^üu^ii  k«taii\  \iud  gerade  in  der 
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aber,  welche  die  Singularitäten  von  bestimmten  Integralen,  als  Fanctionen 
eines  eingehenden  Parameters  betrachtet,  zum  Gegenstand  haben,  machen 
nicht  den  Eindruck  des  Abgeschlossenen.  M.  Noether. 


Geschichte  der  Physik.  Von  Dr.  E.  Gerland,  Docent  far  Physik  und 
Elektrotechnik  an  der  Königlichen  Bergakademie  zu  Clausthal  i.  H. 
[Vierter  Band  von  Weber's  Naturwissenschaftlicher  Bibliothek.]  Mit 
72  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Leipzig  1892,  J.  J.  Weber's 
Verlag.    356  S. 

Der  Verfasser  wollte,  der  Anzeige  der  Verlagshandlung  zufolge,  in 
seiner  Geschichte  der  Physik  eine  Darstellung  geben,  welche  die  £nt- 
Wickelung  dieses  Zweiges  der  Culturgescbichte  in  grossen  Zügen  vorftihre, 
ohne  sich  in  sachliche  oder  biographische  Einzelheiten  zu  verlieren.  Er  hat 
sich  dabei  nicht  an  den  Fachmann ,  sondern  an  den  grossen  Leserkreis  der 
allgemein  Gebildeten  gewandt,  er  hat  dem  entsprechend  einer  leichten ,  an- 
ziehenden Sprache  sich  bedient»  unterstützt  durch  zweckmässig  gewählte 
Holzschnitte,  nicht  behindert  durch  Anführung  von  Beweisstellen.  Am 
Schlüsse  ist  allerdings  auf  17  Seiten  ein  Literaturverzeichniss  abgedruckt; 
doch  kann  man  dasselbe  nicht  als  Allgemeinanführung  der  betreffenden 
Schriften  betrachten.  Solches  wäre  nur  dann  möglich,  wenn  im  Literatur- 
verzeichnisse jedes  Buch  mit  einer  fortlaufenden  Nummer  versehen  und 
diese  an  allen  Stellen  abgedruckt  wäre,  wo  Herr  Gerland  auf  das  be- 
treffende Werk  verweisen  will.  Wir  haben  es  also  mit  einer  wesentlich 
beweislos  auftretenden  Darstellung  zu  thun ,  bei  welcher  die  Flagge  des 
Verfassers  für  den  Inhalt  haften  mass,  und  Herr  Gerland  hat  sich  seit 
etwa  15  Jahren  einen  genügend  gesicherten  Namen  als  gewissenhafter 
Forscher  erworben,  um  seine  Flagge  in  diesem  Sinne  entfalten  zu  können. 
Es  wäre  ja  nicht  schwer ^  manche  Unrichtigkeiten  in  dem  Buche  hervorzu- 
heben, insbesondere  da,  wo  es  Streifzüge  auf  das  Gebiet  der  Geschichte  der 
Mathematik  und  der  Astronomie  unternimmt.  Wir  sind  der  Meinung,  Herr  Ger  • 
land  hätte  diese  Stellen  besser  ungeschrieben  gelassen.  Sie  gehören  nicht  in 
eine  Geschichte  der  Physik,  für  welche,  auch  wenn  man  das  Wort  Physik 
so  eng  als  möglich  fasst,  eine  kaum  zu  bewältigende  Stofffülle  vorliegt, 
und  wenn,  woran  wir  kaum  zweifeln,  das  uns  vorliegende  Bändchen  zu 
einer  zweiten  Auflage  gelangt,  so  wird  ein  üeberbord werfen  dieses  Ballastes 
sehr  gerathen  sein.  Das  Register  bedarf  dagegen  vielfacher  Ergänzung, 
wenn  es  wirklich  die  Brauchbarkeit  des  Buches  in  dem  Maasse  erhöhen 
soll,  wie  ein  gut  angelegtes  Namen-  und  Sachverzeichniss  es  zu  thun  ver- 
mag. Wörter  wie:  Anziehung,  Batterie,  Capilarität,  Luftpumpe,  Obertöue, 
Schallfiguren  u.  s.  w.  sollte  man  im  Register  nicht  vermissen.      Camtor. 
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Darstellung  fehlt.  Diese  Lficke  wird  allerdings  dnrch  die  Torliegende 
Arbeit  ansgefüllt,  welche  auch  eine  Reihe  eigner,  zum  Theil  neuer  Dnier- 
snchangen  des  Verfassers  bringt.  Dahin  gehOren  n.  A.  die  Deatnng, 
welche  die  Wirkang  des  Symbols  y^^  an  einen  Vektor  und  an  einen 
Qaatemion  erf&hrt,  femer  eine  bestimmte  geometrische  Darstellung  fEbr 
die  analytischen  Oleichnngen,  welche  compleze  CoefGcienten  enthalten, 
sowie  die  Beantwortung  mancher  bisher  unerledigten  Frage  bei  der  Auf- 
lösung der  Quatemiongleichungen. 

Dem  theoretischen  Bande  soll  in  nächster  Zeit  ein  zweiter  folgen, 
der  eine  systematisch  geordnete  Darstellung  der  Anwendungen  giebt. 

£.  Jahkke« 

Die  sieben  Eechnungsoperationen  mit  allgemeinen  Zahlen.  VonDr.F.Diric. 
Wien  und  Leipzig  1891 ,  Pichler.    165  S. 

Der  kroatische  Verfasser  giebt  |,auf  Grundlage  der  Anschauung  und 
unter  Anwendung  verallgemeinerter  Definitionen  **  eine  sehr  breit  gehaltene  Dar- 
stellung der  Rechnungsöperationen,  die  neben  anderen  den  Vorzug  haben  soll, 
ndass,  während  die  Operationen  in  ihrer  gebräuchlichen  Bedeutung  nur  bei  ihrer 
Anwendung  auf  absolute  ganze  Zahlen  einen  Sinn  haben,  sie  in  unserer 
Bedeutung  bei  allen  Zahlarten  verständlich  sind,  und  spätere,  scheinbar 
willkarliche y  in  der  That  aber  nothwendige  Festsetzungen,  die  jedoch 
keineswegs  durch  das  Permanenzprincip  der  formalen  Gesetze  hinlänglich 
begründet  sind,  vollkommen  gegenstandslos  machen''.  Indessen,  den  Nach- 
weis, dass  derartige  allgemeingiltige  Definitionen  mOglich  sind,  bleibt 
der  Verfasser  schuldig,  und  in  dem  Rahmen  der  wirklich  betrachteten 
Zahlarten  bietet  die  Darstellung  wohl  nichts  wesentlich  Neues.  Bei  der 
Definition  der  irrationalen  Zahlen  fehlen  nähere  Angaben  über  das  Rechnen 
mit  solchen.  Es  wird  nicht  angegeben,  was  nach  dem  Verfasser  etwa 
unter  zwei  gleichen  irrationalen  Zahlen  zu  verstehen  sei.  Sehr  ausführlich 
ist  dagegen  das  Capitel,  welches  vom  „Rechnen  mit  imaginären  und  com- 
plexen  Zahlen  **  handelt.  £.  Jahnke. 


Die  Orundzüge  des  geometrischen  Calculs.    Von  G.  Peano.     üebersetzt 
von  A.  ScHBPP.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1891.    38  S. 

Während  hervorragende  Mathematiker  der  verschiedensten  Nationen 
angefangen  haben,  die  Grass  man  naschen  Principien  zum  Allgemeingut  zu 
machen  und  weiter  auszubauen,  stehen  noch  heute  in  Deutschland  nur  wenige 
Mathematiker  derartigen  Untersuchungen  wohlwollend  gegenüber.  Zu  diesen 
gehört  in  erster  Linie  Herr  Caspary,  der  in  neuester  Zeit  auf  Grass  mann - 
sehen  Ideen  eine  allgemeine,  ausserordentlich  fruchtbare  Methode  aufgebaut 
hat,  welche  die  Geometrie  im  Stein  er 'sehen  Sinne  mit  der  Geometrie  im 
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0fl4  Vohure^   lüffor  KrmhiiUfhii   vmd  4m  KreiavcnnadtBi 
ooDg  de«  Stofei  i¥t  tnMIkkt  die  Bevctfie  ssd  klir  oid 
fiel«  gute  osd  ToUftiadüg  ^mgtaAtitg^  CcfecagiMiIln 
ImgMgi;  die  rdeke  A^üttttwg  aui  Tide»  «Lalcna 
loben«     Kurz:   Heger'«   FhmHmttne   kt  esa  gvte«  Bac^ 
Dor  der  Sehfller  Vide«,  «oaden  asdi  der  Ldbrcr  MamAm 

Aq«CT«efaea  ^tca  vir  ssr  lolgoidc«.     Enlafi:  Fonaebi 

fUifceie  »  f^  H jpoicKfe  X  AnL-Ahsdinitt, 

gefallen  oa«  nielit  Woffir  kii  maa  deim  die  bequeoBea  Bodtttabea^  — 
Zweiten«:  Wenn  man  ab  parallel  soklie  Gerades  definirt,  vel^e  ai^  aiekl 
«ebneiden,  dann  mn««  man  nadiweiisea,  da«  et.  anch  sokhe  Gessdea  giiAL 
Da«  mo««  man  aber  niebi  doreb  einen  Sebeinbewäs  tbna,  fiiew  maam 
zwei  nnendliebe  StAcke,  die  niebi  einmal  eongroent  önd,  zor  I>eekiiiiig 


bringt.    Dieser  Tadel   trifft  jedoeb    niebt    bloa  dieses  Boeh.    soadera  eine 
Unzabi  Lebrbfleber.  p.  ScB&rrs. 


Lehrbuch  der  elemantaren  Planimetrie.  Von  Dr.  Julie«  PcrEsaKM ,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Unirersitlt  Kopenbagen ,  Mitglied  der 
KOnigL  Dftn.  Gesellscbaft  der  Wissenscbaften.  Deutsche  Ausgabe 
unter  Mitwirkung  des  Verfassers  besorgt  Ton  Professor  Dr.  R.  t. 
Fischbr-Behzoit,  Oberlehrer  am  Gjmnasiom  zu  KieL  Zweite 
verbesserte  nnd  mit  einem  Anbange  yersebene  Aasgabe.  Kopen- 
hagen ,  Verlag  von  Andr.  Fred  Heit  &  San ,  Bachhändler  der  KönigL 
Dan.  Gesellscbaft  der  Wissenschaften,  1891.    108  S.    kl.  &. 

Eine  in  jeder  Hinsicht  aasfabrliche  Besprechnng  dieses  trefflichen  Lehr- 
buches ist  im  XXVII.  Bande  dieser  Zeitschrift  (Rist  -  liier.  Abth.  S.  27)  durch 
Herrn  Professor  Dr.  K.  Schwering  erfolgt,  auf  die  wir  hiermit  rer- 
weisen.  ~  Die  vorliegende  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  yon  der 
ersten  hauptsftchlich  nur  durch  einen  Anhang.  Dieser  behandelt  in  be- 
merkenswerther  Eflrze  und  Klarheit  die  bekannte  Lücke,  die  sich  in  der 
Reihe  der  Beweise  der  Geometrie  in  der  Parallelentheorie  findet/  und  yen- 
tilirt  die  Frage,  ob  man  sich  diese  Lücke  in  Zukunft  ausgefallt  denken 
kann.  Der  Verfasser  schlftgt  eine  einschränkende  Bestimmung  für  die 
Definition  der  Ebene  vor,  mit  deren  Hilfe  der  Satz  von  der  Winkelsumme 
des  Dreieckes  ezact  bewiesen  werden  kann:  „Eine  Ebene  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  bei  aufeinander  folgenden  Verschiebungen  in  sich  selbst 
ganz  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt,  wenn  einer  ihrer  Punkte  in 
seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt."  —  Sonstige  Veränderungen  des 
Textes  sind  geringfügig.  Gern  schliessen  wir  uns  dem  vom  Uebersetzer 
neu  Wunsche  an ,  dass  die  Ideen ,  welche  diesem  kleinen  Buche 
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gaben  sind  alle  aus  der  Praxis  genommen  in  Berttcksichtigiing  der  Bedflrf* 
nisse  des  Technikers.  Wdrde  der  VerflEisser  anch  Aufgaben  Ton  theo- 
retischem Interesse  nebst  einigen  Anmerkungen  hinzoflOgen,  so  ist  nicht  ein- 
zusehen, weshalb  das  Buch  nicht  auch  z.  B.  auf  dem  Gymnasium  mit  Nutzen 
gebraucht  werden  könnte.  Mehr  als  den  Sinus-,  Cosinus-  und  Tangenten- 
Satz  haben  wir  nicht  nOthig;  sogar  die  Mollweide'schen  Formeln  kOnnen 
wir  entbehren.  —  Der  Lehrstoff  umfosst  44  Seiten,  den  Best  füllt  eine 
Tabelle  der  trigonometrischen  Zahlen  Ton  10  zu  10  Minuten. 

F.  SCBÖTTB. 

Leitfitden  fttr  den  ersten  XTnterricht  in  der  Oeometrie.  Von  Heinkich 
Sbsoeb,  Director  des  Bealgjmnasiums  zu  Gfistrow.  Fünfte  Auf- 
lage mit  einer  Figurentafel.  Wismar,  HinstorfTsche  Hofbuchhand- 
lung, Verlagsconto  1891.   24  8.    kL  8^. 

Das  Bdchlein  enthSlt  einen  knappen  und  klaren  Abriss  der  Elemente 
der  Planimetrie,  etwa  bis  zur  Lehre  Tom  Kreise.  Es  kann  als  guter 
Leitfaden  fELr  den  Unterricht  in  der  Hand  des  Schülers  dienen,  jedoch 
nicht  zum  Selbstunterricht,  da  es  wegen  seiner  Efirze  hier  und  da  der 
nftheren  Ausführung  und  ErklSrung  Seitens  des  Lehrers  bedarf.  Die 
Lehrsfttze  sind  ohne  Beweis;  ob  der  VerÜEisser  will,  dass  sie  auf  der 
untersten  Stufe  gar  nicht  bewiesen  werden,  oder  ob  der  Beweis  durch  den 
Lehrer  geliefert  werden  soll,  darüber  er&hren  wir  Nichts,  da  das  Büchlein 
der  Vorrede  entbehrt  Die  Aufgaben  sind  ausserordentlich  hübsch  und 
zweckmässig  gewählt  und  ihre  Fassung  ist,  wie  die  der  Lehrsätze ,  muster- 
haft klar  und  präcise.  Eine  Eigenthümlichkeit  und  wohl  ein  Vorzug  des 
Büchleins  ist,  dass  es,  obschon  fflr  die  unterste  Stufe  berechnet,  den  so 
ungemein  wichtigen  Begriff  der  Symmetrie  eingeführt  hat.  Nicht  uner- 
wähnt wollen  wir  auch  die  einfache  und  elegante  Weise  lassen,  mit  welcher 
die  Congruenz  der  Figuren,  sozusagen  ^en  gros^,  behandelt  wird. 

F.  Schütte. 
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2 


pxq  p  +  q.  P  +  i 

welche  wir  (Gesch.  Math.  I,  27)  den  Zerlegungen 

35  ""30  42'     91  ■"  70  130 

entnehmen  zu  dürfen  glaubten,  fand  bei  dem  Pisaner  keine  Bestätigung. 
Man  ^ird  es  uns  nicht  verübeln ,  wenn  wir  heute  unsere  Freude  ausdrücken, 
dass  das  Rechenbuch  von  Achmtm  unsere  Vermuthung  als  Gewissheit  be- 
stätigt hat. 

Herr  Bai  11  et  hat  die  Zerlegungsmethoden,  wie  sie  im  Bechenbuche 
von  Achmlm  gelehrt  werden,  sorgsam  gesammelt.  Sie  kommen  in  letzter 
Linie  auf  folgende  zurück: 

I.  Die  Subtractionsmethode.  Der  Nenner  wird  in  Factoren 
zerlegt,  und,  wo  möglich,  mehrere  solche  Zerlegungen  vorgenommen.  Ein- 
zelne Factoren   werden   alsdann   vom    Zähler  abgezogen,    bis   derselbe  er- 

239 
schöpft  ist.     In  der  21.-*  Aufgabe  z.  B.  ist  t^tt^  zu  zerlegen. 

6460  =  68.95  =  76.85;     239  =  76  +  68  +  95; 

^^^^  239  _  1    1    1 

6460  ""  85  95  68 ' 

Eben  diese  Zahl  6460  hätte  in  zahlreiche  andere  Factorenpaare  zerlegt 
werden  können.  Dass  man  gerade  die  hier  in  Verwendung  gekommenen 
Factoren  bevorzugte,  beruht  darauf,  dass,  wie  sehr  fein  erkannt  worden 
ist,  den  Stammbrüchen  am  Liebsten  solche  Nenner  beigelegt  wurden,  die 
nicht  durch  gar  zu  grosse  Unterschiede  von  einander  abwichen. 

II.  Die  Methode  der  durch  Summentheile  multiplicirten 
Factoren.     Herr  Baillet  kleidet  sie  in  die  Formel: 

,    1  ^  1 


6 .  c  h  +  c       ,     6  +  c 

c  • 0  • 

a  a 

Das  ist  aber  genau  unsere  oben  in*s  Gedächtniss  zurückgerufene  Formel, 

sofern  a  =  2.     Die  allgemeinere  Formel    aufzustellen   waren    wir  nicht  in 

der   Lage,    weil  Ahm  es    in   seiner    Tabelle    keinen   Bruch    mit    von   der 

2  verschiedenem  Zähler  zur  Zerlegung  bringt.     Ein  Beispiel  des  Rechen- 

2 
buches   von   Achmlm   aus  dessen  23.  Aufgabe  bietet  of*     Hier  ist 

35  =  5.7,  5  +  7  =  12,  ^  =  6, 

also 

6.2         5  +  7        1     1 


Ü.5.7      6.5.7      42  50 
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Uüäere  Leser  sehen,  dass  hier  das  Beispiel  des  Ahm  es  und  seine  Zer- 
legung genau  wiederkehren.  Dagegen  ist  bei  Ahm  es  77=770^5'  indem 
augenscheinlich  7  =27  9^  ^^^^^  ^^  dividirt  wurde.  In  der  19.  Aufgabe 
des  Rechenbuches  von  Achmlm  ist  folgendermassen  zerlegt: 

77--7    11      74-11-18     1^-9     -^-^     -J_+Jl-ll 
U-/.11,    <-Mi-iö,     g-i;,    9:7.11~'9.7.11  "9963* 

Hier  erkennt  man,  dass  63  und  99  weniger  weit  von  einander  abstehen 
als  44  und  308,  und  dass  deshalb  jene  ältere  Zerlegung  verlassen  wurde, 
wenn  sie  vielleicht  auch   noch   bekannt  war.     Eine  Zerlegung  nach  dieser 

4 

Methode   mit  grösserem  Zähler  des  zu  zerlegenden  Bruches  bietet    yTö   ^^ 

der  24.  Aufgabe.     Hier  ist: 
143  =  11.13,    11  +  13  =  24,  ^  =  6.  ^-^  = --+-^^  =  -_. 

Wie   diese  Methoden   combinirt  werden    können,    zeigt   beispielsweise 

43 

die  18.  Aufgabe  an  tööTv'      Zunächst  ist  1320=15.88,   also 

43       15  +  28^2.j.  28 


und 


1320      15.88       88  *  1320 
Ferner  ist 

1320=11.120,    12.11  =  132,    132  +  120  =  252  =  9.28. 

Demzufolge  ist 

28      _      9.28      _  11.12-H20  _  1    1 
11. 120  "9.  11.120        9.11.120    "90  99 

43  _  1  J[    l^ 

1320""  88  90  99' 


Wir  bemerken  wiederholt,  dass  in  allen  von  uns,  nach  Herrn  Baillet's 
Vorgang,  beigezogenen  Beispielen,  sämmtliche  Zwischenrechnungen  dem 
Rechenbuche  von  Achmlm  genau  entnommen  sind,  dass  es  sich  also  hier 
nicht  um  Vermnthungen ,  sondern  um  die  wirklichen,  damals  benutzten 
Methoden  handelt  Wer  neuere  Vermuthungen ,  die  früher,  als  Herrn 
Baillet*s  Veröffentlichung  bekannt  wurde,  entstanden  sind,  zu  lesen 
wünscht,  den  verweisen  wir  auf  den  Aufsatz  von  Herrn  Gino  Loria:  Cori' 
geiiure  e  ricerche  suW  arümeiica  degli  antichi  Egiziani  in  der  Bibliotheca 
mathematica  1892,  p.  97-109. 

Die  Aufgaben  selbst  sind,  wie  uns  scheinen  will,  von  geringerer 
Wichtigkeit,  als  dasjenige,  was  wir  ihnen  bezüglich  der  Stammbrüche  ent- 
nommen haben.  Es  genüge  die  Bemerkung,  dass  mitunter  Subtractionen 
gefordert  werden,  deren  Vollziehung  unter  Hindurchgeben  durch  einen 
gemeinsamen  Nenner  gelehrt  wird.    Es  genüge  ferner  die  Mittheilung,  dass 
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Zweisatzrechnangen  vorkommen;  welche  durch  Zinsaufgaben  nothwendig 
gemacht  sind.  Der  Zinsfus3  ist  theils  procentual^  theils  in  Stammbruch- 
form angegeben. 

In  der  26.  Aufgabe  heisst  es,  von  100  erhalte  man  1^,  wie  viel  von 
195?     Die   Auflösung   vervielfacht  1-J^  mit   195    zu    325    und   dieses    mit 

löö  '"^  ^^- 

In  der  35.  Aufgabe  heisst  es,  man  habe  1  von  15^^'  ^^  fordern,  wie 
viel  von  100?  Es  findet  sich  ^\  bei  der  Division  von  3  durch  4  und 
15^^  bei  der  Division  von  63  durch  4.  Folglich  ist  4  mit  100  zu  ver- 
vielfachen und  dann  400  durch  63  zu  dividiren.  Damit  begnügt  der  Verfasser 
sich,  die  Division  ^qq         I    ^ 

"63"""  ^3  63 

vollzieht  er  nicht  und  giebt  dieses  Endergebniss  nicht  an. 

Auch  einige  wenige  Aufgaben  geometrischen  Ursprunges  sind  vor- 
handen, die  indessen  kaum  ein  längeres  Verweilen  lohnen.  Das  Wichtigste 
über  das  Rechenbuch  von  Ach  mim  und  dessen  sehr  dankenswerthe  Heraus- 
gabe dürfte  in  unserer  Notiz  enthalten  sein. 


Recensioneii. 


Philosophie  der  Arithmetik.  Psychologische  und  logische  Untersuchungen 
Ton  Dr.  E.  6.  Husserl,  Privatdocent  der  Philosophie  an  der  üni- 
versitSt  zu  Halle.  I.  Band.  Halle  a.  d.  S.  C.  E.  M.  Pfeffer  (Bobert 
Stricker)  1891.    IX,  323. 

Der  vorliegende  Band  gliedert  sich  in  zwei  Haupttheile,  deren  erster 
„die  eigentlichen  Begriffe  von  Vielheit,  Einheit  und  Anzahl^  behandelt 
„der  Hauptsache  nach  psychologische  Fragen",  während  der  zweite  betitelt 
ist:  „Die  symbolischen  Anzahlbegriffe  und  die  logischen  Quellen  der 
Anzahlen  •Arithmetik*',  worin  der  Verfasser  „zu  zeigen  versucht,  wie 
die  Thatsache,  dass  wir  fast  durchgehends  auf  symbolische  Zahlbegriffe 
eingeschränkt  sind,  den  Sinn  und  Zweck  der  Anzahlen -Arithmetik  be- 
stimmt''. 

Der  erste  Theil  enthält  nach  einer  Einleitung  folgende  Capitel:  1.  Die 
Entstehung  des  Begriffes  Vielheit  vermittelst  desjenigen  der  coUectiven 
Verbindung.  —  2.  Kritische  Entwickelungen.  —  3.  Die  psychologische 
Natur  der  collectiven  Verbindung.  —  4.  Analyse  des  Anzahlbegriffs  nach 
Ursprung  und  Inhalt.  —  5.  Die  Relationen  Mehr  und  Weniger.  —  6.  Die 
Definition  der  Gleichzahligkeit  durch  den  Begriff  der  gegenseitig -ein- 
deutigen Zuordnung.  —  7.  Zahlendefinitionen  durch  Aequivalenz.  —  8.  Dis- 
cussionen  über  Einheit  und  Vielheit.  —  9.  Der  Sinn  der  Zahlenaussage.  — 
Anhang:  Die  nominalistischen  Versuche  von  Helmhol tz  und  Kronecker. 

W.  Unverzagt  sagt  (in:  Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer 
Untersuchungen;  Wiesbaden  1878):  |,Der  Begriff  der  Zahl  ist  in  seinen 
Wandlungen  vielleicht  mit  der  interessanteste  —  freilich  auch  einer  der 
schwierigsten **  und  giebt  dort  eine  kurze  historische  Schilderung  dieser 
Wandlungen.  Seine  Aeusserungen  beziehen  sich  allerdings  in  erster  Linie 
auf  die  mathematische  Entwickelung ,  die  der  Begriff  der  Zahl  erfahren. 
M.  Simon,  dessen  Lehrbuch  der  Arithmetik  den  Beifall  hervorragender 
Mathematiker  gefunden,  spricht  sich  in  seinem  Programm:  „Zu  den  Grund- 
lagen der  nicht- euklidischen  Geometrie*'  (Strassburg  1891)  dahin  aus,  dass 
in  der  Arithmetik  in  den  letzten  zehn  Jahren  eine  gewisse  Uebereinstimmung 
sich  zeige.  „Mit  der  Kant 'sehen  Unterordnung  der  Zahl  unter  die  Zeit 
ist  gebrochen  worden.  Die  Zahl  ist  dem  rein  logischen  Begriff  der  Zu- 
ordnuDg  uuteraiellt*^     Diese  Ansicht  theiVt-  d^x  V^\C^%s^r  des  vorliegenden 
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S.  283 ;  S.  296) ,  ohne  dass  sie  in  den  Berichtigungen  am  Schlüsse  des 
Baches  verbessert  sind.  Eigenihünilich  ist  auch  die  Orthographie  des 
Verfassers.  Dr.  H.  Schotten. 

Function  und  Begriff.  Vortrag,  gehalten  in  der  Sitzung  vom  9.  Januar  1891 
der  Jenaischen  Gesellschaft  für  Medicin  und  Naturwissenschaft  von 
Dr.  G.  Fregb,  Professor  an  der  Universität  Jena.  —  Jena,  Verlag 
von  Hermann  Pohle,  Grossherzogl.  Hofbuchdrucker,  1891.  31  S. 
Preis  1,20  Mk. 

Der  durch  seine  Begriffsschrift  bekannte  Verfasser  bietet  hier  in  etwas 
populärerer  Form  einige  Aufklärungen  über  diese.  Nach  einer  genauen 
Definition  der  Function,  wobei  die  gewissenhafte  Beachtung  von  Form 
und  Inhalt  besonders  empfohlen  wird,  geht  Verfasser  näher  auf  das  Argu- 
ment ein,  das  nicht  äusserlich  zur  Function  gehöre,  sondern  mit  ihr 
zusammen  ein  vollständiges  Ganzes  bilde.  Ferner  wird  der  Unterschied 
zwischen  Function  und  Zahl  behandelt  und  des  Näheren  auf  den  Werth- 
verlauf  einer  Function  eingegangen;  dabei  ergiebt  sich,  dass  der  Begriffs- 
umfang  gleich  dem  Werthverlauf  der  Function  ist.  Diese  Resultate  werden 
dann  auf  ürtheile  angewendet  (Behauptungsgrenze).  Die  scharfe  Be- 
grenzung der  Begriffe  ist  identisch  mit  dem  bestimmten  Werthe,  den  eine 
Function  für  jedes  Argument  annimmt.  Zum  Schluss  geht  der  Verfasser 
auf  die  Begriffsschrift  ein  und  lehrt  die  Bedeutung  der  eingefElhrten 
Zeichen.  Dr.  H.  Schotten. 

Les  nonvelles  bases  de  la  g^om^trie  snpdrieure  (g6om6trie  de  position) 
par  A.  Mouchot  ancien  professeur  de  Tuniversit^,  laur^at  de 
Tacademie  des  sciences.  Paris,  Gauthier -Villars  et  fils  1892.  8^. 
VII,  179  S. 

Die  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  ist  bereits  das  Ziel  sehr 
vieler  Bestrebungen  gewesen,  üeber  Stellung  und  Werth  des  Problems 
im  Zusammenhange  der  Mathematik  kann  man  verschiedener  Ansicht  sein. 
Wichtig  ist  die  Lösung  desselben  besonders  für  die  Vertreter  zweier 
Standpunkte:  Für  jene,  welche  eiu  algebraisches  Symbol  erst  in  dem 
Augenblicke  für  berechtigt  ansehen,  in  welchem  dessen  Anwendbarkeit 
auf  etwas  Substantielles  nachgewiesen  ist,  und  für  jene^  welche  ihrem 
Begriffe  von  Geometrie  eine  solche  Weite  gegeben  haben,  dass  sie  ein 
Rivalisiren  derselben  mit  der  Analysis  in  allen  denkbaren  Richtungen  ver- 
langen. Dem  gegenüber  kann  man  sich  aber  auch  auf  Standpunkte  stellen, 
von  denen  aus  gesehen  die  Lösung  des  Problems  keinen  so  principiellen 
Werth  hat,  wenn  sie  auch  immerhin  als  sehr  interessant  und  nützlich  zu 
bezeichnen  ist.  Der  Analytiker  vom  reinsten  Wasser  leugnet,  bei  der 
Schaffung  und  dem  Gebrauch  des  Imagin&Yeu'vic^^Tid  ^\vi^x  ^wä^^chalb  seiner 


98  Historisch -literarische  Abtheilang. 


"w*  i*.-^-*.*-«^-.,^- _- 


Der  Begriff  der  letzteren  wird  so  gefasst,  dass  auch  jede  eingliedrige 
Oruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält  and  gezeigt,  dass 
auch  umgekehrt  jede  gegebene  infinitesimale  Transformation 

SOk  =  Xk  +  ^k^t+  '  '  -^ 

m 

die  kurz  durch  das  Symbol  n  »^ 

bezeichnet  wird,  einer  und  nur  einer  eiugliedrigen  Gruppe  mit  paarweise 
inversen  Transformationen  angehöre.  Die  endlichen  Gleichungen  dieser 
Gruppe  ergeben  sich  1)  durch  Integration  des  Systems 

dx'k 
in  der  Form  ^k{x\y...x\) 

Slk (x\y . . .  x'n)  ^^kix^y . . . a:„);    Wk{x\, . . .  a;'„)  —  <  =  Wk{x^ , . .  «„), 
und  2)  in  Form  von  Rechenentwickelungen 

Xk-=^Xk  +  tUxk+^U(Uxk)'\'''' 

Eine  Function  52  ist  eine  Invariante  der  Gruppe,  wenn  1752  =  0, 
also  die  allgemeinste  Invariante  eine  willkürliche  Function  der  (n  —  1) 
unabhängigen  Lösungen  von  Uf=0;  die  Gleichung  52  =  0  ist  invariant, 
wenn  USl  =  0  vermöge  52  =  0. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

„gestattet  die  Transformationen  einer  Gruppe*,  sobald  sie  ihre  infinitesimale 
Transformation  zulässt,  das  heisst,  wenn  oi>;t(X;  =  l,  2...n— 1)  die  unab- 
hängigen Lösungen  von  Af=0  sind,  sobald  jedes  UG)k  wieder  eine  Lösung 
ist  —  Gestattet  Af=0  die  r  infinitesimalen  Transformationen  Ukf 
{Jc=l,  2  > . ,  r)j  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 

r 

uf^yjukUkf+vÄf, 

wo  die  tij,..Ur  LösuDgen  von  Af=^0  und  v  eine  willkürliche  Function 
bedeutet;  umgekehrt  sind  die  Coefficienten  der  Ukf  in  jeder  linearen 
Beziehung  zwischen  diesen  und  i4/*  Lösungen  von  Äfs=0.  Ist  r  =  n  — 1 
und  besteht  zwischen  den  Ukf  und  Af  keine  lineare  Beziehung,  so  ist 
der  reciproke  Werth  der  aus  den  Coefficienten  von  Uif...U„^if  Af 
gebildeten  Determinante  ein  Multiplicator  von  Af=0-^  jede  Gleichung 
Af=0  besitzt  solche  (n  — 1)  infinitesimale  Transformationen. 

Für  n  =  2  und  x^=x^  ^i  =  y  (Puukttransformationen  in  der  Ebene), 
geben  die  angeführten  Sätze  eine  Integrationstheorie  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 
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die  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestatten,  indem  ja  die 
Kenntniss  einer  solchen  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  liefert. 
Um  jedoch  diese  Theorie  für  die  allgemeine  Form  i2(a?,  y,  y')  =  0  einer 
solchen  Gleichung  auszugestalten ,  wird  die  Gruppe  in  den  beiden  Variabein 
X,  y  durch  Hinzunahme  der  den  einzelnen  Transformationen  entsprechenden 
Transformation    des   durch   eine   beliebige  Curve   <p(^,  y)  =  0   bestimmten 

Differentialquotienten  y=—-    auf    eine    Gruppe    in    den    drei    Variabein 

dx 

(^»  Vi  yl  erweitert.     Ist 

die  infinitesimale  Transformation  der  gegebenen  Gruppe,  so  ist 

die  infinitesimale  Transformation  der  erweiterten  Gruppe  und  wenn  die 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  Sl{x^  y,  y')  =  0,  mit  dem  allgemeinen 
Integral  Q)(rr,  y)^=constj  die  durch  U'/' bestimmte  Gruppe  gestattet,  das 
heisst,  wenn  ?7(ö  =  0,  vermöge  ©  =  0,  so  ist  auch  D".ß  =  0,  vermöge 
.^  =  0 ,  und  umgekehrt.  —  Die  allgemeinste  eine  gegebene  infinitesimale 
Transformation  Uf  zulassende  Differentialgleichung  erster  Ordnung  wird  also 
gegeben  durch  die  gleich  Null  gesetzte  allgemeinste  Invariante  der  erweiterten 
Transformation  U'f  (Differentialvariante  erster  Ordnung  von 
Uf)\  eine  der  beiden  unabhängigen  Invarianten  von  TT f  ist  die  Invariante 
^l^>  y)  ^on  TJf<t  ist  diese  bekannt,  so  findet  man  die  andere,  y  ent- 
haltende ,  und  damit  also  alle  möglichen ,  durch  blosse  Anwendung  von  Qua- 
draturen. Wenn  also  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  gegeben  und 
ihre  Invariante  bekannt  ist,  so  lassen  sich  durch  Quadraturen  alletin  alle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  diese  Transformation  zulassen, 
herstellen,  und  jede  solche  Differentialgleichung  kann  dann  wieder  durch 
blosse  Quadraturen  integrirt  werden. 

Während  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  infinitesimale 
Transformation  gestattet,  ist  dies  für  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung nicht  n^ehr  der  Fall.  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  welche  die  infinitesimale  Transformation  Uf  oder  die  durch 
dieselbe  defiuirte  eingliedrige  Gruppe  gestattet,  ergiebt  sich  als  die  gleich 
Null  gesetzte  allgemeinste  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gruppe, 
deren  infinitesimale  Transformation  durch 
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dargestellt  wird.  Diese  allgemeinste  Invariante  von  U  f  (Differential- 
invariante zweiter  Ordnung  von  Uf)  ist  eine  willkürliche  Function  der 
Invariante  u  von  Uf^  der  bei  gegebenem  u  durch  Quadraturen  zu  ermitteln- 
den ersten  Differentialinvariante  t;,  und  der  y"  enthaltenden  Invariante 
w^=dv\du.  Analog  findet  man  auch  alle  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung,  die  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  gestatten,  durch  blosse 
Quadraturen  und  Differentationsprocesse^  wenn  die  Invariante  von  Uf  be- 
kannt ist. 

Zur  Entwickelung  der  Integratioustheorie  für  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  die  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
hat  man  zu  beachten,  dass,  wenn  y"=::w{Xy  y,  y)  die  iufinitesimale  Trans- 
formation Uf  zulässt,  die  äquivalente  partielle  Differentialgleichuug 

^  +  y^  +  ic.(^,y,y)^,=0 

die  erweiterte  Transformation  U'f  zulassen  müsse.  Wenn  aber  eine  partielle 
Differentialgleichung 

ox  dy  dz 

die  infinitesimale  Transformation  Uf  in  den  drei  Variabein  {x^  y,  e)  ge- 
stattet, so  bilden  Äf=0  und  Ufs=0  ein  sogenanntes  vollständiges 
System,  das  heisst,  sie  haben  eine  Lösung  gemein,  die  nach  Paul  du 
Bois-Beymond  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  in  x,  y  gefunden  werden  kann,  und  eine  zweite  Lösung 
ergiebt  sich  durch  eine  Quadratur.  Die  Frage  nach  den  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung ,  die  mehrere  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  (das  heisst  solche»  zwischen  denen  keine  homogene 
lineare  Belation  mit  constanten  Coefficienten  besteht)  gestatten,  führt  zu 
dem  Bögriff  der  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen. 

Der  Inbegriff  der  r  infinitesimalen  Transformationen  U^f..,Urf^  und 
der  von  diesen  linear  mit  constanten  Coefficienten  abhängenden ,  bildet  eine 
r-gliedrige  Gruppe  infinitesimaler  Transformationen,  wenn 
auch  jeder  „Klammerausdruck'* 

{UiUi)=üt{l}^f)-V,{Uif) 

und  folglich  auch  jeder  aus  irgend  zwei  Transformationen  der  Gruppe 
gebildeter  Klammerausdruck  mit  zu  diesem  Inbegriff  gehört;  die  Coeffi- 
cienten der  Belationen 

•  =  1 
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die  gewöhnliche  Thetafunction  yod  p  Veränderlichen  mit  den  Para- 
metern Gßn'  verstanden  wird,  wenn  femer  gi»»»gpy  ^|...Ap  beliebige 
reelle  Grössen  bedeuten.  Diese  allgemeine  Thetafanctionen  werden  be- 
zeichnet durch: 

oder  auch,  wo  keine  Verwechslung  zu  befürchten  ist,  durch: 
Das  Symbol  _  _  _    _ 

R::t]»^"-'[J] 

heisst  die  Charakteristik  der  Thetafunction. 

Die  Untersuchungen  der  Herren  Verfasser  beziehen  sich  nun  auf  den 
Fall,  dass  die  Grössen  g  und  h  rationale  Zahlen  bedeuten,  oder,  wie  man 
sich  ausdrückt,  auf  die  Thetafunctionen  mit  rationalen  Charakteristiken. 

Die  Hauptaufgabe  des  ersten  Theiles  des  genannten  Werkes  ist  es, 
ein  allgemeines  Additionstheorem  aufzustellen,  und  zwar  auf  Grund  derjenigen 
np fachen  unendlichen  Reihen,  welche  das  Product  von  n  Thetafunctionen 
mit  verschiedenen  Parametern  darstellen.  Dieses  Additionstheorem  lautet 
folgendermassen : 


«•flf»((.'")).»=^^jf' 


r     =  (•)  n 
a 

Ä 

i-    r     j 


((f"')X(.). 


Hierbei   sind   die  Grössen  u  und  v  durch  die  Gleichungen  verknüpft: 

wobei  die  Grössen  c^^  ganze  Zahlen ,  r^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten ,  die 
den  Bedingungen  unterliegen: 


Aq)      (oa)    (QO-)  ,(a) 

^ftfi   ^fi       ^fi        —  '/* V  ^M/*^ 

wenn  a  =0  ist ,  dagegen : 

wenn  a^a  ist,    wenn  ferner    die  Grössen  0,    0'  die   Reihe    der    Zahlen 
1,  2,. .  .t»,  die  Grössen  |li,  fi   die  Reihe  der  Zahlen  1,  2, . .  .p  durchlaufen. 
Durch  Umkehrung  ergeben  sich  die  Beziehungen: 
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Die   a,  ß  sind  lineare  Formen  der  a,  ß  definirt  durch  die  Gleichungen: 

Pfi  ^  Cju    Pfi  -r  Cfi     Pfi  n Cf^    Pfi 

und  es  deutet  das  Zeichen  ^^  an,  dass  für  v=  1, 2, .  • . n,  |u  =  1 , 2 . .  •  jp  nach  a^^ 

von  0  bis  A|[i—  1  (A^  der  absolute  Betrag  von  Agi)  das  Zeichen  ^^  an,  dass 

fürr=l,...n,  (jl  =  1,2  .,  .p  nach  jSjT^  von  0  bis  r^  —  1  zu  summiren 
ist.  Die  Grössen  ajl/  und  b^ji^  sind  gewisse  positive  rationale  Multipla 
der  Grössen  a^^/iS  endlich  bedeutet  c  eine  mumerische  Constante,  deren 
Werth  bestimmt  wird. 

Neben  der  Herleitung  dieser  allgemeinen  Formel  enthält  der  erste 
Theil  eine  Reihe  von  Specialisirungen  derselben,  welche  fdr  Anwendungen 
besonders  wichtig  sind.  Es  möge  genügen ,  unter  ihnen  eine  einzige  Formel 
herauszugreifen ,  die  sich  für  den  zweiten  Theil  von  fundamentaler  Bedeutung 
zeigt,  und  lautet: 

»'((«')X=5'-Kp....*»« 


klTjtf 


n 
0 


(('»«')X> 


wobei  die  Indices  1  und  n  eine  leicht  angebbare  Bedeutung  besitzen  und 
die  Grössen  Kki„,kp  Constanten  sind,  deren  Werth  auf  zweierlei  Wegen 
gefunden  wird.  Der  zweite  Weg  wird  erst  im  zweiten  Theil  angegeben. 
Die  Methode,  welche  die  Herren  Verfasser  bei  ihren  Entwickelungen  an- 
wenden; besteht,  wie  schon  bemerkt,  in  einer  Umformung  mehrfacher 
Summen  und  zwar  durch  Einführung  neuer  Summationsbuchstaben.  Hierbei 
kommt  das  Problem  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei  Ausdrücke 

^  -  ÜfSf  («Ä-  4"  4'^ + «Ä-  4*'49+ . . .  4t  4"  41'), 

durch  lineare  Substitutionen  mit  nicht  verschwindender  Determinante  und 
rationalen  Coefficienten  in  einander  überzuführen. 

Literaturangaben  finden  sich  nur  in  beschränkter  Anzahl  vor.  Es  ist 
aus  den  Entwickelungen  der  Herren  Verfasser  nicht  zu  ersehen ,  in  welchem 
Verhältniss  die  gefundenen  Resultate  zu  den  thatsächlich  schon  vorhandenen 
Resultaten  anderer  Autoren  stehen.  Es  ist  das  bei  einer  Monographie,  wie 
die  vorliegende,  zu  bedauern.* 

*  £b  möge  in  Bezug  hierauf  u  A.  auf  eine  Arbeit  des  Referenten  verwiesen 
werden,  welche  sich  in  den  Berichten  der  Leipziger  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
vom  6.  Febraar  d.  J.  findet. 
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Der  zweite  Tbeil  enthält  die  TransformatioDstheorie.  Der  wesentliche  und 
schwerwiegende  Unterschied  gegen  die  bisher  aufgestellte  Transformations- 
theorie besteht  darin,  dass  die  4p^  Transformationszahlen  nicht  wie  bis- 
her ganze  Zahlen,  sondern  beliebige  rationale  Zahlen  bedeuten  können. 
Nennen  wir  dieselben: 

Üy^,     B»^,     c,n,     by/lj 

so  leisten  dieselben  ähnlichen  Bedingungsgleichungen  Genüge,  wie  die  ent- 
sprechenden Zahlen  in  der  gewöhnlichen  Transformationstheorie,  nur  kann 
der  Grad  der  Transformation,  welcher  durch  t  bezeichnet  wird,  auch  eine 
gebrochene  Zahl  sein.  Zur  Charakterisirung  der  Transformation  denke 
man  sich  die  Zahlen  a,  b,  c,  b  in  ein  quadratisches  Schema  von  der  Form 
gebracht: 


1 

a,i  .  .  .  ttjp 

Dxi  .  .  .  b,p 

T  = 

Qpi  •   .   •  dpp 

hpi ,  .  *  Opp 

Cj,  .  .  .  C|p 

Wi  •  .  •  ^iP 

« 

Cpi-  .  .  Cpp 

bpi  .  •  .  ^pp 

Dieses  System   von  4|>'  Zahlen    wird  die  Charakteristik  der  Transfor- 
mation genannt,   die  wohl  auch  kurz  folgendermassen  geschrieben  wird: 


!r  = 


Die  Herren  Verfasser  definiren  nun  das  Transformationsproblem  folgender- 
massen.   Setzt  man:  ^__ 

so  können  p  neue  Veränderliche  v  und  nPiP"^  ^)   ^^^^  Parameter  h  aus 

1   ^ 

p  gegebenen  Veränderlichen    u   und   sJP(i^+l)   gegebenen  Parametern  a 

durch  die  Gleichungen  definirt  werden: 

BßQ^—.SAu^l^n,       lA,    (»  =  1,    2...JP. 

Als  Transformationsproblem   für   die  Function  &\  ^    ((u)Vwird  dann 
die  Aufgabe  bezeichnet,  die  genannte  Function  durcli  Fxm&tvc^^^'^N 
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■*>—'«-•«      '^.'V^^^w 


[J-](w). 


auszudrücken  und  zuzusehen,  ob  das  genannte  Problem  für  alle  möglichen 
rationalen  Transformationen  wirklich  lösbar  ist. 

Der  Gang  der  Untersuchung  ist  ein  ähnlicher,  wie  in  der  gewöhnlichen 
Transformationstheorie,  indessen  compliciren  sich  die  Verhältnisse  ungemein, 
so  dass  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  den  Herren  Verfassern  erat 
nach  langwierigen  Untersuchungen  möglich  wurde.  Die  Schwierigkeit  des- 
selben zeigt  sich  auch  in  der  Lösung.  Die  Resultate  sind  ungleich  com- 
plicirter  und  mannigfacher,  als  die  Resultate  der  gewöhnlichen  Transfor- 
mationstheorie. 

Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Untersuchung  liegt  in  der  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  von  Transformationen  aus  und  in  andere.    Es  zeigt 

sich,  dass  eine  Transformation  vom  Grade  -,«  in  das  Product  einer  speciellen 

1  "* 

zur  'Zahl  —,  i    einer  linearen   und   einer   speciellen   zur   Zahl   n   gehörenden 

"*  1 

Transformation  zerfällt  werden  kann.     Die  beiden  zu  den  Zahlen  -;  und  n 

n 

gehörenden  Transformationen  können  auf  Grund  des  speciellen  vorhin  an- 
gegebenen Additionstheoremes  leicht  gelöst  werden,  so  dass  das  Problem 
auf  die  Lösung  des  Problems  der  linearen  Transformation  herauskommt. 
Dieses  Problem  wird  ausführlich  durchgeführt.  Zunächst  werden  drei 
specielle  lineare  Transformationen  behandelt,  und  zwar  lautet  die  erste: 


Ti  = 


fcfftV 

0 

jD 

0 

du* 
r 

wobei  r  eine  positive  ganze  Zahl ,  d^ ,  ganze  Zahlen  mit  der  Determinante 
JD  bedeuten  und  endlich  d'^,  die  Adjuncte  von  d^,  ist. 
Die  zweite  Transformation  lautet: 


Ti/  = 


1...0 
0...1 

0 

ßflp 

1...0 
0...  1 

wobei  Cfjtv  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung  Genüge  leisten: 

Bei  der  dritten  Transformation  endlich ,  die  durch  Tjn  bezeichnet  wird, 
ßnäen  die  folgenden  Relationen  statt: 
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während  alle  übrigen  Grössen  a,  (,  c,  b  den  Werth  Null  besitzen. 

Für  diese  drei  speciellen  Transformationen  resp.  für  deren  inverse 
wird  das  gestellte  Problem  wirklich  gelöst.  Es  zeigt  sich  das  Resultat, 
welches  auch  im  allgemeinen  linearen  Falle  bestehen  bleibt,  dass  die 
ursprüngliche  Thetafunction  mit  den  Argumenten  u  und  den  Parametern  a, 
von  einer  einfachen  Exponentialfunction  abgesehen,  sich  stets  linear  durch 
Thetafunctionen  mit  den  Argumenten  v  und  den  Parametern  h  aus- 
drücken lässt 

Nachdem  diese  drei  Probleme  gelöst  sind,  wird  gezeigt,  dass  die  all- 
gemeine lineare  Transformation  sich  aus  den  vorhin  definirten  speciellen  auf 
mannigfache^  Arten  zusammensetzen  lässt.  Diese  Zusammensetzung  bietet 
grosse  Schwierigkeiten.  Um  sie  zu  überwinden,  werden  vier  Fälle  unter- 
schieden.    Bringt  man  die  allgemeine  lineare  Transformation  in  die  Form: 


T  = 


r 

r 

s 

S 

60  lauten  die  vier  Fälle  folgendermassen : 

Fall     I:  Die  Zahlen  ß  seien  sämmtlich  der  Null  gleich; 

Fall  II:  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es 
besitze  ihre  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth ; 

Fall  III :  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es  besitze 
die  ünterdeterminante  q^^  Grades  V^  =  -^  +  ßnßi% '  •  >  ßqq 
der  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth, 
während  alle  ünterdeterminanten  g  +  1  ^*°  Grades  von  A^ 
verschwinden ; 

Fall  IV:  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich  und  es 

besitze  die  ünterdeterminante  q^^^  Grades 

^fi         —  ^  TT  ßmint  KifitOf  •  •  •  P^q "q 

der  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth, 
während  alle  ünterdeterminanten  q  +  1^^  Grades  von  A^ 
verschwinden. 

In  allen  vier  Fällen  wird  das  Problem  gelöst  und  je  eine  Zusammen- 
setzung gewählt,  welche  die  Herren  Verfasser  für  die  einfachste  halten. 
Die  Zusammenfassung  der  entsprechenden  vier  Formeln  in  eine  einzige 
Hauptformel  und    die  Specialisirang   dieser   letzteren  für  den  Fall  ^ansL- 
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zahliger  TransformatioDSzahlen   bilden  den  Schlnss  der  Betrachtangen ,    die 
sich  auf  die  lineare  Transformation  beziehen. 

Aus  den  vorangehenden  Bemerkungen  ist  ersichtlich ,  dass  das  Werk 
der  Herren  H.  Prym  und  Krazer  im  zweiten  Theile  eine  Reihe  neuer 
Gesichtspunkte  für  die  Transformationstheorie  bringt,  welche  geeignet  sind, 
als  Ausgangspunkt  für  neue  Untersuchungen  zu  dienen.  jf.  Krausb. 


Die  Elemente  der  Zahlentheorie,  dargestellt  von  P.  Bachmann.    Leipzig 
1892.     B.  G.  Teubner. 

Der  Verfasser  beabsichtigt,  wie  er  in  der  Vorrede  erklärt,  ^eine 
Gesammtdarstellung  des  heutigen  Standes  der  Zahlentheorie  zu  versachen*', 
und  zwar  nicht  in  Gestalt  eines  erschöpfenden  Lehrbuches,  sondern  in  einer 
Beihe  von  Einzeldarstellungen,  welche  die  Hauptgebiete  der  Zahlentheorie 
in  ihren  wesentlichen  Zügen  zu  zeichnen  bestimmt  sind. 

Die  vorliegende  Schrift  ist  als  Grundlage  des  Ganzen  anzusehen;  sie 
beschränkt  sich  auf  die  „Elemente^  der  Theorie,  und  behandelt  demgemäss 
—  abgesehen  von  einer  Einleitung  über  die  erforderlichen  Rechnangs- 
Operationen  —  in  vier  Abschnitten  die  Theilbarkeit  der  Zahlen,  die  Con- 
gruenzen,  die  quadratischen  Reste  und  die  quadratischen  Formen.  Der 
Verfasser  hat  sich  bemüht,  eine  eigenartige  Begründung  der  Elemente  zu 
geben,  und  er  bezeichnet  sein  Werk  in  diesem  Sinne  (wie  auch  in  der 
Anlage  des  Ganzen)  als  eine  Ergänzung  zu  dem  vortrefflichen  Dirichlet- 
Dedekind* sehen  Werke. 

Der  Referent  ist  in  der  That  der  Ansicht,  dass  diese  „Ergänzung" 
als  eine  willkommene  zu  begrüssen  ist.  Während  Dedekind  (etc.  soweit 
es  sich  um  die  Elemente  handelt)  den  Standpunkt  der  Dirichlet'schen 
Vorlesungen  festhält,  finden  wir  hier  nicht  nur  spätere  Dirichlet'sche 
Abhandlungen  herangezogen,  sondern  auch  neuere  Beweise  und  Anschau- 
ungen von  Kronecker,  Dedekind,  Schering  u.  A.  verarbeitet.  Ueber- 
dies  weicht  der  Verfasser  in  manchen  wesentlichen  Punkten  von  den 
üblichen  Darstellungen  ab,  indem  er  principiell  fremdartige  Hilfsmittel, 
wie  Transformation  und  Eettenbrüche ,  verschmäht,  und  statt  dessen  einen 
rein  arithmetischen  Gang  einschlägt. 

Die  Einführung  der  eben  erwähnten  neueren  Anschauungen  hat  dem 
Verfasser  Anlass  gegeben  ^  eine  Reihe  fundamentaler  und  weitreichender 
Begriffe,  wie  diejenigen  einer  Restclasse  als  Rechenelementes,  einer  (end- 
lichen) Gruppe,  eines  Moduls,  jeweils  gleich  im  Beginne  in  voller  Allge- 
meinheit zu  Grunde  zu  legen. 

Wenn  nun  auch  keineswegs  zu  verkennen  ist,  dass  dadurch  die  ganze 
Lehre  etwas  Durchgeistigtes  annimmt,  und  der  Leser  von  vornherein  den 
Eindruck  erhält,  dass  die  moderne  Zahlentheorie  nicht  mehr  die  isolirte 
Wissenschaft   von   früher  ist,   sondern  von  denselben  Grundgedanken   be- 
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Zweite,  sehr  veränderte  Auflage.    Freibarg  i.  B.  1892.    Herder'sche 
Verlagsbandlang.     120  S.    Preis  80  Pf. 

Durch  die  vollständige  Umarbeitang  dieses  Leitfadens  der  Physik  ist 
der  Verfasser  von  der  sich  früher  gestellten  Aufgabe  insofern  nicht  ab- 
gewichen, als  er  den  Unterricht  an  der  Hand  der  tagtäglichen  Nattu^ 
beobachtung  und  des  leichten  Versuches  aufbaut,  ohne  die  Grenzen  des 
Fassungsvermögens  der  Kinder  in  der  Volksschule  zu  überschreiten.  Was 
demnach  über  den  Anschauungsunterricht  hinausgeht,  wird  sorgföltig  ver- 
mieden. —  Die  Erfahrung  hat  wohl  den  Verfasser  veranlasst,  die  in  der 
ersten  Auflage  vorhandene  und  für  den  Lehrer  übersichtlichere  Anordnung 
des  Stoffes  auficugeben  und  nunmehr  die  genetische  Behandlung  zu  Grunde 
zu  legen;  denn  es  ist  für  ein  Kind  leichter,  von  Beobachtungen  und  Ver- 
suchen auszugehen  und  daraus  ein  Gesetz  abzuleiten,  als  ein  an  die  Spitze 
gestelltes  Gesetz  aus  Beobachtungen  und  Versuchen  als  richtig  zu  erweisen. 
Am  Schluss  der  einzelnen  Capitel  sind  als  neu  passende  Fragen  und  Auf- 
gaben hinzugefügt,  die  durch  kleineren  Druck  äusserlich  erkennbar  sind.  — 
Die  Eintheilung  des  Stoffes  in  Paragraphen  hätte  besser  für  die  Behand- 
lungsweise  in  der  ersten  Auflage  gepasst,  wo  sie  indessen  fehlt,  wäre 
aber  am  Besten  ganz  unterblieben,  da  nach  unserer  Erfahrung  solche 
Paragraphen  schon  die  wunderlichsten  Anschauungen  in  den  Kinderköpfen 
zu  Tage  gefördert  haben.  —  Bezüglich  des  gediegenen  Inhalts  können  wir 
auf  das  bei  der  Recension  der  ersten  Auflage  Gesagte  verweisen. 

B.  Nebel. 
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Notizen  zur  Geschichte  der 

Von 

G.  Berthold. 


I.   Die  beiden  Nelli. 

Gio.  Batista  Clemente  de*  Nelli,  so  nennt  sich  auf  dem  Titel 
der  Verfasser  der  Vita  e  commercio  letterario  di  Galileo  Galilei, 
LosanDa  1793,  der  nach  Poggendorff  (II,  267)  yon  1661  bis  1725  lebte. 
Auffallend  erscheint,  dass  die  im  Jahre  1793  gedruckte  Vita  von  dem 
bereits  1725  verstorbenen  Nelli  verfasst  sein  soll;  vollends  räthselhaft  wird 
aber  die  Sache,  wenn  man  die  Biographien  Galilei's  durchblättert.  Da 
wird  denn,  nach  dem  Vorgange  Targioni-Tozzetti's,  zunächst  die  be- 
kannte Anecdote  erzählt,  wie  „Nelli**  (so  ohne  Zusatz  bei  Tozzetti), 
oder  der  ^Senator  Nelli ^,  oder  der  „Ritter  Johann  Baptist  Nelli** 
im  Jahre  1739  in  den  Besitz  der  von  Viviani  in  einer  Eorngrube  ver- 
borgenen Manuskripte  Galilei*s  gelangtet  Weiter  heisst  es  dann,  Nelli  habe 
1 750  auch  die  Manuskripte  V  i  v  i  a  n  i  's  und  anderer  Gelehrten  erworben.  Schliess- 
lich wird  berichtet,  Nelli  habe,  auf  diese  Documente  gestützt,  die  Biographie 
Galilei's  verfasst,  welche  1793  gedruckt  wurde;  er  habe  noch  einen  weiteren 
Band  hinzufügen  wollen,  sei  aber  durch  den  Tod  daran  verhindert  worden.  Wie 
reimt  sich  das? — Gehen  wir  zunächst  den  Quellen  nach.  Poggendorff  beruft 
sich  für  seine  Angabe  auf  die  Biographie  universelle;  Letztere  bezeichnet** 
in  der  That  als  Verfasser  einer  Vie  de  Galil^e,  die  aber  zur  Zeit  des 
Druckes  des  Artikels  (1822)  noch  nicht  erschienen  sei,  den  Architekten 
Jean-Baptiste  Nelli  (1661  — 1725),  dem,  als  angeblichem  Verfasser 
der  Vita,  Poggendorff  nunmehr,  entsprechend  der  Titelangabe  des 
inzwischen  längst  erschienenen  Werkes,  den  weiteren  Vornamen  Clemente 
beifügte.  Aus  einer  neueren  Ausgabe  der  Biographie  universelle  führt  Herr 
Gerland  einen  Baptiste-Clement  Nelli,  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahr- 

*  Clemente  Nelli  erwähnt  dieser  Acquisition  v.J.  1789  mit  keinem  Worte, 
er  sagt  nur,  er  habe  1750  und  1754  viele  Manuscripte  Galilei*8  erworben;  sein 
Stillschweigen  spricht  aber  für  die  Richtigkeit  der  Erzählung  Targioni- 
Tozzetti 's,  dem  demente  in  anderen  Punkten  scharf  entgegentritt. 

♦*  Biographie  universelle.    Paris,  Michaud  1822.    T.  XXXI,  p.  48. 
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hnnderts,  in*s  Feld,  bezweifelt  aber,  dass  einer  dieser  Nelli  der  echte 
demente  sei,  und  beruhigt  sich  mit  der  Vermuthang,  dass  der  wahre 
Verfasser  der  Vita  wohl  ein  jüngerer  Spröss  derselben  Familie  gewesen  sei. 

Des  Rfithsels  einfache  Lösung  ist  die,  dass  es  sich  hier  um  Vater 
und  Sohn  handelt.  Den  beiden  Nelli  sind  ausführliche  Artikel  in  Tipaldo's 
Biografia  gewidmet*;  allein  ein  eigenthümliches  VerhSngniss  hat  auch  hier 
gewaltet.  Von  Oiambattista  demente  de'  Nelli,  als  dessen  Vater 
der  1725  verstorbene  Architekt  Oiambattista  de'Nelli  bezeichnet  wird, 
heisst  es,  er  sei  1735  geboren  und  1793  im  Alter  von  68  Jahren  gestorbeD. 
Wenn  sich  auch  das  Geburtsjahr  (1735)  sofort  als  Druckfehler  erweist, 
so  führt  die  weitere  Bemerkung,  demente  habe  von  seinem  Vater  die 
sorgfältigste  Erziehung  genossen,  indem  er  ihn  auf  die  Universität  zu  Pisa 
und  zu  Bologna  geschickt  habe,  zu  unlösbaren  Widersprüchen. 

demente  Nelli  selbst  ist  es,  der  uns  zur  Lösung  des  Rätbsels 
verhilft.  Zunächst  berichtet  er**,  dass  Oio.  Batista  de'  Nelli  —  «mio 
padre*  —  1693  von  Viviani  beauftragt  worden  sei,  den  Entwurf  zu 
einer  neuen  Ausschmückung  der  Fa^ade  seines^  dem  Andenken  Galilei 's 
geweihten  Hauses  in  Florenz  anzufertigen  und  die  Ausführung  zu  leiten; 
sodann  macht  er  die  Angabe***,  derselbe  sei  1725  gestorben,  wobei  er 
ihn  ausdrücklich  als  „il  mio  genitore^  bezeichnet.  Wir  erfahren  dabei 
zugleich,  dass  er,  demente  selbst,  im  Jahre  1737  noch  unter  Vormund- 
schaft gestanden  habe.  Ein  Brief  Cle meuterst,  dd.  10.  Gennaio  1793, 
beweist  uns,  dass  demente  zu  Anfang  des  Jahres  1793  noch  am 
Leben  war. 

Wir  stellen  nunmehr  fest: 

1.  Giambattista  de'  Nelli,  di  Agostino,  Architekt  und  Senator 

zu  Florenz,  geb.  1661,  gest.  7.  Sept.  1725.  Verfasser  der  Dia- 
corsi  di  Architettnra.  Firenze  1753,  posthum,  von  seinem 
Sohne  demente  edirt; 

dessen  Sohn: 

2.  Giambattista  demente  de'  Nelli,  di  Giambattista,  Se- 

nator zu  Florenz,  geb.  17. .?,  gest.  23.  Dec.  1793.  Verfasser  des 
Saggio  di  Storia  letteraria  fiorentina.  Lucca  1759,  und 
der  Vita  e  commercio  letterario  di  Galileo  Galilei. 
Losanna  1793. 
Mag  immerhin  Venturi  das  letztere  Werk  als  ein  „libro  compilato 
come   a   Dio  piacque**  bezeichnet    haben,    so    hat   sich    demente    Nelli 

*  £.  de  Tipaldo,  Biografia  degli  Italiani  illustri  etc.  Venezia  1836.  Vol.  III. 
p.  143  -  146. 

**  Vita  e  commercio  letterario   di   Galileo    Galilei   etc.     Losanna  1798     4^ 
Vol.  I.  p.  671. 
♦»*  1.  c.  p.  875. 
t  1.  c.  p.  742. 
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durch  die  Herausgabe  des  Werkes,  vorzQglich  aber  durch  die  sorgfältige 
Sammlung  und  Conservirnng  der  Manuscripte  Galilei 's  ein  bleibendes 
Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben. 


n.  Der  Ansprach  der  Engländer  auf  die  Erfindung  der  Pendeluhr. 

Seit  Herr  F.  Günther  die  Notiz  von  Littrow  wieder  an*s  Licht 
gezogen  hat,  der  zufolge  die  Engländer  die  Ehre  der  Erfindung  der 
Pendeluhr  ihrem  Landsmann  Richard  Harris  yindiciren,  |,der  schon  im 
Jahre  1641  eine  Uhr  mit  einem  langen  Pendel  verfertigt  haben  soU^*,  ist 
fast  ein  Vierteljahrhundert  vergangen,  ohne  dass  die  Sache  zum  Austrag 
gebracht  werden  konnte,  da  es  bisher  nicht  gelang,  die  Quelle  ausfindig 
zu  machen,  aus  der  Littrow  geschöpft  hat. 

Als  Urquelle  ergiebt  sich  nun  eine  Mittheilung  in  der  Edinburger 
Eucyclopädie  vom  Jahre  1830,  wo  es  heissf^*:  Of  late,  another  candidate 
for  the  application  of  the  pendulum  to  a  clock  has  been  brought  forward 
by  such  respectable  authority,  that  leaves  little  or  no  room  to  doubt  of 
its  authenticity.  Mr.  Grignion  informs  us  „that  a  clock  was  made  in 
1642,  by  Richard  Harris  of  London,  for  the  church  of  St.  PauFs, 
Covent  Garden,  and  that  this  clock  had  a  pendulum  to  it^. 

Trotz  des  „had"  und  trotz  der  Autorität  des  Mr.  Grignion  unter- 
liegt es  nicht  dem  mindesten  Zweifel,  dass  die  alte  Uhr  von  1642,  wie 
so  manche  andere,  erst  später  mit  einem  Pendel  versehen  ist. 


m.  Kepler,  Huygens  und  das  Perpetuum  mobile. 

Unter  den  schwindelhaften  Erfindungen,  mit  denen  Cornelis  Drebbel 
Kaiser,  Könige  und  Fürsten  in  seinem  Zauberbann  zu  locken  verstand, 
figurirte  natürlich  das  Perpetuum  mobile  in  erster  Reihe.  Noch  während 
seines  ersten  Aufenthaltes  in  England  bei  Jacob  I.  Hess  Kaiser  Rudolph  II. 
im  Jahre  1607  an  ihn  die  schmeichelhafte  Aufforderung  ergehen ,  an  seinen 
Hof  nach  Prag  zu  kommen.  An  demselben  Tage,  an  welchem  Kepler 
von  dieser  Einladung  gehört  hatte,  machte  er  dem  Fürsten  August  von 
Anhalt  hiervon  Mittheilnng,  da  dieser  kurz  vorher  Kepler 's  Urtheil 
über  DrebbeTs  Erfindungen  erbeten  und  angefragt  hatte,  ob  von  den- 
selben sich  etwa  ein  Vortheil  bei  der  Construction  gewisser  hydraulischer 
Maschinen  beim  Bergwerksbetriebe  erwarten  Hesse,  über  welche  Fürst 
August  bereits  längere  Zeit  mit  Kepler  verhandelt  hatte.  Kepler 
schickt    ein    ausführliches    Gutachten    über    die    eingesandten    Pläne    und 

*  Gehler,  PhyBikalisches  Wörterbuch.    Leipzig  1839.    Bd.  IX,  8.  1115. 
**  The  Edinburgh  Encyclopaedia  conducted  byBrewster.    Edinburgh  1830. 
40.    Vol.  XI,  p.  117. 
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Modelle,  giebt  dabei  ein  kurzes  £xpo86  über  den  Sinn  einer  Maschine, 
und  knüpft  daran  ein  höchst  abfälliges  ürtheil  über  DrebbeTs  angeb- 
liche Erfindung.  y,Jam  si  Drublerus  [Drebbelius]  Spiritus,  unum 
vel  decem,  poterit  conducere,  qui  nullius  cibi  et  potus  indigi  aquam 
montis  exhauriant;  vel  si  creare  poterit  animam  novam,  quae  instrumenta 
ejus  sine  ponderibus  aliosque  motus  elementares  moveat,  et  in  motu  con- 
servet:  tunc  mihi  erit  magnus  Apollo.  Nollem  autem  hac  de  re  vel 
duorum  tantum  florenorum  cum  aliquo  facere  spon8ionem\* 

In  gleichem  Sinne  äussert  sich  50  Jahre  später  Chr.  Hujgens 
über  J.  J.  Becher 's  angebliches  Perpetuum  mobile.  „Avant  hier^, 
schreibt  er  in  einem  Briefe  an  Boulliau  vom  22.  Januar  1660 "**,  |,il  me 
vint  veoir  un  Allemaud  nomme  Joannes  Joachim us  Becherus  qui 
sc  vante  d'avoir  construit  un  perpetuum  mobile  a  Mayence  au  depens  de 
Telecteur,  qui  auroit  desia  alle  6  mois  durant.  solis  principiis' 
mechanicis.     Je  n'en  croj  rien." 

Ausführlicher  streift  Hujgens  die  Sache  im  Horologium  oscillatorium 
vom  Jahre  1673.  Nachdem  er  im  vierten  Theile  desselben  als  erste 
Hypothese  den  Satz  aufgestellt  hat:  Wenn  beliebige  Gewichte,  kraft  ihrer 
Schwere,  sich  zu  bewegen  beginnen,  könne  ihr  gemeinschaftlicher  Schwer- 
punkt nicht  höher  steigen,  als  bis  dahin,  wo  sich  Letzterer  bei  Beginn 
der  Bewegung  befand;  und  nachdem  er  alsdann  bemerkt  hat,  dass  diese 
Hypothe'se  nichts  Anderes  besage,  als  was  Niemand  jemals  bestritten  habe, 

nämlich,  dass  schwere  Körper  sich  nicht  nach  oben  erheben,  setzt  er  hinzu: 

»  

„In  der  That,  wenn  die  Erfinder  neuer  Maschinen,  welche  vergebens  ein 
Perpetuum  mobile  zu  construiren  versuchen,  von  eben  dieser  Hypothese 
Gebrauch  zu  machen  verständen,  so  würden  sie  ihre  Irrthümer  leicht 
selbst  erkennen^  und  einsehen,  dass  die  Sache  auf  mechanischem 
Wege  (mechanica  ratione)  unmöglich  sei**.*** 

An  diesem  Ausdruck  nimmt  Herr  Mach  Anstoss,  indem  er  schreibtf: 
„Eine  jesuitische  reservatio  mentalis  ist  vielleicht  in  den  Worten  „me- 
chanica ratione **  angedeutet.  Man  könnte  hiernach  glauben,  dEtss  Huygens 
ein  nicht  mechanisches  perpetuum  mobile  für  möglich  hält"  Nun, 
Huygens    ist    die    Antwort    auf   diese    Frage    nicht    schuldig   geblieben, 

<*  M.  G.  Hanschius,  Joannis  Keppieri  aliorumque  epistolae  mutuae. 
Lipsiae  1718.  Fol.  p.  394. 

••  C.  Henry,  Huygens  et  Roberval.  Documenta  nouveaux.  Leyde  1879. 
4®.  p.  28;  dieser  bisher  unbekannte  Brief  Huygens',  welcher  obige  Randbemerkung 
enthält,  beweist,  dass  Huygens  nicht,  wie  bisher  angenommen  wurde,  gleich- 
zeitig zwei  yerschiedene  Zeichnungen  von  Galilei 's  Pendeluhr  erhielt,  sondern 
anfangs  nur  die  erste;  er  äussert  den  lebhaften  Wunsch,  auch  die  andere  Zeich- 
nung zu  sehen,  welche  ihm  Boulliau  versprochen  habe. 
•••  Horologium  oscillatorium.    Paris  1678.   Fol.  p.  93. 

t  Die  Geschichte  und  die  Wurzel  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Arbeit. 
•*  ^q  1872.    S.  10. 
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sondern  hat  sich  in  unzweideutiger  Weise  darüher  ausgesprochen.  In 
einem  Briefe  an  Leihniz  erwähnt  er,  man  habe  fUr  Uhren  ein  Per- 
petuum mobile  gesucht,  und  föhrt  dann  fort:  „Celui  pour  qui  est  cette 
information  ne  doit  pas  entendre  les  principes  de  Tart,  s'il  s'imagine  de 
pouYoir  effectuer  un  tel  mouvement  mechanice,  car  pour  physico- 
mechanice  il  semble  toujours  quMl  y  ait  quelque  esp6rance,  comme  en 
emploiant  la  pierre  d'aimant."  * 

Wenn  H u y g e n s  streng  zwischen  einem  Perpetuum  mobile  mechanica 
ratione,  welches  er  für  unmöglich  erklärt,  und  einem  solchen  phy sie o- 
mechanice  unterscheidet,  welches  er  nicht  ohne  Weiteres  für  unmöglich 
hält,  so  entspricht  dies  genau  der  Stellung,  welche  die  Wissenschaft  in 
jenen  Tagen  erreicht  hatte;  um  ein  Perpetuum  mobile  in  jeder  Form  als 
etwas  Widersinniges  abzuweisen,  dazu  hätte  es  der  vollen  Eenntniss  des 
Principes  der  Erhaltung  der  Energie  bedurft,  zu  dem  Huygens  eben 
erst  den  Grundstein  gelegt  hatte. 


*  P.  J.  üylenbroek,   Chriatiani  Hugenii  Exercitationes  mathematicae 
et  philosophicae.    Hagae  Comitam  1832.   4^  T.  I,  p.  146. 


Nachtrag 

zu 

meiner  Uebersetzung  des  Mathematiker -Verzeichnisses  im  Fihrist  des 

Ibn  Abi  Ja*küb  an-Nadim. 


(Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIISapplementheft  od.  Abhdlgn.  z.  Gesch.  d.  Math.  VI.) 


Ich   übersetzte  S.  18  im  Artikel    „Archimedes'':     „Ein  Buch  über 
die  Wasseruhren,  welche  Schleadersteine  werfen.^     Erst  nach  der  Heraas- 
gabe meiner  Arbeit  wurde  ich  durch  den  Aufsatz  A.  Witts tein's  „Historisch- 
astronomische Fragmente    ans    der    orientalischen   Literatur   (in  demselben 
Heft  VI   der  Abhandlungen)   auf  eine  Abhandlung  Carra  de  Vaux's  im 
Journal    asiatique,    VIII.  S6rie   Bd.  XVII.  1891   aufmerksam   gemacht,    in 
welcher  ein  Manuscript  der  Nationalbibliothek   in   Paris   besprochen   wird, 
das    unter  Anderem    eine  Abhandlung    über  die  Wasseruhren  enthält,    die 
von  Archimedes  herrühren  soll ,  der  arabische  üebersetzer  ist  nicht  genannt. 
Herr  Carra   deVaux  bemerkt  auch,    dass   der  T&rlch   al-Hukam&   des 
Ibn  al  •  Kufti   unter   den  Werken    des  Archimedes    eine   Abhandlung    über 
die  Wasseruhren    anführe,    die   denselben    Titel    trägt,    wie    diejenige    im 
Fihrist   (aus    dem    eben    zum  grössten  Theile  Ibn  al-Ruftl  geschöpft  bat), 
die   aber  Herr  Carra  de  Vaux  nicht    gekannt   zu    haben   scheint.     Aus 
dieser  Abhandlung  ergiebt  sich  nun,   dass  statt  „Schleudei^steine*  werfen" 
zu    übersetzen    ist:    „Kugeln   werfen   oder  fallen   lassen'';   die   betrefifende 
Stelle    lautet   nach    der   Uebersetzung    Carra   de    Vaux*s:     j,Toutes    les 
henres   un    trou    du    plateau    8up6rieur    vient  en  coYncidence  avec  le  trou 
unique    du    plateau    inf6rieur;    une   balle   tombe;    eile  est  amen6e  däns  la 
tßte  de   corbeau   plac6e  4  rext6rieur  de  la  caisse»    dont  le  bec  s'ouvre  par 
un   Systeme   de    bascule    et  semble   la  cracher.     On   obtient  une  sonnerie 
en   pla9ant  sous  la  töte  de  corbeau  une  cymbale  de  cuivre  ou  de  chaljbs 
retentissante  que  la  balle  yient  frapper  dans  sa  chute.^ 

Man  vergleiche  hiermit  folgende  Stellen: 

Vitruvii    de    architectura,    liber   IX.  cap.  IX  (VIII),    welches    über 
die  Wasseruhren  handelt:    ^Item  aliae  regulae  aliaque  tjmpana  ad  eundem 


♦  So  übersetzte  ich  .  voLj  nach  den  Wörterbüchern 


Nachtrag  zu  meiner  üebersetzong  des  Math.  -Verzeichn.  etc.  Von  H.  Suter.  127 

modum  dentata  una  motione  coacta  versando  faciunt  effectus  varielatesque 
motionam^  in  qaibas  moventur  sigilla,  vertuntur  metae,  calcnli  ant 
ova  proiciuntur,  bucinae  cannnt,  reliqnaqae  parerga. 

Einhardi  annales  Francorum,  annus  807,  wo  er  über  die  Geschenke 
berichtet,  die  Karl  der  Grosse  von  dem  Perserkönig  (d.  h.  v.  H&rün  ar- 
Raschid)  erhalten  habe,  und  speciell  die  berühmte  Uhr  mit  folgenden 
Worten  beschreibt:  „necnon  et  horologium  ex  aaricaico,  arte  mechanica 
mirifice  compositum ,  in  quo  duodecim  horarum  cursus  ad  clepsydram  verte- 
batur,  cum  totidem  aereis  pilulis,  qaae  ad  completionem  horarum 
decidebant,  et  casu  suo  subjectum  sibi  cimbalum  tinnire  faciebant, 
additis  in  eodem  ejusdem  numeri  equitibus,  qui  per  duodecim  fenestras  com- 
pletis  horis  exiebant,  et  impulsu  egressionis  suae  totidem  fenestras,  quae 
prius  erant  apertae,  claudebant  etc." 

Andere  Stellen  über  diesen  Gegenstand  Hessen  sich  wohl  auch  noch  in 
griechischen  Autoren*,  deren  mir  gegenwärtig  keine  vorliegen,  nachweisen; 
sie  zeigen  zur  Genüge,  dass  den  Alten  schon  solche  Wasseruhren ,  „welche 
Kugeln  werfen",  bekannt  waren;  hieraus  und  aus  der  Thatsache  sodann, 
dass  die  Araber  dieselben  schon  unter  H&rün,  also  in  der  ersten  Zeit  ihrer 
culturiellen  Entwicklung,  kannten^  folgt  wohl  mit  grösster  Wahrscheinlich- 
keit, dass  die  Araber  nicht  Erfinder  dieser  Uhren  waren,  sondern  ihre 
Kenntniss  derselben  von  den  Griechen  her  erhalten  hatten.  Es  ist  daher 
die  Ansicht  Carra  de  Vaux's,  dass  die  Zuweisung  dieser  Schrift  an 
Archimedes  wohl  weiter  nichts  als  die  „abgedroschene  List^  (ruse  banale) 
eines  Autors  gewesen  sei,  der  gern  gelesen  sein  wollte,  kaum  zu  unter- 
stützen, sondern  es  gewinnt  im  Gegentheil  die  Richtigkeit  der  Angabe  des 
Ibn  Abi  Ja^küb  an-Nadim  von  einer  griechischen  Schrift  über  solche 
Uhren  grosse  Wahrscheinlichkeit;  ob  dieselbe  nun  von  Archimedes  herstamme, 
ist  eine  andere  Frage,  die  hier  nicht  weiter  erörtert  werden  soll. 


*  VitruviuB  verweist  in  jenem  und  dem  vorhergehenden  Capitel  auf 
K  tesibioB,  Aristarchos  von  Samos,  Eudoxos,  Apollonios,  Skopinas 
von  SyrakuB  (?)n.  A. 

Zürich,  im  März  1893.  Hbinbich  Süter. 


Receiisioneii. 


lieber  elektrische  Kraftübertragang,  insbesondere  über  Drehstrom. 
£iD  gemeinverstttodlicher  Experimentalvortrag  von  F.  Braun. 
Tübingen  1892.  Verlag  der  H.  Laupp'scben  Eacbbandlung.  38  S. 
Preis  1  Mk. 

Die  mit  so  grossem  £rfolg  durchgeführte  elektrische  Kraftübertragung 
von  Lauffen  am  Neckar  nach  Frankfurt  a.  M. ,   anlässlich   der  in  letzterem 
Orte  stattgefundenen  internationalen  elektrotechnischen  Ausstellung^  hat  das 
Interesse  des  gebildeten  Publikums   so  sehr  in  Anspruch  genommen,    dass 
von   ihm   aus  auch   eine  weitere   Belehrung  über   die  einzelnen  Vorgänge 
vielfach  verlangt  wurde.     Verfasser  hat  deshalb  seinen  mit  grossem  Beifall 
aufgenommenen    Experimentalvortrag    dem  Druck    übergeben,   damit  auch 
ein  grösseres  Publikum    sich  daraus  unterrichte.     Das  Lesen  wird  sehr  er- 
leichtert, indem  der  Verfasser  bei  der  Behandlung  weit  ausholt  und  dabei 
einen  Theil  der  neueren  ElektricitStslehre  berücksichtigt.    Auch  die  in  den 
Text  eingedruckten   Abbildungen   tragen   wesentlich   zum  Verständniss   des 
Vorgetragenen  bei ,  so  dass  sicherlich  Jedermann  einen  Begriff  davon  erhält, 
von    welcher    enormen  Wichtigkeit   diese  Kraftübertragung    nicht    nur   für 
die  Elektrotechnik  im  Besonderen,  sondern  auch  fUr  die  Technik   im  All- 
gemeinen ist.  B.  Nebel. 

Aufgaben  aus  der  Physik,  nebst  einem  Anhange,  physikalische  Tabellen 
enthaltend.  Zum  Gebrauche  für  Lehrer  und  Schüler  in  höheren 
UnterrichtsanstAlten  und  besonders  beim  Selbstunterricht.  Von 
C.  Flibdner.  7.  verbesserte  und  vermehrte  Auflage,  bearbeitet 
von  0.  Krebs.  Mit  74  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen. 
Braunschweig  1891.  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn. 
134  S.  und  Anhang  33  S.     Preis  2  Mk.  40  Pf. 

Auflösungen  zu  den  Aufgaben  aus  der  Physik  (vergl.  Vorstehendes). 
Mit  122  in  den  Text  eingedruckten  Holzstichen.  197  S.  Preis  3  Mk.  60  Pf. 

Die  Fliedner*sche  Aufgabensammlung  ist  eine  von  den  wenigen 
Aufgabensammlungen,  welche  in  der  Physik  allgemein  als  gut  anerkannt 
werden  und  sich  deshalb  einer  grossen  Verbreitung  erfreuen.  Nachdem 
Fliedner  gestorben  war,  hat  Krebs  die  Herausgabe  der  neuen  Auflage 
übernommen    und  dabei  die  Fortschritte^    namentlich    auf  dem  Gebiet  von 
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A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity.    By  A.  E.  H.  Loyb. 

Volame  I.     Cambridge:  At  the  üniversity  press.  1892. 

Das  Werk,  welches  sein  Entstehen  einer  Anregung  von  Mr.  Webb 
verdankt,  zeigt  dieselbe  Eintheilung,  wie  sie  zuerst  von  C  leb  seh  auf- 
gestellt wurde.  Der  vorliegende  erste  Band  beschäftigt  sich  ausscbliesslich 
mit  der  allgemeinen  Theorie  der  Elasticitäi  solcher  Körper,  die  allseitig 
endliche  Dimensionen  haben,  und  somit  ezacte  Lösungen  zulassen.  Die 
anderen  Fälle  sollen  in  einem  zweiten  Bande  «usammengefasst  werden. 
Gleichsam  als  Einleitung  wird  eine  kurze  historische  Skizze  über  den 
Ursprung  und  die  Entwickelung  der  Elasticitätstheorie  gegeben,  die  aber 
keinen  Anspruch  auf  Vollstfindigkeit  machen  soll,  da  ein  solches  Geschichts- 
werk schon  von  Todhunter  her  existirt,  sondern  nur  den  Zweck  hat,  das 
Verstfindniss  zu  erleichtern  und  das  Interesse  für  die  Theorie  zu  wecken. 
Das  eigentliche  Ziel  ist,  den  heutigen  Stand  der  Elasticitätstheorie  im 
Zusammenhang  darzustellen  und  den  Weg  zu  zeigen ,  auf  welchem  man 
soweit  gekommen  ist,  dabei  werden  sowohl  die  rein  analytischen  Eni- 
Wickelungen,  als  auch  die  speciell  technischen  Einzelheiten  ganz  übergangen. 
Bei  den  einzelnen  Capiteln  bedient  sich  der  Verfasser  der  Methoden  und 
Theorien ,  wie  sie  von  den  bedeutendsten  Forschern  auf  den  Specialgebieten 
fruchtbringend  verwendet  wurden ,  und  verarbeitet  sie  derart ,  dass  sie 
ein  Ganzes  bilden.  Die  Beispiele,  von  denen  nur  die  Endresultate  mit- 
getheilt  sind,  wurden  so  ausgewählt,  dass  sie  mit  den  im  Text  vorge- 
tragenen Methoden  zu  lösen  sind.  Auf  den  Inhalt  der  einzelnen  Capitel 
näher  einzugehen,  würde  hier  zu  weit  führen.  —  Durch  reinen  und  exacten 
Druck  zeichnet  sich  das  Buch  schon  in  seinem  Aeusseren  vortheilhaft  aus. 

B.  Nebbl. 

Elementary  Thermodynamics.     By  J.  Pakker.     Cambridge:    At  the  üni- 
versity  press.     1891. 

Das  Wort  „Elementary^  im  Titel  soll  nur  andeuten,  dass  auf  die 
Details  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  in  diesem  Buche  nicbt  ein- 
gegangen wird.  —  Das  erste  Capitel,  welches  der  Erhaltung  der  Energie 
gewidmet  ist,  beginnt  mit  der  Zusammenstellung  der  Maasseinheiten,  und 
zwar  mit  dem  Metermaass,  dessen  Beziehung  mit  dem  englischen  Maass 
unmittelbar  darauf  folgt.  Es  muss  als  ein  grosser  Fortschritt  bezeichnet 
werden,  dass  der  Verfasser  erklärt,  dass  er  in  diesem  Buche  nur  das 
Centimeter  -  Gramm  -  Secunden  -  System  (C.  -  G.  -  S.  -  System)  benützen  werde, 
also  dasjenige  Maass  -  System ,  das  auf  dem  Pariser  Congress  zur  allgemeinen 
Annahme  vorgeschlagen,  von  den  Engländern  bis  jetzt  aber  nicht  ange- 
nommen wurde.  Zu  wünschen  wäre  nur,  dass  noch  mehr  englische 
Autoren  diesem  rühmlichen  Beispiel  folgen  würden,  dann  würde  die  eng- 
Jische  Jugend,    wenigstens    in    den    wissenschaftlichen    Kreisen,    sich   sehr 
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bei  einer  neuen  Aaflage  gemacht,   daniit  der  gediegene  Inhalt  des  Baches 
auch  ein  entsprechendes  Aeussere  zeige.  B.  Nebei«. 


Die  Tabellen  der  TThrmacherkünst,  nebst  einer  Sammlung  mathematischer 
Hilfstafeln  für  Uhrmacher.  Herausgegeben  von  Geloich  und  Dibtz- 
souoLD.  Wien,  Pest,  Leipzig  1892.  Verlag  von  A*  Hartleben. 
231  S.    Preis  8  Mk. 

Je  mehr  sich  die  rechnerische  Methode  in  der  ührmacherkunst  gegen- 
über der  graphischen  yerbreitet,  um  so  mehr  stellte  sich  das  Bedürfniss 
heraus,  die  Rechnungen  durch  geeignete  Tabellen  zu  unterstützen.  Im 
Laufe  der  Zeit  sind  diese  Tabellen  der  Zahl  nach  bedeutend  gewachsen, 
ohne  in  einem  einzigen  Werke  vereinigt  zu  sein.  Die  Herausgeber  haben 
sich  deshalb  der  dankenswerthen  Mühe  unterzogen,  diese  Tabellen  zu 
sammeln,  durch  entsprechende  mathematische  Tabellen  zu  erweitem,  so 
dass  der  ganze  mathematische  Apparat,  wie  er  für  die  Uhrmacherkunst 
erforderlich  ist,  in  einem  Bande  zusammengestellt  ist.  Auch  dem 
commerciellen  Bedürfnisse  der  Uhrmacher  wird  durch  die  Aufnahme  der 
ausführlichen  Zinseszinstabellen  Rechnung  getragen.  Nicht  allein  in  ühr- 
macherkreisen ,  sondern  hauptsächlich  in  den  Uhrmacherschulen  und  in  den 
Gewerbeschulen  wird  dieses  auch  in  seiner  Ausstattung  vorzügliche  Werk 
grossen  Anklang  finden.  B.  Nebei«. 

Beiträge  zur  theoretischen  und  reohnerischen  Behandlung  der  Am- 
gleichung  periodischer  Schraubenfehler.  Von  Dr.  J.  Domke. 
Berlin  1892.     Verlag  von  Julius  Springer.     46  S.     Preis  2  Mk. 

Die  vorliegenden  Studienergebnisse  stützen  sich  auf  die  Bessel'sche 
Methode  der  Bestimmung  der  Schraubenfehler.  Statt  alle  die  einzelnen 
Fehler  für  sich  zu  bestimmen,  so  kann  man  die  Schraubenfehler,  da  sie 
in  allen  Theilen  einen  durchaus  stetigen  Verlauf  zeigen,  als  Functionen 
der  Ablesung  darstellen,  und  zwar  die  fortschreitenden  Fehler  durch  eine 
Potenzreihe,  die  periodischen  durch  eine  trigonometrische  Reihe.  Nun 
lassen  sich  die  Gesetze  der  Fehler  schon  aus  relativ  wenigen  Messungen 
bestimmen,  man  hat  nur  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die 
Werthe  für  die  Constanten  zu  ermitteln.  Verfasser  giebt  in  seiner  Arbeit 
zwei  Darstellungsmethoden  an,  welche  unter  Berücksichtigung  einer  zweiten 
Näherang,  wie  sie  namentlich  bei  älteren  Instrumenten  nöthig  ist,  zu 
Ergebnissen  führen,  die  für  alle  Fälle  der  Praxis  vollkommen  genügen 
werden.  B.  Nebel. 

Die  Strahlenbrechung  auf  der  Sonne,  ein  geometrischer  Beitrag  zur 
Sonnenphysik  von  August  Scdmidt.  Mit  Figuren  im  Text.  Stutt- 
gart 1891.     Verlag  von  J.  B.  Metil^x.    ?fl  ^. 
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lieber  die  wichtigsten  internationalen  Maass- Einheiten.  Von  Carl 
August  Porgbs.  Sonderabdruck  aus  den  ,, Mittheilungen  über 
Oegenstände  des  Artillerie-  und  Genie -Wesens*'.  Wien  1892.  Verlag 
des  Techn.  und  Administr.- Militär -Comit6's.     72  S. 

Verfasser  glaubt,  den  vorhandenen,  wirklich  guten  Schriften  über  die 
absoluten  Maass  -  Einheiten  noch  eine  weitere  Schrift  beifügen  zu  sollen. 
Nach  unserem  Dafürhalten  wäre  dies  nicht  nOthig  gewesen.  Besser  hätten 
die  Worte  „Mega**  und  „Mikro**  an  solchen  Einheiten  erläutert  werden 
sollen,  die  gewöhnlich  auch  in  der  Praxis  vorkommen.  Wann  spricht 
man  z.  B.  von  Mikrodynen?       B,  Nbbei.. 

Die  Gravitation.  Eine  elementare  Erklärung  der  hauptsächlichsten  Störungen 
im  Sonnensystem.  Von  Sir  George  Biddell  Airy,  übersetzt  von 
Rudolf  Hoffmann.  Mit  50  Textfiguren.  Leipzig  1891.  Verlag 
von  Wilhelm  Engelmann.  176  S.  Preis  3  Mk. 
Das  Original  dieser  inhaltreichen  und  geistvollen  Schrift  des  grossen 
englischen  Astronomen  erschien  im  Jahre  1834  und  erfuhr  im  Jahre  1839 
eine  deutsche  üebersetzung.  Nachdem  beides  im  Buchhandel  vergriffen 
war,  wurde  im  Jahre  1884  eine  neue  englische  Ausgabe  veröffentlicht, 
deren  üebersetzung  nunmehr  dem  deutschen  Publikum  dargeboten  wird. 
Airy  hat  es  in  meisterhafter  Weise  verstanden,  dem  grösseren  Publikum 
ohne  jede  Rechnung  eine  Einsicht  in  die  zum  Theil  verwickelten  Beweg- 
ungen der  Planeten  und  ihrer  Monde  zu  verschaffen,  soweit  dieselben  dem 
Newton 'sehen  Gravitationsgesetze  unterworfen  sind.  Je  mehr  sieb  Airy 
mit  der  Zubereitung  des  Stoffes  für  dieses  Buch  beschäftigte,  um  so  mehr 
fand  er  zu  seinem  eigenen  Erstaunen,  dass  diese  Schrift  auch  für  einen 
Kreis  von  Studirenden  nützlich  ist,  die  ansehnliche  mathematische  Kennt- 
nisse besitzen  und  gewöhnt  sind ,  sie  zur  Erklärung  schwerer  physikalischer 
Aufgaben  zu  verwenden.  Dieser  Gesichtspunkt  ist  dann  für  ihn  bei  dem 
Druck  massgebend  geworden.  Airy 's  Bestreben  ist,  durch  Mittheilung 
von  Resultaten  in  leichtverständlicher  Fassung  zu  weiterer  Forschung  an- 
zuregen, namentlich  fasst  er  die  Mathematiker  in's  Auge,  damit  sie  durch 
Anwendung  höherer  Rechnungsarten  die  Resultate  vervollständigen,  die* 
für  das  Begreifen  des  Weltsystems  von  Wichtigkeit  sind.  Airy  versteht 
anzuregen  und  Interesse  für  die  Astronomie  zu  erwecken,  was  für  den 
Fortschritt  der  Wissenschaft  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Auch  das 
deutsche  Publikum  wird  dem  üebersetzer  Dank  wissen,  dass  er  ihm  dieses 
Buch  wieder  zugänglich  gemacht  hat,  da  bei  uns  zur  Zeit  das  Bestreben 
ist,  nicht  nur  die  Wissenschaft  zu  fördern,  sondern  das  Errungene  der 
Allgemeinheit  zugänglich  zu  machen.  B,  Nebel* 


Die  Einheit    der   Natnrkräfte.     Ein  Beitrag   zur  Naturphilosophie.     Von 
P.  Angblo   Secchi.     AutoTiaitt^  üebersetzung  von   Rud.  Schuleb. 
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mark  und  des  dabei  verwendeten  Instramentes.  Von  Yincbnz  Pollack. 
Sonderabdrack  aus:  „Centralblatt  für  das  gesammte  Forstwesen **  1891. 
Wien  1891.  Verlag  von  R.  Lechner's  Hof-  und  Uni versitftts- Buch- 
handlung (Wilh.  Müller).     15  S. 

Im  Grossen  und  Ganzen  ist  dieser  Aufsatz  eine  Wiedergabe  des  Vor- 
trages, welchen  der  Verfasser  unter  dem  Titel:  „Ueber  photographische 
Messkunst**  auch  dem  Druck  übergeben  hat,  und  welcher  unlängst  in 
diesen  Blättern  besprochen  wurde.  Gegen  den  Schluss  tritt  insofern  eine 
grössere  Abweichung  ein,  als  der  Verfasser  sich  eingehender  den  Terrain- 
aufnahmen am  Arlberg  und  am  Fusse  der  Reichensteingruppe  beschäftigt, 
wo  es  sich  hauptsächlich  um  Studien  für  den  Lawinenverband  handelt. 
Verfasser  ist  stets  bestrebt,  der  Photogrammetrie  mehr  und  mehr  Eingang 
zu  verschaffen ,  und  wendet  sich  daher  an  Oesterreichs  Forstleute ,  dass 
sie  die  Photogrammetrie  praktisch  verwerthen  möchten. 

Im  üebrigen  wird  auf  die  frühere,  oben  erwähnte  Besprechung  ver- 
wiesen.    B.  Nebel. 

Die  Oravitation  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  Aethers.  Von  Eabl 
Schlichtino.  Lüben  i.  Schi.  1891.  L.  Goldschiener's  Buchhandlung 
(H.  May).    15  S.  und  zwei  Figuren. 

Verfasser  geht  von  der  Hypothese  aus,  dass  die  kleinsten  Theilchen 
des  Aethers ,  die  er  Sphären  nennt,  sich  in  gradliniger  Bewegung  befinden 
und  darin  verharren,  bis  sie  an  andere  Sphären  oder  an  Körper  anprallen 
und  dann  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  in  anderen  Bahnen  weiter  eilen. 
Treffen  die  Sphären  einen  Körper,  so  geht  ein  Theil  von  ihnen  ungehindert 
durch  den  Raum,  welcher  nicht  von  Molekülen  angefüllt  ist;  der  andere 
aber  wirkt  treibend;  denn  er  stösst  auf  die  Körpermoleküle;  jede  Sphäre 
überträgt  dabei  dem  Molekül  einen  Theil  seiner  lebendigen  Kraft  und 
prallt  mit  etwas  verminderter  Geschwindigkeit  zurück.  Einer  Kugel,  in 
deren  endlicher  Entfernung  kein  anderer  Körper  sich  befindet,  kann  daher 
vom  Aether  kein  Antrieb  ertheilt  werden,  weil  sich  die  Kräfte  gegenseitig 
aufheben.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  zwei  Kugeln  in  endlicher 
Entfernung  von  einander  den  Stössen  der  Sphären  ausgesetzt  werden. 
Darüber  lässt  uns  die  Schrift  aber  vollkommen  im  Unklaren,  woher  die 
Geschwindigkeit  der  Sphären  kommt,  wie  gross  dieselbe  ist,  was  aus  den 
Sphären  wird,  wenn  sie  durch  fortgesetztes  Aufprallen  ihre  Geschwindigkeit 
eingebüsst  haben,  überhaupt,  wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
in  diesem  Weltensystem  zum  Ausdruck  kommt.  3^  Nebel. 


Aesthetische  Factoren  der  Ranmanschaunng.   Von  Theodor  Lipps.   Ham- 
burg und  Leipzig  1891.  Verlag  von  Leopold  Vosseis.  91  S.  Preis  3  Mk. 
Diese  Abhandlung  bildet  einen  Theil  der  Festschrift,  welche  unter  dem 
f:    ;,  Beiträge    zur    Psychologie    und    Physiologie    der    Sinnesorgane* 
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17.  Troifl  coefficients  binomiaux  conB^catifs  an  proportion  arithm^tique.     So  od  8. 

Mathesis  S^rie  2,  II,  119. 

€. 

Oombinatorik. 

18.  Sur  ranalyse  combinatoire  circalaire.    E.  Jablonski.    Compt.  Rend.  CXIV,  904. 

Vergl.  Binomialcoefficienten.    Substitutionen  246.    Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung.   Zahlentheorie  266. 

Cubator. 

19.  Formules  pour  le  jaugeage  des  tonneaux.  P.  Mansion.   Mathesis  Ser.  2,  II,  14. 

20.  Mener  paralMlexneot  ä  la  base  d'un  triangle  une.droite  teile,  qu'en  faisant  tourer 

le  triangle  autour  de  sa  base,  les  volumes  engendr^s  par  les  deux  parties 
de  la  figure  soient  Äquivalents.     Solution  Sdmentaire.     P.  Mansion. 
Mathesis  Serie  2,  II,  137. 
Vergl.  Schwerpunkt  241. 


Determinanten. 

21.  Ein   Satz  über  orthosjrmmetriscbe  und   verwandte   Determinanten    ans    den 

fundamentalen  symmetrischen  Functionen.    H.  Brunn.  Zeitschr.  Mathem. 
Phys.  XXXVII,  291. 

22.  Remarques   sur  un  continnant.  E.  Cesaro.  Mathesis  Särie  2,  II,  6.    [Vergl. 

Bd.  XXXVII,  Nr.S3.J 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  105. 

Differentialglaiehimgen. 

23.  De    Texistence    des    integrales    dans     un    Systeme    diff^rentiel   quelconqae. 

Riquier.    Compt.  Rend.  CXIV,  781. 

24.  Sur  les  integrales  des  ^quations  differentielles  du  premier  ordre,  possedant 

un  nombre  limitd  de  valeurs.  P.  Painley^.  Compt  Reud.  CXIV,  107,  280. 

25.  Sur  les  integrales  alg^briques  de  Täquation  diffärenuelle  du  premier  ordre. 

L.  Autonne.    Compt.  Rend.  CXlVj  407. 

26.  Zur  Theorie  der  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen 

Veränderlichen.    J.  Hörn.  Mathem.  Annal.  XL,  527.  [Vergl.  Bd.  XXXVII 
Nr.  322.] 

27.  Sopra  ona  classe  di  equazioni  differenziali  linear!  riducibili.  C.  Bigiavi.  Annali 

mat.  Ser.  2 ,  XIX ,  97. 

28.  Sugr  integrali  polidromi  delle  equazioni  algebrico- differenziali  del  primo  ordine. 

G.  Vivanti.    Annali  mat.  Ser.  2,  XlX,  29. 

29.  Ricerca  del  rapporto  frai  discriminanti  di  un*equazione  algebrico -differenziale 

di  1^  ordine  e  della  sua  primitiva  completa  per  mezzo  della  teoria  delle 
curve  piane  razionali.    0.  Tor  eil  i.    Annali  mat.  Ser.  2,  XIX,  2.^4. 

30.  Ueber  den  Hermite*schen  Fall  der  Lame*schen  Differentialgleichung.   F.  Klein. 

Mathem.  Annal.  XL,  125. 

31.  Integrer  requation  y(l  +  2y^)  +  xy=0,  H.  Brocard.  Mathesis  Serie 2,  II,  196. 

32.  Integrer  requation  (i  —  a:^)y=xy~y*.    Catalan.    Mathesis  Serie  2,   II,   47. 

[Vergl.  Bd.  XXXVII  Nr.  56.] 

q'-^^J'   H.  Brocard.    Mathesis  Serie  2,  U,  196. 

34.  Zum  Fundamentalsatz  über  die  Existenz  von  Integralen  partieller  Differential- 

gleichungen.   G.  Mie.    Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XaXVIIj  151,  193. 

35.  Sur  certains  syst^mea  d'equations  aux  derivees  partielles.    E.  Picard.    Compt. 

Rend.  CXIV,  805.     [Vergl.  Bd.  XXXVII,  Kr.  324.] 

36.  Anwendung  von  Sätzen  über  partielle  Differentialgleichungen  auf  die  Theorie 

der  Orthogonalsysteme,  insbesondere  die  der  Ribaucour^schen  cykliscben 
Systeme.    A.  V.  Back  1  und.    Mathem.  Annal.  XL,  194. 
Vergl.  Mechanik. 

Differential  qaotient. 

37.  Sur  la  definition  de  la  derivee.    G   Peano.     Mathesis  Ser.  2,  II,  12. 

Dreieeks^ometrie. 

38.  Sur    quelques  proprietes  du   triangle.     E.   Bertrand.    Mathesis  Serie  2,  II, 

J30.  —  K  Lemoine  ebenda  252. 
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62.  üeber  eine  neue  Methode  xar  Entwkkelang  der  Theorie  der  fiigiiuifiiiictiotten 
mehrerer  Argameote.  £.  Jahnke.  Zeitachr.  Mathem.  Phys. XXXTIIy  178. 
Vergl.  Geidnehie  der  Mathematik  110. 

F. 


6t.  Algebraische  Bedaction  der  Sdiaaren  qoadratixrher  Formen.    L.  Kroneeker. 
Beri.Akad.Ber.  1891,  9,  33.   [VergL  Bd.  XXXVl  Nr.  326.] 
Vergl.  Inrariantentheorie  136,  137. 


64.  Zorn  Beweise  einet  Fandameotalsatzes  der  Theorie  der  algebraisdien  Functionen. 

M.  Kot  her.    Mathem.  AnnaL  XL,  140. 

65.  Symbolische  Zahlen  and  Doppelzahlen.    M.  Philippoff.    Zeitschr.   Mathem. 

Phys.  XXXVII,  298. 

66.  Sor  la  th^orie  des  fonctions  Fochsiennes.  L.  Schlesinger.  Compt.Baid.CXlV, 

1100,  1409. 

67.  Sor  les  fonctions  enti^res  de  la  forme  e^*^.  Hadamard.  Compt.  Bend.  CXIV, 

10S8. 

68.  On  thdor^me  sor  les  fonctions  harmoniqnes.    6.  D.  d*Arone.    Compt.  Bend. 

CXIV,  1055. 

69.  Oeber  den  Begriff  des  fonctionentheoretischen  Fondamentalbereichs.  F.  Klein. 

Mathem.  Annal.  XL,  130. 

70.  Sor  on  tb^or^me  de  JacobL    Mdme.  Prime.    Mathesis  S^rie  2,  II,  227. 

71.  Sar  Tapproximation  des  fonctions  de  trte  grands  nombres.  M.  Hamy.   Compt. 

Bend.  CXIV.  993. 

72.  Ueber  den  Fachs^schen  Grenzkreis.   W.  Anissimoff.   Mathem.  Annal.  XL,  145. 

73.  Sar  ane   classe  de  fonctions  analytiqoes  d*ane  variable  däpendant  de  deax 

constantes  r^lles  arbitraires.    E.  Picard.    Compt.  Bend.  CXIV,  1310. 

74.  Solle  fimzioni  a  doe  variabili  reali,  le  qaali  crescono  o  decrescono  sempre  oel 

yerso  positive  di  ciascono  degli  assi  in  an  pezzo  di  piano  a  distanza 
finita.  G.  Ascoli.  Annali  mat.  Ser.  2,  XIX,  289. 
Ver^l.  AbeVsche  Transcendenten.  Bemoolli*8che  Zahlen.  Binomialcoeffi- 
cienten.  Differentialgieich äugen.  Differentialc^aotient.  Elliptische  Trans- 
cendenten. Formen.  Grenzwerthe.  Imaginäres.  Invanantentheorie. 
Irrationalzahlen.  Kettenbrfiche.  Mittelwerthe.  Beihen.  Substitationeo. 
Transformationsgruppen. 

Osodlsis.  ' 

75.  Des  coordonn^es  rectangulaires.    Hatt.    Compt  Bend.  CXIV,  1248. 

0eomstrie  (höhere). 

76.  Theorie  der  Elementen tripel  einstufiger  Elementargebilde.    B.  Klein.    Annal. 

mat.  Ser.  2,  XIX,  39,  233.    [VergL  Bd.  XXXVl  Nr.  369.] 

77.  Le  corrispondenze  onivocbe  sulle  cnrve  ellitiche  di  ordine  n  normali  di  ono 

8n—i.    F.  Amodeo.    Annali  mat  Ser.  2,  XIX,  1,  145. 

78.  Sar  les  courbes  algäbriqued.    M.  d^Ocague.    Mathesis  Särie  2,  II,  100. 

79.  Zur  Erzeugung  der  rationalen  Baumcurven.    W.  Stahl.    Matbem.  Annal.  XL,  1. 

[Vergl.  Bd.  XXXVIl  Nr.  97.J 

80.  Kleine  Beiträge  zu  den  Anwendungen  der  Methoden  von  Grassmann.  B.Mehmke. 

Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVIl,  305. 

81.  Zwei  Sätze  über  collineare  Ebenen.  Bey  el.   Zeitschr. Mathem. Phys.  XXXVIl,  59. 

82.  Jacob  Steiner^s  Sätze  über  die  Mitten  der  Abschnitte,  welche  eine  Curve  auf 

einer  Geraden  bestimmt  B.  Sporer.  Zeitschr. Mathem.  Phys. XXXVIl,  340. 

83.  Snr  les  points  d'inflezion  d'une  courbe.    Absolonne,  Bellens,  Cristesco, 

Deprez.    Mathesis  S^rie  2,  II,  52.  —  Morel  ebenda  53. 

84.  Construction   einer  Tangente   in   einem  Punkte   einer  Curve   dritten  Grades. 

B.  Sporer.    Zeitschr.  ^athem.  Phys.  XXXVIl,  191. 

85.  Cas  particuliers  du  paradoxe  de  Cramer.   Socoloff.   Mathesis  Särie  2,  II,  193. 

86.  Homologie  de  quatre  triangles.    Ddprez,  Listray.    Mathesis  Sdrie  2,  U,  51. 

VergL    Abzählende    Geometrie.      Kegelschnitte.     Krümmung.      Tetraeder. 
Topologie. 
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OleiclraiigMi. 

120.  Neuer  Beweis  des  FandamentaUatzes  der  Algebra.    K.  Weierstrass.    Berl. 

Akad.  Ber.  1891,  1085. 

121.  Die  trinomischen  und  quadrinomischen  Gleichungen  in  elementarer  Behand- 

lungsweise.    W.  Hey  mann.    Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVU,  90. 

122.  Ordre    de   multiplicitä  d  une  racine  multiple  de  f[f{x)]  —  xzzO  et  simple  en 

m^me  temps  de  f(x)-'X  =  0.  Soons.  Mathesis  Sdrie  2,  U,  47.  — 
Cesaro  ebenda  160.  —  Lemoine  ebenda  276. 

123.  Sur  une  ^quation  dont  toutes  les  racin es  sont  reelles.  J.  Neuberg.  Mathesis. 

S^rie  2,  II,  272. 

124.  Sur  une  extension  du  thdor^me  de  Sturm.    E.  Phragm^n.    Compt.  Rend. 

CXIV,  206,  440. 
126.  Sur   les  racines  de  x*+[2d(d-a)-'b]x^  +  d*Ud-ay -b]=0,    oü  d'est  un 

ßaramätre  variable  de  —  od  ä +  «> .    Joacnimescu.    Mathesis.   S^rie  2, 
[,  233. 

126.  Resoudre  T^quation  (x  -  a)'  (ä  +  a  -  2  6)  -  (a  -  6)' (a  +  6  -  2 «J  =  0.    H.  B  r  o  - 

Card  etc.    Mathesis  S^ne  2,  II,  211. 

127.  Dömontrer  que  Texpression  ■äSa^(b  —  c)*(ab  +  aC'-2bc)'^  est  un  carrd  parfuit. 

E.  Gelin.  Mathesis.  Särie  2,  H,  122.  —  Qnint  ebenda  128.  —  Denys 
und  De  camp  ebenda  128. 

Greniwertlie. 

128.  Limite  de  la  racine  mi^m«  d'une  variable.    P.  Mausion.    Mathesis.   Serie  2, 

II,  39. 

H. 

Hydrodynamik. 

129.  Sur    le  calcul  th^orique  approchä  du  däbit  d'un   orifice    en   mince   paroi. 

J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CXIV,  704,  807,  868. 

130.  Calcul   de  la  diminution  qu^^prouve  la  pression  moyenne,  sur  un  plan  hori- 

zontal fixe,  ä  rintärieur  du  liquide  pesant  remplissant  un  bassm  et  que 
viennent  agiter  des  mouvements  quelconques  de  houle  ou  da  clapotis. 
J.  Boussinesq.    Compt.  Rend.  CaIV,  987. 

Hjrperbel. 

131.  Sur  rhyperbole  de  Kiepert.    J.  Neu  ber  g.    Mathesis  Särie  2,  O,  241. 

132.  Hyperbole  passant  par  deux  points  donn^s  et  par  les  points  de  contact  des 

•  tangentes  menees  des  premiers  points  ä  une  conique  donnde.    Ddprez 
und  Bellen 8.    Mathesis  Serie  2,  U,  263. 

133.  Hyperbole  lieu  des  centres  des  cercles  circonsorits  ä  des  triangles  ayant  mßme 

p^rimätre  et  un  angle  commun.    Mathesis  Särie  2,  U,  246. 

I. 

Imaginäres. 

134.  Le   rappresentazioni  reali  ^delle   forme  complesse   e  gli    enti   iperalgebrid. 

Cor.  Se^re.    Mathem.  Annal.  XL,  413. 
136.  Sni  gruppi  di  sostitusioni  lineari  con  coefficienti  appartenenti  a  corpi  qoa- 
dranci  immaginari.    L.  Bianchi.    Mathem.  Annal.  XL,  832. 

Invariantsntkeorie. 

136.  Ueber  eine  Methode  zur  Aufstellung  eines  vollständigen  Systemes  bioser  In- 

varianten beliebig  vieler  quadratischen  Formen  jeder  Stufe.  Job. 
Kleiber.    Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVII,  79. 

137.  Bestimmung    einer    binären   Form   aus   Anfangsgliedern    ihrer   Covarianten. 

P.  Gordan.    Mathem.  Annal.  XL,  603. 

138.  Ueber  Covarianten  ebener  Collineationen.   P.  Muth.   Mathem.  Annal.  XL,  89. 

139.  Sülle  condizioni  invariantive  perche  due  quintiche  binarie  abbiano  qnattro 

radici  comuni.    L.  Berzolari.    Annali  mat.  Ser.  2,  XIX,  269. 

140.  Sur  les  däveloppements  canoniques  en  sdries  dont  les  coefficients  sont  les  in- 

variants  diffärentiels  d*un  groupe  continu.  A.  Tresse.  Compt.  Rend. 
CXIV,  1256. 
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Beohnen. 

233.  Rapports    de   la   commisaion  chargäe   de  Texamen   du   calculatenr   Inaudi. 

Charcot.    Compt.  Rend.  GXIV,  1329.  —  Darboux  ebenda  1335.  . 

Beihen. 

234.  Sur  la  somme   des   termes   d*une  progression  aritbm^tique.     L.  CoUette. 

Mathesis  Särie  2,  II,  160. 

235.  Sur  quelques  suites  finies.    Verniorv.    Mathesis  Serie  2,  11,  217. 

236.  Sur  les  siries  ä  termes  positifs.    V.  Jamet.    Compt.  Rend.  CXIV,  57. 

237.  Sur    la  convergence   de  quelques   s^ries.     £.   Cesaro.     Mathesis   Sdrie  2, 

II,  125. 

238.  Sommation  de  quelques  s^ries  convergentes.    Verniory.    Mathesis   Särie  2, 

n,  265. 

239.  Sur  la  se'rie  hypergäomätrique.    A.  Mark  off.    Mathem.  Annal.  XL,  313.  — 

Compt.  Rend.  CXIVj  54. 
Vergl.  Invariantentheone  140. 


Schwerpunkt. 

240.  Jacob  Steiners  Sätze  über  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte 

einer  Geraden   und  einer  algebraischen  Curve.    B.  Sporer.     Zeitschr. 
Mathem.  Phys.  XXXVII,  65. 

241.  Erweiterung  der  Guldin'schen  Regel.    P.  B.   Richter.    Zeitschr.   Mathem'. 

Phys.  XXXVn,  172.  • 

Sphftrik.  « 

242.  Sur    la   courbe   de   Viviani.      Mandart.     Mathesis    S^e    2,    II,    210.    — 

D^prez  ebenda  256. 

243.  Aire  d'une  figure  trac^e  sur   une  Sphäre  et  formte  d^arcs  de  petits  cercles. 

C.  E.  Wasteels.    Mathesis  Särie  2,  II,  105. 

Stereometrie. 

244.  lieber  einen  stereometrischen  Satz  von  Schlömilch.    C.  Hossfeld.    Zeitschr. 

Mathem.  Phys.  XXXVU,  382. 
Vergl.  Tetraeder. 

Snbstitntionen. 

245.  Ueber  die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  Function  gegebener  Buch- 

staben durch  Vertauschung  derselben  erlangen  kann.  A.Bochert.  Mathem. 
Annal.  XL,  156.    [Vergl.  Bd.  XXXV  Nr.  696.J 

246.  Ueber  die  Classe  der  transitiven  Substitutionsgruppen.  A.Bochert   Mathem. 

Annal.  XL,  176. 

247.  Sur  les   groupes  discontinus  de  substitutions  non  Unfaires  ä,  une  variable. 

P.  PainleVä.    Compt.  Rend.  CXIV,  1345. 

248.  Die  einfachen  Gruppen  im  ersten  und  zweiten  Hundert  der  Ordnungszahlen. 

0.  Holder.    Mathem.  Annal.  XL,  55. 
Vergl.  Imaginäres  185. 

T. 

Tetraeder. 

249.  Sur    les    trois   quadrilat^res   gauches   dans  nn  t^traädre.     Sollertinsky. 

Mathesis  Serie  2,  n,259.  —  Droz  ebenda  260.  —  Emmerich  ebenda  261. 

250.  Ueber  Tetraederpaare.    P.  Muth.    Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVH,  117. 

Topologie. 

251.  Topologische  Betrachtungen.  H.Brunn.   Zeitschr.  Mathem. Phys. XXX VU,  106. 

Transformationsgruppen. 

252.  Sur  les  fondements  de  la  g^om^trie.    S.  Lie.    Compt.  Rend.  CXIV,  461. 

253.  Sur   une   application    de   la   th^orie   des  groupes  Continus  ä  la  th^orie  des 

fonctions.    S.  Lie.    Compt.  Rend.  CXIV,  834. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  107.    invariantentheotie  V4A^  V41. 
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Trigonometrie. 

254.  Sur  trois  expresBions   dgales  entre  alles,  T^galitä  deax  d*entre  elles  ^tant 

coDnue.    J.  Neuberg.    Mathesis  S^rie  2,  II,  207. 

255.  y^rification  de  Tidentitd  de  certaines  ezpressions  contenant  des  produits  de 

tangentes.    Emmerich.    Mathesis  S^rie  2,  II,  212. 

256.  Transformation  d'ane  relation  eutre  deax  cosinaR  en  produit  de  trois  tangentes. 

Joachimescu.    Mathesis  Sdrie  2,  II,  55. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  101. 

W. 

Wahrsoheinlichkeitsreehnimg. 

257.  Sur  uu  th^or^me  du  calcul  des  probabilit^s.    Jos.  Bertrand.    Compt.  Kend. 

CXIV,  701. 

258.  De  Tacc^l^ration   de  la   mortalit^  en  France.    Delaunej.     Compt.   Bend. 

CXIV,  1348. 

259.  Sur  la  dätermination  du  point  le  plus  probable  donnä  par  une  särie  de  droites 

non  convergentes.    M.  d'Ocagne.    Compt.  Bend.  CXIV,  1415. 

Z. 

Zahlentheorie. 

260.  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers.    V.  Stanievitch.    Compt.  Bend. 

CXIV,  109.    [Vergl.  Bd.  XXXVU  Nr.  570.] 

261.  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers.  £.  Phr  agm  ^n.  Compt.Bend.  CXIV,  337. 

262.  Neue    Grundlagen    eiser    allgemeinen    Zahlenlehre.     J.    Kraus.      Zeitschr. 

Mathem.  Phys.  XXXVH,  321. 

263.  Bemerkun^n  zu  einem  von  Herr  Bachmann  veröffentlichten  Satz.    .J.  Kraus. 

Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVH,  190.   [Vergl.  Bd.  XXXVH,  Nr.  262.J 

264.  Kriterien  der   Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen.    G.  Speckmanu.    Zeitschr. 

Mathem.  Phys.  XXXVH,  58,   128.  —  K.  H.  van  Dorsten  ebenda  58, 
192.  —  K.  Haas  ebenda  63.  —  J.  Dörr  ebenda  383. 

265.  Caractdres  de  divisibilit^.    E.  Gel  in.    Mathesis.    Serie  2,  H,  65,  93. 

266.  Sur  la  somme  des  produits  p  ^  p  des  n  premiers  nombres  entiers.    Band  ran. 

Mathesis  S4ne  2,  H,  141. 
26?.  üeber  die  Gleichung  xP-¥yP  =  zP,    Zeitschr.  Mathem.  Phys.  XXXVH,  57.  — 

Schumacher  ebenda  64.   [Vergl.  Bd.  XXXVH  Nr.  269.] 
268.  R^soudre  le  Systeme  dMquations  {x  +  y)(ic-y/  =  (y  +  '2^)(y — -s')*  =  (^  -r  x)  (z  —  x)*. 

Emmerich.    Mathesis  Särie.  2,  11,  121. 
Vergl.  Formen.    Geschichte  der  Mathematik  93,  94. 
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Der  V.  Band   des  Katalogs    der   arabischen   Bücher 
der  viceköniglichen  Bibliothek  in  Kairo. 

Aus  dem  Arabischen  übersetzt  and  mit  Anmerkungen  versehen 

VOD 

Dr.  Heinrich  Suter, 

Professor  am   Gymnasium  zu   ZOrioh. 


Soblass.* 


Abtheilung:  Astronomie. 
1.  Sphärische  (beobachtende)  Astronomie. 

V  (Bft). 

AI  barähin  al-katijja  (die  kategorischen  Beweise)  für  die  Nicht- 
existeuz  der  Rotation  der  Erdkugel \  von  Selim  al-Jäs  al-Hamwi  ad- 
Dimischkl  al-Misrl  [lebt  jetzt  1307  nocb].  Ein  Band,  gedruckt  in  der 
Druckerei  des  Verfassers,  genannt  die  Druckerei  al-kaukab  asch-scharkl 
(der  östliche  Stern),  in  Alexandria,  1876.    A.-N.  2.   H.-N.  4260. 

Z  (?^)- 

Häsebijat  al  -  bardscbendi  (der  Bardschendi^sche  Anhang)  zum 
Coramentar  des  Maulti  Sebaich  Müsä  ben  Mabmüd^,  bekannt  unter  dem 
Namen  Kädi-Zädeh  ar-Rftml  [eines  der  Gelehrten  des  9.  Jahrb.  d.  H.] ,  zu 
dem  Mulacbohas^  (Auszug,  Compendium)  des  Schaich  Mahmud  ben 
Mahammed  al-Dschagminl**  al-Cbowärezml.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem 
Herrn  über  Ost  und  West.  Ein  Band  in  persischer  Schrift.  Schluss  der 
Abschrift  Freitag  Nachts,  den  12.  Dschumada  I.  1092,  1681.  Mit  Noten. 
A.N.  1.   H.-N.  4259. 

Noch  drei  weitere  solche  Exemplare ,  das  dritte  von  der  Hand  des 
Dschelebi  ihn  al  -  Hadsch  ^\ll.    Er  beendigte  es  am  Samstag ,  den  3.  Rabi^  I. 


*  Dieser  Schluss  enthält  nur  eine  Auslese  aus  den  im  Katalog  angeführten 
Werken,  wie  ich  es  im  Vorwort  (Heft  1  dieses  Jahrgang^)  schon  angedeutet  habe. 
**  Auch  Tsöhagmini  geschrieben. 

Hiat-Ut.  Ahth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pbys.  3S.3akixg.\ÄSiV  VSaU.  V^ 
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1019,  1610,  in  der  Stadt  Ämid  (?)  in  der  Chosra'schen  Schale.  Defect 
am  Anfang;  am  Schlosse  ein  Anhang  über  die  Mondstationen.  A.'N.  2(?). 
H.-N.  7792. 

er  (Schm). 

Scharh  (Commentar)  des  Sajjid  Scherlf  'Ali  ben  Hnhaminad  al- 
Dfchordfehini  [geb.  740,  1339/40,  gest.  816,  1413/14]  zu  der  Tadldn« 
(Memoire,  Notizen)  des  Hasir  ed-Dln  Mohammed  ben  Mnhammed  at- 
Tfld  [gest.  672,  1273/74].  Anfang:  Gesegnet  sei  (Gott),  welcher  an  den 
Himmel  die  in  Bezug  anf  Ordnung  (Rang)  und  Zeiten  verschiedenen  HSnser 
gesetzt  hat.    Ein  Band  in  älterer   Schrift    A.-N.  11.  H.-N.  16273. 

Scharh  (Commentar)  des  Wahrheit  suchenden  Mdaä  ben  Kahmfid 
genannt  Kädi-Zideh  [eines  der  Gelehrten  des  9.  Jahrh.  d.  H.]^  zu  dem 
Mnlachchas  (Compendium)  der  Astronomie  des  sehr  gelehrten  Mahmud 
ben  Mnhammed  ben  'Omar  al-Dschagmini  [eines  der  Gelehrten  des 
9.  Jahrh.  d.  H.].  Anfang  des  Commentars:  Lob  sei  Gott,  der  der  Sonne 
und  dem  Monde  Licht  und  Glanz  gegeben  hat  Die  Abfassung  desselben 
wurde  beendigt  im  Jahre  813,  1410/11.  Anfang  des  Textes  (des 
Mnlachchas):  Lob  sei  Gott,  dessen  üeberlegenheit  (Allem)  gewachsen  ist 
Die  Abfassung  desselben  wurde  beendigt  im  Jahre  808,  1405/6.  Ein 
Band  in  hängender  (persischer)  Schrift,  von  der  Hand  des  Hidr  ben 
Mnhammed  an-Naschawt  Beginn  der  Abschrift  im  Anfang  des  Dü^l- 
Hidbcha  929,  1523  und  Schluss  derselben  im  Anfang  des  Safar  930,  1523. 
Mit  Bandnoten.    A.-N.  8.    H.-N.  4266. 

J  (K&f). 
Kit&b  (Buch)  des  sehr  gelehrten  Schaich  Mnhammed  ben  'Ali  as- 
8ab&n  [gest  1206,  1791/92].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  Himmel  und 
Erde  erschaffen  hat,  der  Gnädige,  dessen  Wohlthaten  von  den  ümföngen 
der  Breiten*-  und  Längenkreise  her  strahlen.  Es  befinden  sich  darin:  Eine 
Auswahl  aus  dem  Text  des  Mnlachchas  von  Dschagmlnl  und  dem  Commentar 
dazu  von  K&dl-Zi^deh,  die  Fathijja^  und  der  Commentar  zu  derselben  von 
Mlram  Dschelebl^,  Anhänge  zum  Commentar  des  Kildl  (vergl.  oben  unter 
Ha) ,  der  Commentar  der  Mawäkif  (Stationen  ?)  und  Anderes.  Ein  Band  in 
älterer  Schrift    A.-N.  6.    H.-N.  4265. 

(•  (Mim). 

(Aus  den  folgenden  drei  madschmü^ät  =  Sammelbänden  ist  nur  zu  er- 
wähnen):   Aus  dem  Sammelband  A.-N.  10.  H.-N.  4268: 

1.  AI  •mnlachchas  (Auszug,  Compendium)  des  sehr  gelehrten  Mahmud 
ben  Mnhammed  ben  'Omar  al-Dsohagmlni  [eines  der  Gelehrten  des 
9.  Jahrh.  d.  H.]  In  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Mubammed  al- 
Mansch&wl,  des  Schäflten,  beendigt  am  Montag,  den  11.  Schaww^il  1144, 
1732.     Ohne  Figuren. 
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P  (Gain). 

Odjat  al-intifä^  (der  höchste  Yortheil):  über  die  Kenntniss  des  Standen- 
winkele^^  und  des  Azimuthes  aas  der  Höhe,  von  Abül- Hasan  *Ali  ben 
Abi  Said  'Abderrahmän  ben  Ahmed  ben  Junis  ben  'Abdala*lä  as-Safedi 
al-Misri  [gest.  in  Kairo,  Montag  Morgen,  den  3.  Schawwäl  399,  1009]. 
Ein'  Band  in  älterer  Schrift.  Schluss  der  Abschrift  am  8.  Dscharaädä  IL 
1218,1803.    A.-N.  108.    H.-N.  4662. 

o  (Pä). 

Al-fathijja  ffl-a'mäl  al-dsohaib^a  (die  Fathijja  über  die  Sinns- 
Operationen)  von  dorn  Schaich  Mnhammed  ben  Mnhammed  ben  Ahmed 
Sibt  al-Märidini  [geb.  826,  1423].  Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort  und 
20  Capitel.     In  älterer  Schrift,   im  Anfang  schadhaft.     A.-N.  67.     H.-N. 

4621« 

^^  (Käf). 

Eitäb  (das  Buch)  über  die  Lehren  (ürtheile,  Weissagungen)  in  der 
Astronomie,  von  Sahl  ben  Bischr^^  dem  Juden.  Anfang:  Wisse,  dass 
von  den  zwölf  Zeichen  des  Thierkreises  sechs  männlich  und  sechs  weiblich 
sind.  Ein  Band  in  älterer  Schrift;  am  Ende  schadhaft.  A.-N.  9.  H.-N. 
4563. 

Kitäb  (das  Buch)  über  die  Elemente  der  Kunst  der  ürtheile  (des 
Weissagens)  von  Abü'l- Hasan  Kftschjär  ben  Lebnän^^  ben  Bä8ohhart(?) 
al-Dschill.  Er  theilte  es  in  vier  Abschnitte.  Ein  Band  in  älterer  Schrift. 
A..N.  120.    H.-N.  4674 

J  (L&m). 

Al-laiz  al-mngarrah  (das  klare  Wort):  über  den  Gebrauch  des  ge- 
flügelten Quadranten  ^^,  von  dem  Schaich  Mnhammed  ben  Ahmed  ben 
Mahmud  as-Sälihi,  dem  Schaf Iten,  bekannt  unter  dem  Namen  al- 
Mnrscbidi.  Er  theilte  es  in  ein  Vorwort  und  35  Capitel.  In  älterer 
Schrift,  von  der  Hand  des  Muhammed  ben  Mnhammed  ben  Ibrählm  al- 
Haraurl,  beendigt  am  Mittwoch,  den  28,  Radschab  794,  1392.  A.-N.  142. 
H.-N.  4696. 

(•  (Mim). 

Madschmü'a  (Sammelband).     A.-N.  64.    H.-N.  4618.    Inhalt: 

1.  Deutliche  Auseinandersetzung  des  Verborgenen:  über  den  Gebrauch 
des  Sinusquadranten,  von  dem  Schaich  'Ali  ben  Ibrahim  ben  Mnhammed 
al-Mnt'im  al-Ansäri,  dem  Gebetsrufer  in  der  Moschee  al-Amawl^^  [gest. 
777,  1375/76].     Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort  und  205  Capitel. 

2.  Enthüllung  des  Verborgenen:  über  die  Rechnung  mit  dem  Sinus- 
quadranten; von  dem  Schaich  'Ali  ben  Ibrahim,  dem  Vorigen.    Er  theilte 

*n  ein  Vorwort  und   54  Capitel;   Schluss  der  Abschrift  im  Jahre  803, 
Ol. 
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if,  Sjjt  Pfc«v  i^  g<eiadEJBL^«r  AftFoxiOsxie  t-j>l  Uaei^ir.  tob  der 
HjtffC  6/tt  M.'LbMaaausd  b(x  Ha^sc  ^-HAstf^,  umaigt  mm  läL  Schm^bAB 
lifo,  170^, 

MatefaBft'a     A.'$.  IdTA    H.'X.  fffJSfx    Iiibih: 

1«  Abkubilab^  fiUr  die  Jaizre£zerie&^,  tob  Kackr  Wm  8ttkl*,  dem 
Jno^M  ^jtrjt  den  3«  Jaikiix.  d.  H«^.  Ar.facg:  Wi««,  dus  die  Jakresseitea 
&i<iil  6berefiut2jiuKi«s  w«g«i  der  üagkklibeat  der  Beweg Mgtm, 

Kubeksia.    A.'5.  1»L    H.-X.  ¥&^    l&kalt: 

1.  DaiA  B:^b  fiber  das  ir^saauate  astroacmifidie  Winen  and  die  kinua- 
ük^h^m  Btrw«g^u2g€ffi^,  TOB  AMsed  bea  MabaaoMd  bem  Xa^  al-Fazgiai 
r^noM»  der  Af trooomeB  al-Märnüas^    Sebluss  der  Abschrift  876 ,  1471   72. 

2,  AbbamdlcBg  über  die  Ken&tnifis  der  Zeitea,  wibread  derea  der 
UotA  ttber  oder  unter  der  Erde  sieh  befindet;  tob  deraelbeB  ist  nur  noch 
«in  Blatt  TorbBoden,  daran  sehliesst  sich  ein  Blatt  ans  der  Abbandlong 
ftber  die  Berechnung  der  sieben  Klimata  Ton  al-Fargiai,  dem  Vorigen. 
8ebI«M(  der  Abschrift  876. 

KidMlUB&'a    A.-N.200.    H..X.8(>iO.    Inhalt: 

1«  Commentar  zum  Ceotiloqniam  des  PtolemaiM.  Ton  dem  weisen 
rXatflr  cd'Dln]  at-Tfiii  [gest  672,  1273  74].  An&ng:  Lob  sei  Gott, 
das  Lob  der  Preisenden 

Madiduafra.    A.-N.  204.    H.-K.  8044.    Inhalt: 

1.  Abhaadlong  über  die  ürtheüe  aas  den  Gestirnen,  in  Hinsicht  ihres 
Befestigtseins  (?)  im  Weltall,  das  da  TergSnglich  ist,  insofern  als  es  ent- 
standen ist  nnd  wieder  Tergeht;  Terfasst  tob  dem  Schaich  AbfiU-^Abbäs 
ä]fmi$A  biA  Wihaamed  ben  'Otmi^  al-Axdi,  bekannt  onter  dem  Namen 

*  MJlB  beimen:  8ahl  ben  Bischr. 
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wttrtig  (1308)  erster  Astronom*  der  vicekgL  Sternwarte  in   der  'Abb&sijja. 
Zwei  Bünde,  gedruckt  in  der  Druckerei  des  Muhammed  Efendl  Mustafa,  1304 

1886/87. 

Abtheilung:    Wissenschaft  der  Buchstaben  nnd  der   Namen 

(das  heisst  Geheimwissenschaften :   Astrologie,  Magie,  Geomantie, 

Cheiromantie  etc.). 

I  (Alif). 

Al-nsül  wa'  d-dawäbit  (die  Principien  und  die  Regeln),  yon  dem 
Schaich  [Ahmed  ben  'Ali  ben  J&suf  al-Kuraschl]  al-B&ni  [gesL  622, 
1225].^^  Er  sagt  im  Anfang:  Und  was  nun  die  Sache  betrifft,  so  ist 
diese  Abhandlung  von  einem  Bruder,  der  aufrichtig  in  der  Rede  gegen 
seine  Milchbrüder  an  der  Brust  der  Weisheit  ist.  Er  theilte  sie  in  eine 
Vorrede  und  zehn  Geschenke**  und  ein  Schlusswort.  Ein  Band  in  ftlterer 
Schrift.     A.-N.  3.    H.-N.  4434. 

Al-anwär  al-läiha  (die  hellen  Lichter)  und  die  glückbringenden  Ge- 
heimnisse***, von  dem  Schaich  Mahmud  Abü'l-Mawähib  al-Chalwatl^^ 
al-Hanefi.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  nach  seiner  Auswahl  unter  seinen 
Dienern  dem  die  Geistes-  und  traditionellen  Wissenschaften  Lernenden 
Erfolg  giebt.  Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort ,  sieben  Capitel  und  ein  Scbluss- 
wort;  (sie  handeln)  über  die  Dreier-,  Vierer-,  Fünfer-,...  bis  Neuner- 
Talismane^^  (Amulete)  und  ihre  Vorschriften  (Bedingungen),  und  über  die 
Natur  (Wesen)  der  Buchstaben.  Daran  schliesst  sich  ein  Gedicht  von  ihm 
über  die  Amulete.     Ein  Band  in  älterer  Schrift.    A.  -N.  2.    H.  -N.  4433. 

o  (Däl). 

Ad-dawärad  hamzadsch?  Uj^*^^!^"^!)^^  ^^^  Ja'küb  ben  Ish&k 
al-EindL  Anfang:  Lob  sei  Gott,  es  giebt  keinen  Gott  ausser  ihm,  und 
an  Kraft  kommt  ihm  keiner  gleich.  Er  handelt  darin  über  den  Fäl  mit 
Bücksicht  auf  die  Zahl  und  die  Rechnung  nach  den  Gestirnen  und  die 
Weissagung  aus  dem  Vogelflug  und  die  Physiognomik.  Ein  Band  in 
älterer  Schrift.    A.-N.  15.    H.-N.  4446. 

Bisäla  (Abhandlung)  über  das  dem  Saturn  zukommende  (wörtlich  das 
Saturnische)  Dreier -Amulet^^  die  dem  'Ali  ben  al-Hnsain  ben  *A1!  ben  Abi 
Tilibt  zugeschrieben  wird.     In  älterer   Schrift.    A.-N.  19.    H.-N.  4450. 

*  Bdsoh-Raatd  (türk.-arab.  Wort)  =  Chef,  Oberster  der  Beobachter. 
**  So   betitelt    er    die  einzelnen  Abtheilungen,    statt    bd,b=  Capitel,    oder 
makala  =  Buch,  Tbeil. 

***  Asrilr  kann  auch  heissen:  „Linien  der  inneren  Handys 
f  DoB  ist  dem  Urenkel  Muhammeds  von  der  Fd.timc. 
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Vogelzeichen  aus  den  himmlischen  Stationen,  und  der  Länder  (Stftdte) 
aus  den  Namen  der  Vogelzeichen,  und  der  Könige  aus  den  Namen  der 
Länder  und  Anderes.  Ein  Band  in  älterer  Schrift,  beendigt  1058,  1648. 
A.-N.  53.    H..N.  7612. 

^  (Käf). 

Eitäb  al-ohawä88  (das  Buch  der  magischen  Eigenschaften)  von  Abft*l- 
'Abbäs  Ahmed  al-Büiü  [gest.  622,  1225].  Ein  Band  in  älterer  Schrift; 
am  Anfang  und  am  Ende  schadhaft.     A.-N.  10.     H.-N.  7569. 

Kitftb  as-sab*  kawäkib  as-sajjära  (das  Buch  der  sieben  Planeten) 
von  dem  griechischen  Weisen  Hermes.  Er  spricht  darin  über  die  Ascen* 
deuten  -der  männlichen  und  weiblichen  Geburten  mit  Bücksicht  auf  die 
Auffindung  der  Bedeutungen  (oder  Geheimnisse)  und  die  zufälligen  Er- 
eignisse. Ein  Band,  lithographirt  in  Kairo  in  der  Druckerei  al - 'anänijja, 
1297,1880.    A..N.  84.    R-N.  19633. 

Eitäb  Timtim  (das  Buch  des  Timtim)  [des  Indiers]^;  er  zeigt  darin 
die  magischen  Eigenschaften  der  ThierkreishSuser  und  ihrer  Grade  aof 
speculativem  und  mathematischem  (?)  Wege,  die  zur  Vernachlässigung  des 
materiellen  Erwerbes  führen  (?).  Ein  Band  in  älterer  Schrift,  in  der 
Mitte  und  am  Ende  schadhaft.     A.-N.  71.    H.-N.  9818. 

Kitab  (Buch)  der  Auflösung  (Erklärung)  der  Principien  der  Salo- 
monischen Talismane  und  der  hebräischen  Zeichen  (Zeichenschrift,  Räthsel- 
schrift)  und  der  spiritistischen  Wissenschaften  (Künste) ,  der  Fälbuchstaben 
und  der  Namen  al  -  kalfatlrijja  ^  und  der  griechischen  Zauberformeln. 
Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  die  Himmel  erhöht  und  geschaffen  hat,  der 
die  Gestirne  leuchtend  gemacht  und  sie  (am  Himmel)  hingestreut  hat. 
Ein  Band  in  älterer  Schrift;  am  Schlüsse  vom  Abschreiber  nicht  ganz 
vollendet     A.-N.  72.     H.-N.  9819. 

(•  (Mim). 

Madsclimü'a.  (Sammelband).  A.-N.  56.  H.-N.  4487.  Inhalt: 
1.  Der  Schatz  Alezanders:  über  die  Talismane^  von  AristoteleB  dem 
Philosophen.  Er  theilte  es  in  10  Capitel,  (welche  handeln)  über  die  An- 
ordnung der  Steine,  die  Zusammensetzung  der  tödtlichen  Gifte  und  der 
Gegengifte  und  Anderes;  von  der  Hand  des  Sulaimän  al-^Aschm&wl  al- 
Hanefl  al-Matrldi  al-Falaki  ihn  Hamza  ben  Bachschlsch,  beendigt  1286, 1869/70. 

Mad8chmü*a,  A.-N.  57.    H.-N.  4488.    Inhalt: 

5.  Abhandlung  über  die  Zä,irdscba  von  Abül-'Abbäs  as-Sabti  [einem 
der  Gelehrten  des  6.  Jahrh.  d.  H.]  und  von  Abül-Fadl  ben  ar- Rammäh 
al-Afriki  und  Andern. 

• 

MadBchmü»a.    A.-N.  78.    H.-N.7637.     Inhalt: 

3.  Das  Höchste  der  Hoffnung:  über  die  Frage  des  Unbekannten;  es 
enthält   die  Methoden   der  Zäirdacha,  d^^  '?\3lt^\!\x«iä^'^  ^  \«t  ^\ü(^WAJb«iL^ 
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beendigt   Mitte    Scha^b&n   1091,    1680.     Theil weise    zerrissen.      A.-N.   6. 
H.-N.4232. 

)  (Rä). 

Ratbat  al-hakim  (die  Ordnung  (auch  Würde,  Bang)  des  Weisen), 
verfasst  von  dem  [Philosophen  Schaich  Abu.  Mnhammed]  ICasIama  ben 
Abmed  [ben  *Omar  ben  Waddä']  al-Madsohriti  [Imäm  (Erster)  der 
Mathematiker  in  Spanien].^^  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Mächtigen  und 
Grossmüthigen.  Er  begann  mit  der  Abfassung  derselben  im  Anfange  des 
Jahres  439,  1047  und  beendigte  sie  442,  1050/51.^»  Er  theilte  sie  in 
vier  Abschnitte;  (sie  handelt)  über  Das  was  er  aus  den  Büchern  der  Vor- 
fahren gesammelt  hatte,  und  über  den  Stein  des  Einflusses  (der  Weisen?) 
und  über  die  Wirkung  (oder  auch  Herstellung)  des  Steins  der  Weisen  und 
des  Bindens,  über  die  Zeichen  (Räthsel)  des  Volkes  (?);  das  Werk  ist  ein 
Auszug  aus  seinen  Abhandlungen  über  die  zehn  philosophischen  Wissen- 
schaften.   Ein  Band  in  älterer  Schrift.     A.-N.  12.     H.-N.  4238. 

(jÄ  (Schln). 

Schudür  ad-dahab  (Goldperlen)  von  Abül- Hasan  'Ali  ben  Müsä 
ben  Abil-Käsim  ben  'Ali  al-Ansäri  al-Andalusi  [bekannt  unter  dem 
Namen  Ibn  Arfa*  Eäs,  gest.  500,  1106/07];  es  ist  dies  der  Dlw&n^^ 
geordnet  nach  den  Buchstaben  des  Alphabetes.  Anfang:  Wenn  Mars  mit 
Venus  im  Gedrittschein  steht,  so  ist  es  ein  Mann  (männliche  Geburt)  und 
ist  zugleich  Vollmond,  so  wird  er  intelligent.  Ein  Band  in  persischer 
Schrift,  vocalisirt,  mit  vielen  Notizen  aus  dem  j, höchsten  Vergnügen*'  von 
Dschüdekl.    A..N.  17.    H.-N.  4243. 

Scharh  (Commentar)  einiger  romäischer  Gelehrten  zu  den  Schriften 
Platons.  Deren  Commentirung  wurde  befohlen  von  dem  Sultan  Abü'l- 
Fath  Muhammed  Ch&n  und  nach  dessen  Tode  der  Commentar  seinem 
Sohne,  dem  Sultan  Bäjazld  überreicht.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Her- 
steller der  geistigen  Juwelen  etc.  Anfang  der  Schriften:  Wenn  eine 
Substanz  gemischt  ist  aus  zwei  bekannten  Körpern  (Stoffen)  und  wir  wollen 
wissen,  wie  viel  von  jedem  einzelnen  darin  ist,  so  wägen  wir  jeden  ein- 
zelnen der  beiden  Körper  (Stoffe)  in  der  Luft  und  im  Wasser...  Ein 
Band  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Muslih  ed-Dln  ben  Sinän, 
beendigt  am  Freitag  Nachmittag,  den  28*  Radschab  905,  1500.  A.-N.  13. 
H.-N.  4239. 

kJ  (Fä). 

Al-faläha  an-nabatijja^^  (der   nabatäische  Ackerbau)  von  Abu  Bekr 

Ahmed  ben  ^Ali   ben  Kais  al-Kaldäni,   bekannt  unter  dem  Namen  Ibn 

Wahschqja;    er    übersetzte   ihn   aus    dem  Chaldäischen   in's  Arabische   im 

9J,   904   und   dictirte  \\iii  d^m  'A\\  b^w  M\ihammed  ben  az-Zajjät 
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Kit&b  ad-daw&rad  hamzadsoh  kur'a  fl  nihdjat  al-hosn,  dem  ich  so  wenig 
wie  Flttgel  einen  Sinn  beizulegen  vermag;  die  vier  letzten  Worte  — 
kur*a  fl  etc.  -«-  heissen  wörtlich:  das  Loosziehen  in  (mit)  ftnsserster  Schön- 
heit  (Qeschioklichkeit).  Ans  der  Inhaltsangabe  zu  schliessen,  wftre  es 
aber    ein   anderes  Werk  des  al-Kindl^    yergl.   Suter,   Fihrist   S.  11.  — 

48.  Hier  ist  das  Dreier- Quadrat  dem  Saturn  zugetheilt,  was  mit  der  in 
Anmerkung  4ß   nach  Ahlwardt  gegebenen  Darstellung  nicht  stimmt.  — 

49.  Es  ist  dies  das  Quadripartitum  des  Ptolemaios.  —  50.  Vergl.  fElr  diese 
magische  Kunst  Suter,  Fihrist  S.  32  und  65,  Anmerkung  188;  Ahl- 
wardt a.  a.  0.  S.  Ö51,  560  und  561  liest  z&iredsche  und  nennt  sie  Bach- 
staben-Zukunftsentr&thselung;  er  sagt  S.  551:  «Auch  hier  wird  ein  Kreis 
verwendet ,  aber  mit  vielen  zum  Theil  nach  dem  Mittelpunkt  gehenden 
Linien,  oder  auch  ein  in  28  Felder  getheiltes  Quadrat  (Rechteck?),  jedes 
mit  einem  Buchstaben  und  auch  mit  einer  Zahl  versehen.  Sie  werden  mit  den 
zwölf  Sternbildern  (wohl  eher  mit  den  28  Mondstationen)  in  Verbindong 
gebracht  und  die  Deutung  enthSlt  die  jedesmalige  Antwort  auf  eine  mit 
ob?  oder  ob  nicht?  gestellte  Frage.**  —  51.  Es  ist  dies  der  sogenannte 
grosse  oder  grösste  Schaich,  Ihn  al*'Arabl,  gebürtig  ans  Andalusien 
(Spanien),  von  dem  H.  Ch.  eine  grosse  Zahl  von  Werken  mannigfachen 
Inhaltes  anführt «  doch  das  hier  vorliegende  finde  ich  nicht  bei  ihnu  — 
59«  Vergl.  Steinschneider:  Zur  peeudepigi^hiscben  Literator  des  Mittel- 
altere«  an  verschiedenen  Stellen;  auch  H.  Ch.  erwihnt  mehrere  gelirän- 
wissenechaftUcbe  Werke  desselben,  doch  dieses  nicht;  er  noint  ünt  Abu 
Bekr  Ahmed  ben  al*Wahsch\jja,  giebt  abor  seine  Lebensieit  nirgends  ao. 
—  5S«  Waches  $einw  zahlreichen  im  Fihrist  (vergl.  Snter,  Fihrist 
&  3ä  und  33)  geMunaten  astrologisehen  Werke  dies  sei.  ist  nicht  wohl 
in  entscheiden.  —  54.  Angeblich  ein  indisdier  Weis«-,  wird  anch 
'(\ua|aai  nnd  Tnmtnm  gelesen;  vergL  H.  Ch.  Y.  112  und  Steinschneider, 
L  c«  p.  S2L  --  M.  Sollte  wahrscheinlich  hassen  ,filaktin|ia*  nd  wire 
dann  nac^  Fleischers  Termnthnng  (vngL  Steinschneider,  L  c  SL  96) 
das  gri^tsthe  ^lmcT^^m  ^  schOtxende;  in  det  Thal  hat  H.  CK  IT.  463 
ab  Titel  eines  knnen  Abschnitte  Hfan  d-filaktlrit  (doctrina  phjiatietiwuni), 
was  nac^  der  Inhaltsamgahe  n  sehHessea,  wohl  die  Wiwenwfcaft  der  (vor 
rnheü^  V«w;fthieAdea  Käme»  oder  Bsekstab«  sein  wird.  —  56.  YergL 
Ahlwardi«  a.  a.  Ol  S.  541,  wo  das  Werk  nicht  dem  ArisMdes,  mmdterm 
dMs  Hermes  Tremegistos  n^eackneben  wird;  es  sei  dann  anigefunden 
wve^eft  TOft  dem  Wessen  Bibsls  /r^ ,  Ton  diesem  an  Aristoteles  gekommen 
mnd  Tcm  «fieaem  Alexiader  dm  Gro^>^  ftbagebcn  wcedes.  —  »7.  11m 
ar-nmttl  sst  iSe  «gfausw^  PnskiirkTiftit.  odior  Sud£^<=zenknMrt.  oder 
flinnmnm  —  S&  Ist  w^kncftKnbek  das  S.  1€$  soaute  Werk.  ^ 
m  &  sl  £k  te-  t^rlkmte  anih&acte  PkUcsefk  xai  lYecioge  ar-Eiil, 

mt   mintifkwlii   3xh  dos  aoek  berikm^ren  Arne  ar-Rioi  :BkaBmX 
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starb,  was  den  ZeitaDgaben  besser  entsprechen  würde.  —  67.  Angeblich 
Lehrer  des  Hermes,  vergl.  Steinschneider  1.  c.  S.  40;  Ahlwardt 
(1.  c.  S.  518)  hat  Folgendes  (aas  einem  Buche  über  Geheimkräfte):  «^es 
wird  berichtet,  dass  die  Kunde  der  geheimen  Bedeutung  der  Buchstaben 
▼on  Gott  verliehen  sei  dem  Adam,  dann  dem  Agathodämon,  das  ist  Seth, 
u.  8.  w.  bis  auf  *Is&  (=  Jesus) ,  Muhammed ,  *All  etc/' 

Anmerkung:  Ich  habe  mich  nachträglich  überzeugt,  dass  das  arab. 
kalam  'ädl,  das  bei  den  meisten  Manuscripten  steht,  nicht  mit  „filterer 
Schrift *S  wie  ich  es  gethan  habe,  sondern  mit  ^ gewöhnlicher  Schrift' 
(Neschl),  im  Gegensatz  zur  persischen  und  magrebinischen  Schrift,  zu  flber- 
setzen  ist. 
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wenn  die  Schaar  ihrer  Charakteristiken,  oder  der  Inbegriff  ihrer  Lösungen 
durch  die  Transformation  Uf  in  sich  selbst  übergeführt  wird.  Der  ana- 
lytische Ansdrack  hierfttr  ist  das  Bestehen  einer  Relation  der  Form 

Hat  man  nun  mehrere  infinitesimale  Transformationen,  die  dieser 
Bedingung  genügen,  so  kann  .man  unter  Umständen  durch  blose  Differentiation 
und  Elimination  Lösungen  der  Gleichung  Af^O  finden.  Zunächst  gestattet 
nämlich  die  Differentialgleichung  zugleich  mit  TJif  und  Uuf  die  aus  beiden 
durch  die  soeben  definirte  Klammeroperation  hervorgehende  neue  Trans- 
formation (UilJk)'  Nehmen  wir  an,  es  seien  auf  diese  Weise  r  Trans- 
formationen  U^f . , ,  Urf  gefvinden  f   zwischen  denen    keine  lineare  Relation 

C,Uj+^>.  +  CrUrf=0 

mit  Constanten  Coefficienten  besteht,  so  wird  sich  unter  den  Ausdrücken 
U^f...  Urf  eine  gewisse  Anzahl  U^f . , .  U^f  finden,  die  mit  Af  durch 
keine  Relation  von  der  Form 

verknüpft  sind,  in  der  die  Coefficienten  nunmehr  Functionen  der  Veränder- 
lichen x^. .  .Xn  bedeuten  sollen.  Die  übrigen  werden  sich  dann  durch 
Af,  U^f...  {/^^ ausdrücken  lassen: 

U^+if=  UixUJ^ ^-UiQ  Ugf  +  Vi.Af. 

Die  Coefficienten  U/i . . .  Uj^  in  dieser  Identität  sind 
Lösungen  der  Gleichung  Af=0  oder  Constante. 

Dieser  fundamentale  Satz  (Theorem  31,  8.324)  genügt  unter  umständen 
schon  völlig  zur  Integration  der  Gleichung  Af^O',  in  anderen  Fällen 
führt  er  zu  einer  bedeutenden  Vereinfachung  des  Integrationsproblems. 

Die  weitere  Durchführung  der  Integration  einer  Gleichung  Af=^0, 
die  ein  tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  Transformationsgruppen 
voraussetzt ,  wird  nur  in  besonderen  Fällen  geleistet.  Es  werden  behandelt 
eine  Gleichung  il/'=0  in  drei  Veränderlichen  mit  einer  oder  zwei  infini- 
tesimalen Transformationen,  und  eine  Gleichung  Af==0  in  vier  Veränder- 
lichen mit  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  die  letzte  jedoch  nur  unter 
einer  gewissen  Voraussetzung.  Besonderes  Interesse  zieht  die  Behand- 
lung des  wichtigen  Falles  auf  sich,  in  dem  die  dreigliedrige  Gruppe  die 
Zusammensetzung  der  projectiven  Gruppe  eines  Kegelschnittes  in  der  Ebene 
hat.  Die  Integration  der  Gleichung  Af=0,  die  zunächst  die  Integration 
zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  eine 
\»dratar  zu    fordern  scheint  ^   wird  d\)LTC;\i  Q\u^\i  m^tk^üidi^en  Kunstgriff 
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{ü'Ä)^0  zu  gedenken  gewesen,  in  dem  die  Eenntniss  der  infinitesimalen 
Transformation  dennoch  zur  Lösung  der  Gleichung  führt,  da  dann  eben  q 
selbst  das  Integral  ist. 

S.  182  und  423.    Die  Gleichungen 

fahren  nicht  nothwendig  zu  der  Relation  —-=-—»   bestimmen  f  also  unter 

ov      du 

Umständen  ohne  Integration. 

S.  336.  Symmetrischer  wäre  es  gewesen,  die  fragliche  Determinante 
mit  der  Functionaldeterminante 

/  fj   C»!,.  ..(ön-l    \ 
\  «Ti,   »Cj ,  •  •  .  •  Xn       / 

ZU  multipliciren. 

S.  394  u.  flg.  Trotz  der  Versicherung,  dass  es  sich  um  eine  allgemeine 
Methode  handelt,  hat  Referent  bei  diesem  Beweis  den  Eindruck  des  Kunst- 
liehen  nicht  überwinden  können. 

S.  480  lies  am  Rande  „dreigliedrig''  statt  „eingliedrig",  und  im  Text 
streiche  „eingliedrige".  S.  509  Z.  14  von  oben  muss  es  wohl  heissen: 
„so  mttssen  $  und  tj  noch  zwei  willkürliche  Constante  (Functionen  der 
a^  h^  c)  enthalten".     S.  375  Z.  2  von  oben  lies  „zweiter"  statt  „ erster *^ 

S.  388    Z.   9   von    oben    üf  =  z(x)  |^-      S.  433  Z.  14  von  unten   lies 

cy 

y  =  af{x)  +  h    statt    y  =  /*(«)  + ay  +  6,    und    weiter  /*(«)=  r,    y  =  t^. 

8.  459  Z.  12  von   oben  lies  U^f  und  U^'f  statt  UJund  UJ.    8.  498  Z.  3 

von  unten  lies  y  +  er*Jq>e'dx  statt  e''*Jg>e*dx.  jj.  Stupt. 


Codex  Leidensis  399;1.  Euclidis  elementa  ex  interpretatione  al-Hadsch- 
dschadschii  cum  commentariis  al  -  Narizii.  Arabice  et  latine  edideront 
notisque  instruxerunt  R.  0.  Besthorn  et  J.  L.  Hbibbrg.  Partis  I 
Fasciculus  I.  Hauniae,  in  libraria  Gjldendaliana  (F.  Hegel  et 
fil.)  1893.    88  S. 

Mit  Freuden  begrüsst  jeder  Kenner  der  Geschichte  der  mathemaüscben 
Wissenschaften  das  Erscheinen  des  ersten  Heftes  der  Herausgabe  dieser  ältesten 
arabischen  Euklid  -  üebersetzung,  ausgeführt  durch  al-Hadschdschädsch 
ben  Jüsuf  ben  Ma|;ar*,  im  Auftrage  des  Wezlrs  Härün  ar-Raschlds, 
des  Barmekiden  Jahj&  ben  Ch£klid  (um  790),  nachher  unter  der 
Regierung  al-M&müns  durch  denselben  Hadschdschädsch  nochmals  revidirt 
und  besser  redigirt  (um  820).     Diese  arabische  Uebersetzung  ist  begleitet 

^  Das  arabische  Manuscript  liUst  das  „ben**  zwischen  Jusüf  und  Matar  aus, 
doch  scheint,   nach  den  zuverlässigsten  arabischen  Quellen,   obiger  der  richtige 
^aine  za  sein. 
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imaginären  Punkte  eines  Kegelschnittes  mit  Yortheil  die  zu  ihm  conjogirten 
Kegelschnitte  verwenden  kann.  In  der  dritten  Abhandlung  giebt  Herr  Breuer 
als  ,yBreuer's  Lösung  des  Appolonischen  Tactionsproblems'*  eine  Construction 
an,  die  nur  eine  unbedeutende  auf  Grund  der  üblichen  analytischen 
Behandlung  des  Problems  übrigens  evidente  Variante  der  gewöhnlichen 
Construction  ist.  Letztere  hat  vor  ihr  den  Vorzug ,  dass  sie  den  Ortho- 
gonalkreis der  drei  gegebenen  Kreise  nicht  als  reell  voraussetzt.  Die 
Veranschaulichung  der  Logarithmen  complezer  Zahlen  in  der  vierten 
Arbeit  geschieht  mit  Hilfe   der  in  r&umlichen  Polarcoordinaten  durch  die 

Gleichung  r  —  ev 

gegebenen  Fl&che. 

^^Breuer's  üniyersalconograph"  beruht  auf  folgendem  Satz:  Verlängert 
man  einen  Brennstrahl  eines  Kegelschnittes  über  den  Brennpunkt  hinaus 
um  den  Parameter  p  und  das  Loth  auf  die  zugehörige  Direktrix  über  den 
Fusspunkt  hinaus  um  ihre  Entfernung  vom  Brennpunkt,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  so  erhaltenen  Punkte  stets  durch  den  Schnittpunkt  der 
Direktrix  mit  der  Hauptachse.  Da  dem  darauf  gegründeten  Mechanismus  „doch 
nur  eine  theoretische  Bedeutung  zugesprochen  werden  kann'',  so  giebt 
Herr  Breuer  noch  speciell  einen  Hyperbolograph  und  einen  Parabolograph 
an,  von  denen  der  erstere  dem  Jos  tischen  Eilipsographen  nachgebildet  ist. 

Ernst  Köttbr. 

Einfache  Constructionen  der  rationalen  Gurven  dritter  Ordnung.  Von 
Hermann  Willig.  Programm.  LTheil.  Mainz  1892.  23  S.  und  lOTafeln. 
II.  TheiL    Mainz  1893.    7.  S.  und  6  Tafeln. 

Bei  einer  quadratischen  Verwandtschaft  entspricht  bekanntlich  einem 
Kegelschnitt,  der  durch  einen  Fundamentalpunkt  0^  der  zweiten  Ebene 
geht,  eine  rationale  Cnrve  dritter  Ordnung,  deren  Doppelpunkt  in  dem 
entsprechenden  Doppelpunkt  0^  der  ersten  Ebene  liegt.  Herr  Willig 
benutzt  das,  um  die  verschiedenen  Formen  der  rationalen  Curve  dritter 
Ordnung  zu  zeichnen.  Die  quadratische  Verwandtschaft  ist  derart  specialisirt, 
dass  entsprechende  Punkte  P'  und  P  mit  einem  festen  Punkte  0^  in  einer 
Geraden  liegen  und  die  Verbindungslinien  O^P  und  O^P  sich  auf 'einer 
festen  Geraden  g  treffen.  Ernst  Kötter. 

Die  Orundformeln  der  allgemeinen  Flächentheorie.  Von  H.  Stahl  und 
V.  Kommerell.     Leipzig,  B.  G.  Teubner  1893.     114  S.     4  Mk. 

Die  Schrift  erfüllt  voll  und  ganz,  was  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
sagt,  dass  sie  geeignet  ist  „zur  Grundlage  beim  Studium  grösserer  Werke *^, 
und  sie  kommt  in  dieser  Hinsicht  einem  wirklichen  Bedürfnisse  entgegen. 
Es  Find  die  Hauptformeln  zur  Fl&chentheorie  in  eleganter  Weise  entwickelt, 
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von  dem  Engländer  Eing  Torgescblagenen  Methode  benutzt.  Analytischen 
Ausdrücken,  welchen  sich  statistische  YerhSltnisse  der  menschlichen 
Gesellschaft  unter  umständen  anschliessen  können,  kommt  zunächst  eine 
lediglich  formale  Bedeutung  zu.  Wie  sie  auch  gebildet  sein  mögen ,  ob 
auf  Grund  mehr  oder  minder  plausibler  Hypothesen,  immer  wird  es  von 
dem  empirischen  Material  abhängen,  ob  sie  in  dem  einen  oder  anderen 
Falle  zur  Anwendung  gelangen  dürfen  oder  nicht.  Es  stellt  sich  also  die 
Verwendung  immer  als  ein  Versuch  dar,  auf  welchen  wiederam  ein  Vergleich 
der  durch  die  Formel  gewonnenen  Resultate  mit  den  ursprünglichen  Zahlen 
bejahend  oder  verneinend  antwortet.  Bisher  hat  sich  die  genannte  Formel 
ftir  Sterbetafeln  von  Männern  ftir  das  Alter  von  20  Jahren  aufwärts 
bewährt,  im  vorliegenden  Falle  liess  sie  sich  auch  för  höhere  Alter  (von 
50  Jahren  aufwärts)  auf  Frauen  anwenden  und  die  zum  Vergleich  angegebenen 
Zahlen  sprechen  so  günstig  für  die  Formel  und  sind  interessant  genug, 
um  eine  Wiedergabe  des  Verfahrens  und  einige  seiner  Ergebnisse  wohl  zu 
rechtfertigen. 

Die  Formel  lautet  in  der  verwendeten  Gestalt 

Ix  -*  k8*g^  (a) 

in  welcher  lg  die  Zahl  der  Lebenden  beim  Alter  x  in  einer  Decremententafel, 
^,  8f  g^  ci  aber  Constante  bedeuten,  die  aus  der  Beobachtung  nach  vier 
grösseren,  sich  über  gleich  viel  Jahre  erstreckenden  und  aneinander 
schliessenden  Altersclassen  bestimmt  werden. 

Earup  setzte  z.  B.  für  Männer  o; »  26  und  legte  ^ »  16jährige 
Perioden  zu  Grunde^  so  dass  er  unter  Benutzung  der  aus  (a)  folgenden 
Gleichungen 

y^loglx'^  t  logk  +  l(2x  +  t-l)logs  +  ^^^'^    ^  Jogg, 
^hgh  —^logh  « ^^logh  -  t^  logs  +         _.      log 9^ 
^^logl,  -  ^^hgh  -  ^'^logh  =  ^;^_/  logg, 

X-^  t  X  X  ^ 

«  +  2/  — 1 

^^^loglx 

x-{-t 


g* 


X 


Becbnungsschema*. 


Becensionen. 
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AlteraclasBe 

26-41 
42-57 
58—73 
74—89 


X  (Anfangsalter)  »  26,  ^  »  16 
Siegle  ^2  ^2 

62,9106 
61,7787 
58,4297 
46,1228 


/I2 

—  1,1818 

—  3,3490 

—  12,8069 


hg 


—  2,2172 

0,8468049 

—  8,9679 

0,9622062 

Diff. - 

0,6064013 

:  16 

logq-^ 

0,0379001 

O.  B.  W. 

hg  (—  logg)  —  6,8716464    hgg  —  —  0,00p744l2, 

,     logs^  —  0,0016723, 
hgk^  3,9996708 
und   die   angegebenen   Constanten   erhielt,    welche    zur.  Ermittelung   der 
tabellirten  Werthe  führten. 

Ein  Vergleich  der  in  den  Erfahnmgen  der  Gasse  gegebenen  Zahlen 
mit  den  nach  der  Formel  berechneten  ergiebt  für  Männer  die  folgenden 
Ergebnisse: 


Altersclasse. 


15-29 
30—39 
40-49 
50—59 
60-69 
70-79 
80—89 
90-96 


Zahl 

in 

Personen 

unter  Bisico. 

4420,0 

11486,6 

12207,6 

11136,0 

8346,0 

4235,6 

740,0 

39,0 


BechnuBgirnftnige 

Z«hl 

dar 

BterbofiUe 

nftoh  den  Farsonen 

luter  Biiloo 

dttx  eiiiMliiMi 

litbn^Jahn. 

22,86 

79,22 

138,84 

242,86 
382,72 

411,46 

146,66 

11,70 


Wirkliche 
Sterbefälle. 

29 

73 
143 
252 
366 
424 
141 

12 


Differenzen. 


+   6,u 

—  6,22 
+  4,16 
+     9,14 

—  16,78 
+  12,66 

—  5,56 

—  2,70 


Sämmtliche  Alter     52610,6  1439,20 


1440 


+    0,80 


Altersclasse. 


15- 
30- 
40 
50- 
60- 
70 
80- 
90- 


29 
39 
49 
59 
■69 
■79 
■89 
■96 


SterblichkeitsprocentsStze 
rechnnngsm&Bsig.       wirklich. 

0,68 


0,<» 
1,14 
2,18 
4,69 
9,71 
19,80 

36,«9 


0,66 
0,64 
1,17 
2,86 
4,89 
10,01 
19,06 


Differenzen. 

+  0,14 
—  0,06 
+  0,03 
+  0,08 
-0,20 
+  0,30 
-0,76 
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Erw&hnenswerih  erscheint  auch  der  W^^  den  Earap  einschlSgt,  mn 
eme  Tabelle  für  Ehefrauen  —  für  Wittwen  fwden  sich  hinreicfaende 
Grundlagen  in  den  Daten  der  Casse  yor  —  herzustellen.  War  es  bei 
den  bekannten  Erfahrungen  über  Sterblichkeitsyerhältnisse  geboten,  die 
Geschlechter  getrennt  zu  behandeln,  so  mnsste  es  da,  wo  die  Angaben 
des  Instituts  yersagten,  wtlnschenswerth  sein,  einen  wenn  auch  kflnstlichen 
Anschluss  an  die  Verhältnisse  desselben  herzustellen. 

Wie  der  Verfasser  zeigt,  stimmen  die  Differenzen  und  ihr  Verlauf 
nach  den  Tafeln  Ton  Brune  und  Oppermann  für  die  Sterbeproeentsitze 
beider  Geschlechter  naheani  überein,  so  da^s  sich  yermutiien  iSsst,  dass  die 
Unterschiede  zwischen  M&nner-  und  Frauensterblichkeit  auch  filr  den 
yorliegenden  Fall  zutreffen  möchten.  Die  Tafel  ftir  Ehefrauen  ist  demgeniiss 
ans  der  für  Minner  unter  Berücksichtigung  des  Mittels  aus  jenen  DüTerenzen 
bei  Brune  und  Oppermann  hergeleitet,  woyon  die  Thatsaehe,  dnas  in 
diesen  Differenzen,  wie  in  den  Grundbeobachtungen,  eine  Scheidimg  yon 
Ehefrauen  und  Wittwen  nicht  gegeben  ist,  um  so  weniger  zurOckluüten 
konnte,  als  diese  Tafel  bei  Berücksichtigung  der  Wiedenrerheiratlniiig  fjSi 
die  Verhältnisse  der  Casse  überhaupt  nur  Ton  untei^eordneter  Bedeutimg  ist 

Einen  breiten  Eaam  nimmt  in  den  theoretischeu  Untersuchongea 
sowohl,  als  in  den  Anwendungen,  eine  Methode  ein,  nach  welcher  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  Inyalidewerdens,  der  Eheschliessung  und  Ihnlicher 
Verhlhnisse,  deren  Schitzung  die  Au%abe  erforderlich  macht,  berechnet 
werden.  Dieselbe  einer  Besprechung  an  dieser  Stelle  zu  unterdehen,  kann 
am  so  weniger  umgangen  werdoi,  als  dieselbe  bei  ihrer  ersten  Verwendung 
in  önem  1S75  für  das  Reich  erstatteten  Gutachten  Earup's  auf  den 
heiligen  Widerstand  eines  namhaften  Mathematikers  gestossen  ist,  dessen 
Einwinde  auch  in  neuester  Zeit  noch  hier  und  dort  in  statistiarhen  Pnhli- 
kationen  anderer  Verfiisser  wiederkehren. 

Wir  müssen  bekennen,  dass  wir  durch  keinen  jener  Einwinde,  die 
sich  wesentlich  auf  den  logisch -mathematischen  Gang  der  BetraiditiEng, 
weniger  aber  auf  die  praktische  Verwendbarkeit  der  Besultate  bcnehen, 
in  uBsenH-  üebeinoguB^  ersckftttert  worden  sind,  dass  die  Karnp^sche 
Theiorie  nicht  allein  durchaas  goechtfert^,  Kodem  auch  als  eine  scharfe 
CoBaeqiieBZ  der  einer  jeden  laihematisrhen  Statistik  m  Gnmde  oegesden 
Annahme  toa  don  selbststSndigen  Charakter  da*  ihrer  ünteisockang 
aa^^i^gtirWa  EMgräse  awmieKen  ist.  Zar  Rechtfertigung  dieser  Worte 
mng  dflr  Gfwinnkigang,  wakhaoi  der  Verfisser  bei  der  Bekaadlmtg  tc-b 
Iwiliiitti»"^ Hfjratfbt'  ele. WaigaehemüchkeiteB  f:!^,  hiermi:  Kjchmals  einem 

iCMgelegt    werden.      Kariip   geh»    in 
der  Intoisitit  aas.   wie    er   seil 
fite   &  VfxkAnas&fc  ca& 
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wird  und  welcher  zur  Voraussetzong  hat,  dass  sich  die  Zahlen  in  einer 
Sterbetafel  auffassen  lassen  als  die  Werthe  einer  stetigen,  dififerentiirbaren 
Fanclion  der  Zeit,  eine  Annahme,  die  im  Wesentlichen  jeder  mathematischen 
Behandlung  statistischer  Verhältnisse  —  der  Ausgleichung,  Interpolation  etc.  — 
zu  Grunde  liegt.  Bezeichnet  man  mit  Ix  die  Zahl  der  Lebenden  vom 
Alter  X  in  einer  Sterbetafel ,  so  ist  die  Intensit&t  (force  of  mortality)  ^Lj^  der 
Quotient  aus  der  Wahrscheinlichkeit  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  dx  zu 
sterben  und  dieser  selbst  in  der  Formel 

^' "       hdx 
enthalten,  woftlr  man  auch  schreiben  kann 

dSx 
^'^  hdx 

wenn  man  unter  dSx  die  f(ir  die  Zeit  dx  anzurechnende  Zahl  der  Sterbefölle 
Tersteht.     Entsprechend  setzt  Karup  als  Invaliditätsintensität 

.         dJx^ 
''  "  Bxdx' 

wo  dJx  die  Zahl  der  in  der  Zeit  dx  unter  Bx  a;jShrigen  eintretenden 
InvaliditätsfSlle  bedeutet.  Denkt  man  sich  nun  eine  Gesellschaft  von 
P(0)  Personen,  welche  in  der  Zeit  von  0  bit  t  durch  Invalide  werden  und 
Sterben  gelichtet  wird,  und  bezeichnet  man  mit  ^t  eine  kleine  Zeitstreckey 
so  ist 

P(t+^t)  -^P{i)^^  [J(t  +  Jt)  -  7(0]  -  [8(t+M)  -  S(0], 

wenn  P(f),  J(t)^  8 (t)  die  zur  Zeit  t  vorhandenen  Personen,  die  aus- 
geschiedenen Invaliden  und  Gestorbenen  zählen.  Dividirt  man  die  Gleichung 
durch  P(t)Jt  und  geht  man  zur  Grenze  für  das  unendlich  klein  werdende  i^^ 
über,  so  ergiebt  sich  mit  Bücksicht  auf  die  obigen  Definitionen 

und  durch  Integration  zwischen  0  und  U 

P(0)  ^ 

Diese  Gleichung  gilt  allgemein,  gleichviel,  ob  es  sich  um  Ereignisse 
handelt,  die  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeits  •  Rechnung  von  einander 
unabhängig  sind  oder  nicht.  Sie  lässt  sich  auf  beliebig  viele  Ereignisse, 
welche  den  Bestand  als  Functionen  der  Zeit  vermindern,  erweitem.  In 
der  Wirklichkeit  werden  die  Wahrscheinlichkeiten,  invalide  zu  werden  und 
zu  sterben,  alterirt  durch  die  Zahl  derjenigen  Personen,  welche  auf  die 
eine  oder  andere  Weise  aus  einem  Anfang^be^ta^iid^  ^(^u^^x^^'o^^^  \sfiL\A3Ri 
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der  Zeit  vamAta&OL  Aber  die  jutentititia  and  offBobar  dicKlbm,  ob 
eine  Mdebe  AbbingigVeit  sUttfaat  oder  oidii.  &  geben  em  Hmum  des 
Waebeeof  fikr  die  betraditeten  Fmictioiien  la  einem  beeümaitea 
wem  man  das  eise  Mal  nnr  auf  das  InTaüdewerdeiiy  das  SBiese  Mal 
auf  das  Sterben  refleetirt.  Im  Kmrnp'seben  Bnebe  werden  — 
Coneession  g^gen  erhobene  Zweifel  —  an  dnem  UmHcbwi  ITgiipifl  die 
Grenzbetraditxmgen  aosgefilbrt,  welche  zeigen,  da»  die  StSmngnn,  weldbe 
die  LiTalidiU&tS'Wahrseheinlichkeit  dnreh  das  Sterben  nnd  nmgelodirt  ftr 
dnen  Moment  erfahren  würden,  gegenftber  den  anderen  GrOssen  unendlidi 
klein  werden  und  ans  der  Beehnong  heraosfidlen,  obwohl  dstf  saeh 
nnserem  Dafürhalten  an  sieh  klar  ist. 

Znr  Answerthong  der  in  der  Beobaehtong  gegebenen  Zahlwi  macht 
Karnp  nnn  Ton  der  Hetion  Gebranch,  dass  eine  Gesellsehafi  ein  Mal 
nnr  dnreh  Absterben,  andererseits  nnr  dnreh  LiTalidewerden  geUchtet 
werde.  Er  behandelt  bei  der  FeststeUnng  der  InyaliditSts- Wahrscheinlichkeit 
ans  den  Schicksalen  einer  Gesellschaft  alle  anderen  Ersdieiniingen,  dnreh 
welche  dieselbe  in  ihrem  Personenbestande  Terringert  wird,  nicht  anden, 
als  bisher  allgemein  das  Ausscheiden  bei  Lebzeiten  in  Bficksicht  gezogen 
wurde,  wenn  es  anf  die  Peststelhmg  der  Sterbe  'Wahrscheinlichkeit  ankam, 

Ff&r  jenen  idealen  Fall  wfirden,  nnter  B{i)  die  Zahl  der  im  Alter  i 
ezistirenden  aetiyen  Personen  verstanden,  folgende  Gleichnngen  gelten: 

B(O)-B(0-/(0, 

^  B(t)  B{t)  ' 

/i,dt''lB{0)-lB{f), 

0 

B(0)      *    • 

und  alio  wenn  jt  die  Wahrscheinlichkeit  in  der  Zeit  von  0  bis  t  invalide 
za  werden  bedeutet,  wOrde  sein: 

j(t)  _B(o)^B(t)       PCO  ^        ;..  ^, 

^'      B(0)  B(p)  B(0)      ^      ^    •       • 

Das  Analoge  gilt  für  die  Wahrscheinlichkeit  Wt  zu  sterben: 

TergMeht  man  das  mit  der  Gleichnng  (5)  und  wird  berücksichtigt, 

p(0 

<vt  aollretenden  Quotienten  ^^^77^^  die  Walirsclieinlichkeit 
belli  noch  invalide  zu  werden  versteht ,    die  Y 
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der  Wahrseheinlichkeitstheorie  Termathete.  In  der  neueren  DaxsteUong, 
in  welcher  sich  diese  Thatsache  als  eine  einfache  Conseqoenz  ans  den 
IniensiULten  ergiebt,  wird  man  schwerlich  einen  Angrifbponkt  zor  Anfechtung 
des  logisch -mathematischen  Ganges  der  Untersuchung  finden,  wenn  man  nur 
im  Auge  behält^  dass  Inyalidität  und  Sterblichkeit  als  selbststSndige 
Functionen  der  Zeit  Torausgesetzt  önd,  eine  Annahme,  deren  logische 
Zulassigkeit  keinem  Zweifel  unterliegt,  deren  tbatsSchliche  Berechtigung 
aber  jede  in  das  Gebiet  der  Yersicherungstechnik  gehörende  statistische 
Untersuchung  würde  nachweisen  müssen«  Es  braucht  kaum  ausgeführt  zu 
werden,  dass  die  den  Berechnungen  in  letzter  Hinsicht  zu  Grunde  liegenden 
unbekannten  Ursachen  sich  einer  exacten  Analyse  TöUig  entziehen,  und 
es  ist  kaum  ein  Beispiel,  das  geeigneter  wäre  als  das  Yorliegende,  das 
Verfiahren  der  Statistik  zu  rechtfertigen.  Es  sind  offenbar  dieselben,  nnr 
gradaell  Terschiedenen  Ursachen,  die  zur  luTalidität  und  zum  Tode  ft&hren 
und  nur  das  praktische  Bedfir&iss  in  Yerbindaug  mit  der  Art  ihrer  Wirkungen 
Teranlasst  die  Fiction,  dass  sich  f&r  jede  dieser  beiden  Folge-Erscheinungen 
ein  in  den  Zahlen  erkennbarer  gesetzm&ssiger  Verlauf  documentire. 

In  einem  Gebiete,  dem  das  Hilfsmittel  der  Phjsik,  das  E^Mriment^ 
TöUig  abgeht,  mass  der  Bechnung  allein  die  Aufgabe  zufallen, 
störende  Einwirkungen  zik  eliminiren,  und  das  ist  lediglich  der  Sinn  des 
▼orliegenden  Verfahrens.  Hat  sich  dasselbe  wegen  seiner  Annahme  im 
statistischen  Sinne  selbstständig  wirkender  Ursachen  zu  yerantworten,  so 
gilt  dasselbe  Ton  der  Statistik  und  ihrer  Schlossfolgerungen  schlechthin. 
Es  kann  nicht  in  Abrede  gestellt  werden,  dass  von  der  Wahrscheinlichkeits- 
Bechnung  hin  und  wieder  ein  Gebranch  gemacht  worden  ist,  der  einer 
scharfen  Kritik  nicht  Stand  halt,  aber  immer  möchte  dabei  mehr  der 
Gegenstand  für  sich  als  unzaganglich  einer  rechnungsmSssigen  Behandlung  sich 
erweisen,  als  die  mathematischen  Entwickelungen  selbst  Irrthümer  zeigen. 

Im  vorliegenden  Falle  hat  man  sich  nur  g^enwärtig  zu  halten, 
dass  man  es  mit  Anwendungen  der  Bechnung  auf  praktische  Verhältnisse 
zu  thun  hat,  deren  Erkenntnisswerth  yon  Niemandem  überschätzt  wird. 
Jederman  weiss,  dass  technische  Bilanzen  den  Weg  nur  aof  eine  kurze  Strecke 
beleuchten;  sie  zeigen  mit  grosser  Sicherheit  gegenwärtige  Mängel,  während 
ihnen  natürlich  der  Charakter  einer  Richtschnur  fär  alle  Zeit  nicht  ankommt 
Die  Voraussetzungen  der  Bechnung  entstanmien  vergangenen  Erfahrungen, 
während  die  Verhältnisse,  welche  dabei  in  Betracht  gekommen  sind,  in 
einam  beständigen  Flusse  sich  befinden.  Nebenbei  bemerkt  trägt  diesem 
Umstände  aneh  Karnp  Beduumg,  wenn  er  periodische  Wiederholungen 
dar  BüiBB  ftr  dia  Gothaiaelie  Caase  verlangt. 

IJM  dmr  logiidi-mathematische  Gang  des  Earup 'sehen 
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^'^Bo  +  Bi+J~  ^    ,E-Ä-8' 

2 ^  + 2 

worin  J  die  Zahl  der  InYaliditätsfölle  des  Jahres  angieht. 

Auch  die  Ahleitong  der  InyaHdit&tsinteiisitftt  ig  ans  den  auf  diese 
Weise  herechneten  OröiBen  jx  mag  noch  erwShnt  werden.  Ist  a  das 
niedrigste  Alter  in  einer  Invalidit&tstafel ,  A  die  Zahl  der  ursprünglich 
vorhandenen  a jährigen  Personen,  so  stellt 

T.~A(i-  ja)  (1  -i«+i)  •  •  •  (1  -ix-i) 

den  Bestand  der  Gesellschaft  im  Alter  Yon  a;-Jahren  dar,  wenn  voransgesetzt 
wird,  dass  ein  Ausscheiden  aus  anderen  Ursachen  in  der  angedeuteten 
Weise  eliminirt  ist     Nun  folgt  andererseits  aus 

m 
Y    mm    A  /»-/'«''* 

"^^  *'  dT, 

80  dass  man  als  erste  Näherung 

^x— 1  —  Yx  +  l 

**"       2r, 

erhält y  welche  den  meisten  praktischen  Anforderungen  Genüge  leistet, 
während  sich  durch  Hinzunehmen  fernerer  Glieder  der  Entwickelang  jede 
gewünschte  Genauigkeit  würde  erreichen  lassen. 

Wie  man  sieht,  lassen  die  Besaltate  des  Earup'schen  Verfahrens  an 
Einfachheit  kaum  zu  wünschen  ührig,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  dass 
man  unter  allen  umständen  die  bisher  üblichen  Methoden  anheben  solle. 
Aber  bei  verwickelteren  Problemen  und  insbesondere,  wenn  die  Daten  für 
die  Invalidität,  die  Sterblichkeit,  die  Heirathsfrequenz  aus  verschiedenen 
Beobachtungssphären  sich  ergeben,  wird  man  dem  neu  eingeschlagenen 
Weg  den  Vorzug  geben  müssen. 

Wir  erwähnten  bereits,  dass  in  dem  Gutachten  für  die  Berechnung 
von  Bentenwerthen  die  Euler'scheSummationsformel  mehrfach  herangezogen 
wird.  Karup  folgt  hierin  dem  Beispiel  des  Engländers  Woolhouse  und 
da  diese  Verwendung  in  deutschen  Arbeiten  sich  bisher  nicht  eingebürgert 
hat,  so  mag   eine   kurze  Wiedergabe  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein. 

Die  Formel  lautet  in  der  verwendeten  Gestalt: 

»^/(«)  -  ^  [/w +  /•(*+ ^) + f(a; + 1)  •••+/■(«- ^) +  /•(«.)]  - 

w  mm  m 

f#w*^i-lj[/i(x)+f(»)]-jij;-,[/'(x)-/*(»)]+^,i/''(^)-n^^^ 

«•fl^  Mi  Vonct*  die  eine  Entwickelung  nach  derTajlor  'sehen 

Bähi  aMp  hirch  m  theilbar  vorausgesetzt  wird.     Für 
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Zm=Jf{x)dx+l  [rta;)+/(«)]  -^\fix)  -/♦(„)]+ J^[^«(a,)_^"(„)]  - ...  (6) 

X 

über  und  aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Beziehungen  folgt: 

Z('»)f{^)=.Tf{z)-*!^\f{x)+f{a>)]+'^,[f{x)-n'o)^r^,{f"^ 

womit   eine   Relation   zwischen   Summen  gewonnen   ist,   die  sich  ftlr  den 

vorliegenden  Fall   einmal   auf  —  Jahr,    andererseits   auf  die   gewöhnliche 

Einheit,  das  Jahr,  beziehen. 

Sieht  man  nun  z.  B.  die  Grösse  lx(f^  die  sogenannte  discontirte  Zahl 

der  Lebenden  ig  bedeutet  den  Abzinsungsfactor  und  ist  fOr  3  7o""  TTri)* 

als  eine  Fonction  von  o;  an,  in  welcher  die  Functions werthe  mit  dem 
höchsten  Alter  oo  nnd  auch  die  Deriyirten  »  0  za  setzen  sind,  so  entsprechen 
den  angegebenen  Beziehungen  (a),  (6),  (c)  drei  andere,  in  welchen  nnr 
die  Grössen  /'(co),  f((o)..,  fehlen  und  diese  Relationen  sind  es,  welche 
nicht  allein  h&ufig  gebrauchte  NSherungswerthe  für  solche  Rentenwerthe, 
die  sich  auf  kürzere  als  Jahrestermine  beziehen,  leicht  begründen,  sondern 
auch  nicht  uninteressante  Gleichungen  zwischen  den  Rentenwerthen  und 
den  Intensitäten  zum  Ausdruck  bringen.  So  ergiebt  sich,  um  ein  sehr 
einfEUihes  Beispiel  anzuftlhren,  der  Werth  einer  prSnumerando  und  halbjähr- 
lich zu  zahlenden  Leibrente  von  1  pro  anno  für  eine  x- Jahre  alte  Person 

5  1  lx(y'+lx+i^H  +  '"      TWf(x) 

^'"2  t9*  "    fix) 

unter  Anwendung  der  dritten  Gleichung  für  m  —  2 

und  wenn  man  beachtet,  dass 

fix)       *" 

1 

WO  ihi  die  Sterblichkeitsintensität  füs  das  Alter  x,  "^Bg  den  Werth  der 
jährlich  pränumerando  zahlbaren  Leibrente  von  1  bedeuten 

in  welcher  für  praktische  Zwecke  der  dritte  Term  schon  yemachlässigt 
werden  kann. 

Ebenso  folgt  für  den  Werth  einer  continuiclicliQU  B^T^tA  «n&\ 
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far  m  s=sQO 

ip       +p       1       (ix  +  lognatr  , 
i?x-  i2x-2 12 +"•• 

so  dass  sich  diese  annShemd   als  um   den  halben  Betrag  der  Jahresrente 
kleiner  erweist,  als  die  pränumerando  in  jährlichen  Raten  zahlbare  Leibrente. 
Soll  die  continnirliche  Rente  nicht  blos  dorch  den  Tod^  sondern  auch 
bei  eintretender  Invalidität  erlöschen,  so  ergiebt  sich  analog 

5p       ip       1       (ix  +  ix  +  hgnatr  , 

wo  ix  die  Invaliditäts- Intensität  bedeutet. 

Wir  wollen  damit  unser  Referat  beschliessen  und  auf  das  Buch 
selbst  verweisen,  das  ein  gründliches  Studium  wohl  werth  ist  und  als  ein 
mustergiltiges  Beispiel  sowohl  dem  Statistiker  Dienste  leisten  wird,  als  ea 
geeignet  sein  dürfte,  dem  Neuling  einen  Einblick  in  den  heutigen  Stand 
der  mathematischen  Statistik  zu  gewähren.  Von  dem  reichhaltigen  Tabellen- 
Material  wird  sich  Vieles  auch  für  ähnliche  Zwecke  dienstbar  erweisen. 
In  der  Tages-  und  Fachpresse  sind  der  Veröffentlichung  des  Gutachtens 
sehr  freundliche  Worte  geschenkt  worden.  Man  wird,  wie  wir  zuversichtlich 
glauben,  das  Buch  nicht  aas  der  Hand  legen  können,  ohne  dem  immensen 
Fleiss,  der  Geschicklichkeit  und  dem  Scharfsinn  des  Verfassers  seine 
Anerkennung  zu  zollen  und  wenn  in  einer  Besprechung,  was  wir' für  den 
Hauptvorzug  des  Baches  halten,  das  Streben  nach  wissenschaftlicher 
Begründung,  bei  allem  Lobe  den  Vorwurf  „mathematischer  Scholastik^ 
gefanden  hat,  so  möchte  das  Bach  selbst  sich  dagegen  mit  den  Worten 
von  Joh.  Nie.  Tetens  verwahren  können:  „Die  kürzeste  Praxis  erfordert 
jedes  Mal  die  meiste  Theorie '^  Dr.  L.  Goldschmidt. 


Die  Orundlagen  der  Geometrie  ohne  specielle  Grundbegriffe  und  Grund- 
sätze, mit  Einschlass  einer  vollständigen  Darstellnng  der  reinen 
Sphärik,  einheitlich  dargestellt  von  Johann  Jacob  Iselin,  eidgen. 
diplom.  Arzt  von  Glaras.  Bern ,  Drack  und  Verlag  von  EL  J«  Wjss. 
1891.     264  S.    4^     Preis  geh.  6  Mk. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  bisher  übliche  Zusammenstellung  der  Sätze 
der  Geometrie  zu  einem  System  gleich  in  den  ersteh  Grundlagen  für 
unser  streng  einheitliches  Denken  eine  störende  Lücke  zeigt.  Gewöhnlich 
wird  diese  Lücke  in  die  Parallelen-Theorie  verlegt.  Man  kann  aber  auch 
sagen,  dass  der  Mangel  darin  bestehe,  dass  wir  keinen  exacten  Beweis 
für  den  Satz  haben:  „Die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  beträgt  180  Grad^^ 
Is  sind  eine  Beihe  von  Versuchen  gem^ye^t  ^oideu  ^  diese  Lücke  auszufüllen. 
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d.  h.  )/675  >    g.^     und  ]/3  >  ^-=^1  und  so  sind  von  dem  Ausgangspunkte 

Ol  loo 

/-     26 
des  N&herungswerthes  y  3  ^  :j-^  aus,  der  zam  eisernen  Bestände  der  rechnenden 

Geometrie  geworden  ist,  die  beiden  archimedischen  Grenzwerthe  gefunden. 
Ausser  diesem  Hauptergebnisse  der  Halts ch'schen  Untersuchung  wird  der 
aufmerksame  Leser  noch  manches  Andere  ihr  entnehmen  können,  und  wir 
persönlich  bedauern  sehr,  dass  wir  den  vom  Verfasser  uns  überschickten 
Abzug  erst  erhielten,  als  der  Druck  unserer  oben  erwähnten  zweiten  Auflage 
über  Archimed  hinausgeschritten  war.  Wenn  Herr  Hui t seh  die  vorzugs- 
weise Benutzung  binärer   Stammbrüche,    d.  h.  Brüche  von    der  Form  ^f 

auf  die   nach  fortgesetzter  Halbirung  übliche  Tbeilung  der  Längenniaasse 

stützt,    so   möchten   wir   ergänzend    an  das   ägyptische  Rechnen  erinnern, 

welches    dem    Scholiasten    des    platonischen    Charmides    gemäss    auch   in 

Griechenland    neben    dem    eigentlich    hellenischen    Bechnen    Bürgerrecht 

erlangt  hatte.  Cantor. 

• 
Apollonii   Pergaei  quae  graece   exstant  cum  commentariis  antiquis  edidit 

et  latine  interpretatus  est  J.  L.  Hbiberg,  Dr.  phil.     Vol.  I,  1891, 

pag.  XII,    451.     Vol.  II,    1893,    pag.   LXXXV,    361.     Leipzig, 

B.  0.  Teubner's  Bibliotheca  Scriptorum  Graecorum  et  Bomanomm. 

Welche  stattliche  Menge  von  Neuausgaben  griechischer  Mathematiker 
hat  nicht  die  Presse  verlassen,  seit  Hultsch  1864  denHeron  veröffentlichte! 
Die  seit  jener  Zeit  verflossenen  nicht  vollen  30  Jahre  haben  in  neuem, 
kritisch  tadellosem  Gewände  und,  was  nicht  von  geringer  Bedeutung  ist, 
in  leicht  zugänglichen,  handlichen  Ausgaben  uns  alle  jene  Werke  gebracht, 
die  bis  dahin  meistens  nur  in  Gestalt  von  Folianten  auf  öffentlichen 
Bibliotheken  zu  finden  waren  und  sich  selten  in  die  Büchersammlung  eines 
Privaten  verirrten.  Für  die  Kegelschnitte  des  Apollonius  war  man 
auf  die  Halley'sche  Ausgabe  von  1710  angewiesen,  wenn  man  sich  nicht 
an  der  deutschen  Bearbeitung  von  Balsam  (1861)  genügen  lassen  wollte. 
Es  war  fast  eine  Ehrenpflicht  des  Herausgebers  des  Archimed  und  der 
Euklidischen  Elemente,  in  dieser  Nothlage  einzugreifen,  und  Herr  Heiberg 
hat  dieser  Ehrenpflicht  zu  genügen  gewusst.  Auf  Grundlage  der  beiden 
ältesten  Vaticancodices  V  und  v,  deren  Ersterer  aus  dem  XH.  bis  XIII., 
Letzterer  aus  dem  XIII.  S.  stammt,  und  unter  Vergleichung  zahlreicher 
anderer  Handschriften  hat  Herr  Heiberg  die  neue  Ausgabe  veranstaltet 
Neben  den  Büchern  I  bis  IV  der  Kegelschnitte  sind  die  bei  Pappus  vor- 
handenen Bruchstücke  anderer  Schriften  des  Apollonius  nebst  den  Lemmen 
des  Pappus  selbst  und  der  Commentar  des  Eutokius  zum  Abdruck 
gekommen,  letzterer,  sowie  die  Niet  "B^öiw  ^^\l,^\^Orai\^»^^  xsiLt  bei^e^^ 
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vom  1.  August  bis  30.  September  1893. 


Periodisohe  Sohriften. 

Abhandlungen  der  mathem.-phjsikal.  Classe  der  königl.  bayer.  Akademie 

der  Wissenschaften.    18.  Bd.    1.  Abth.    München ,  Franz.  8  Mk. 

Sitzungsberichte  der  mathem.-phjsikal.  Classe  der  königl.  bajer.  Akademie 

der  Wissenschaften.    1893.   2.  Heft.    Ebendaselbst.  1  Mk.  20  Pf. 

Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften ,  mathem.  •  naturw. 

Classe,  Abth.  IIa.  102 Bd.,  S.u. 4. Heft.  Wien,  Tempsky.  4Mk.60Pf. 
Yierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschaft.    28.  Jahrgang.    1.  und 

2.  Heft    Leipzig,  Engelmann.  4  Mk. 

Tageblatt  der  deutschen  Naturforscher -Versammlung  in  Nürnberg  vom  11.  bis 

15.  September  1893.    Nürnberg,  Schräg.  2  Mk. 

Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung.  2.  Bd. ,  1891 — 1892. 

Mit  Bericht   über   die  Entwickelung   der  Lehre  vom  Erddruck,   von 

F.  EöTTBB.     Berlin ,  0.  Reimer.  4  Mk.  50  Pf. 

Aus  dem  Archive  der  deutschen  Seewarte.   Herausgegeben  von  der  Direction. 

15.  Jahrgang,  1892.     Hamburg,  Friedrichsen.  15  Mk. 

Jahresbericht   des  Centralbureaus   für  Meteorologie   und  Hydrographie   im 

Orossherzogthum  Baden  für  das  Jahr  1892.  Karlsruhe,  Braun.  -6  Mk. 
Jahrbuch  des  königl.  sttchs.  meteorologischen  Instituts.    X.  Jahrgang  (1892). 

1.  Hälfte.  Herausgegeben  von  P.  Schreiber.  Chemnitz,  Bülz.  10  Mk. 
Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Ungarn.     Bedigirt 

von  L.  Fröhlich.  10.  Bd.  2.  Hälfte.  Berlin,  Friedländer  &8.     4  Mk. 

OesoMohte  der  Mathematik  und  Physik. 

Frobbnius,  0.,  Gedächtnissrede  auf  Leop.  Kronecker.  (Berliner  Akad.) 
Berlin ,  G.  Reimer.  1  Mk.  50  Pf. 

KuMDT,  A.,  Gedächtnissrede  auf  Werner  v.  Siemens.  (Berliner  Akad.) 
Ebendaselbst.  1  Mk.  50  Pf. 

Obenrauch,  J.,  Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Geometrie.  (Progr.) 
Brunn,  Selbstverlag  des  Verfassers.  2  Mk. 

Reine  Ibithematik. 

Freqb,  G.,  Grundgesetze  der  Arithmetik^  begriffsschriftlich  abgeleitet.   1.  Bd. 

Jena,  Pohle.  12  Mk. 

Qbavblius,  H.,  Lehrbuch  der  höheren  Analjsis.  1.  Bd.  Differentialrechnung. 

Berlin  j  Dümmler.  6  Mk. 
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ScHWBBiNG»  K.,  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Freiburg  i.  6r., 
Herder.  80  Pf. 

Barthels,  E.,  Aasführliches  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  Trigonometrie. 
Wiesbaden ,  Sadowskj.  2  Mk.  80  Pf. 

Sbllemtin,  R.9  Orundriss  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten.  I.  Plani- 
metrie.    Köln,  Du  Mont  Schauberg.  2  Mk.  40  Pf. 

MÜLLER;  H.,  Stereometrische  Constructionen ,  Projectionslehre  für  die  Prima 
der  Gymnasien.     Frankfurt  a.  M. ,  Hermann.  1  Mk. 

SoHLOTKB,  J.,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  IL  Theil.  Dresden, 
Eühtmann.  2  Mk. 

Dorr,  B.,  Das  Problem  der  beliebigen  Winkeltheilung  ohne  und  mit  An- 
wendung eines  besonderen  Instruments.     Elbing,  Meissner.  3  Mk. 

Angewandte  Mathematik. 

Wenzel,  L.,  Beitrag  zur  Schwingungstheorie  elastischer  Saiten.   Programm. 

Klagenfurt,  Eleinmayr.  1  Mk. 

PoiMCARiS,  H. ,  Thermodynamik.     Deutsch  von  W.  Jabger  und  E.  Gumlioh. 

Berlin,  Springer.  10  Mk. 

Physik  und  Meteorologie. 

WiLH.  Wbber's  Werke.    5.  Bd.    Wellenlehre,    besorgt  durch  E.  Rieoke. 

Berlin,  Springer.  18  Mk. 

Clapbtron  ,  E. ,  Die  bewegende  Kraft  der  Wärme.    Deutsch  herausgegeben 

von  B.  Mbwbs.  Berlin  ^  FriedlSnder's  Buchdruckerei.  1  Mk.  60  Pf. 
YiOLLE,  J. ,  Lehrbuch  der  Physik.  Deutsch  von  Gumlich,  Holborn,  Jaeqer 

und  Lindeok.  II.  Theil.  1.  Bd.  Akustik.  Berlin,  Springer.  8  Mk. 
Blabius,  W.  ,  Stürme  und  moderne  Meteorologie.  4.  Vortrag.  Die  Ursachen 

der  Barometerschwankungen.    Braunschweig,  Limbach.      1  Mk.  80  Pf. 

compl.  2  Mk.  60  Pf. 
Gläss  ,  R. ,  Abriss  der  Meteorologie  und  Elektricittttslehre^  Für  Bealschulen. 

Plauen  i.  V.,  Neupert.  1  Mk.  60  Pf. 
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Zweite  Hälfte:  1.  Juli  bis  31.  December. 


A. 

Abbildnng. 

269.  Ueber  die  conforme  Abbildang  einer  Halbebene  auf  ein  nnendlich  benach- 

bartes Ereisbogenpolygon.    G.  Pick.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa) 
C,  1887. 

Abersehe  Tranioendenten. 

270.  Bemerkung  über  einen  Pnnkt  in  Eiemann*s  Theorie  der  AbeFBchen  Functionen. 

F.  Franklin.    Mathem.  Annal.  XLI,  308. 
Vergl.  Umkehrproblem. 

Absolute  Geometrie. 

271.  Die  Trigonometrie  in  der  absoluten  Geometrie.    M.  Simon.    Grelle  CIX,  187. 

Vergl.  Mehrdimensionale  Geometrie. 

Abifthlende  Oeometrie. 

272.  Sur  Tanalysis  situs.    H.  Poincar^.    Gompt  Bend.  CXV,  683. 

273.  Ueber  die  Znsammenhangszahl  eines  Fl&chensystems.    G.  Koehler.    Grelle 

GIX,  118. 

274.  Ezemples  de  la  dätermination  des  coniques  dans  an  Systeme  donn^  qoi  satis- 

K)nt  k  une  condition  donn^e.    H.  G.  Zenthen.   Mathem.  Annal.  ALI,  639 
[Vergl.  Nr.  3.] 

Analytisehe  Geometrie  der  Ebene. 

275.  Sur  les  angles  et  les  distances  en  coordonndes  trilin^aires.    Vogt.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  XI,  148. 

276.  La  sym^trie  en  coordonn^es  polaires.    J.  Lef^vre.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

XI,  302,  863. 

277.  Ueber  harmonische  Strahlen.    Bud.  S kutsch.    Gran.  Archiv  2.  B.  XI,  206. 

278.  Geometrische  Bestimmung  der  Tangente  der  Gassini'schen  Linie.    W.  Bai  f. 

Grün.  Arohiv  2.  B.  XI,  438. 

279.  Zur  Gassinischen  Linie.    E.  Oekinghaus.    Gran.  Archiv  2.  E.  XI,  441. 

Vergl.  Geodäsie  860.    Kegelschnitte.    Krümmung. 

Analytisolie  Oeometrie  des  Baumes. 

280.  Sur  la  corr^lation  entre  le  syst^mes  de  coordonn^es  ponctuelles  et  les  syst^mes 

de  coordonn^es  tangentielles.  M.  d*Ocagne.   N.  ann.  math.  Ser.  8,  XI,  70. 

281.  Fundamentalachsen   der  mehrfach   gekrümmten  Linie.     B.  Hoppe.     Gran. 

Archiv  2.  B.  XI,  442. 

282.  Das  Tetraeder,  bezogen  auf  seine  Hauptträgheitsachsen.    B.  Hoppe    Gran. 

Archiv  2.  B.  XI,  86. 
Vergl.  Krümmung.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 

283.  Geber   die  Gleichungen,  mit  deren  Hilfe  man  die  säcularen  Störungen  der 

Planeten  bestimmt.    K.  Hensel.    Grelle  GX,  180. 

284.  Ueber  die  Berechnung  einer  Kometenbahn  mit  Berücksichtigung  von  Gliedera 

höherer  Ordnung.    £.  Weiss.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  G,  1132. 

285.  8ar  le  caloul  des  in^galitds  d*ordre  ^lev^.    0.  Gallandreau.    Gompt.  B«id. 

CXV,  386. 
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308.  Sar  las  ^qoatioiis  diffdrentielles  lio^aires.   J.  Gels.    Compt  Read.  CXV,  1067. 

309.  Ueber   die   bei  den  linearen  Differentialgleichongen   »weiter  Ordnong   auf- 

tretenden Primformen.  Ladw.  Schlesinger.   Grelle  GX,  130.  —  Compt 
Rend.  CXV,  32. 

310.  Ueber  lineare  homogene  Differentialgleichongen  sweiter  Ordnung,  liir  weldie 

die  Umkehri^gtffunction  von  endlicher  Yieldentigkeit  ist.    Lodw.  Schle- 
singer.   Grelle  GX,  265. 

311.  Ueber  eine  specielie  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  linearen 

Goefficienten.    L.  Pochhammer.    Mathenu  Annal.  XLI,  174.  * 

312.  Sar  le  probldme  de  Pfaff.     A.  J.  Stodolkievitz.    Gompt  Bend.  CXV,  &92. 

313.  Erweiterung  eines  Pfaff  *schen  Satzes  auf  simultane  totale  Differentialgleichnngen 

erster  Ordnunj^  und  Integration  einer  Glasse  von  simultanen  partiellen 
Differentialgleichungen.    M.  Hamburger.     Grelle  GX,  1&8. 

314.  Ueber    die    Integrale   simultaner   partieller   Differentialgleichnngs-Sjsteme. 

L.  Königsberger.    Mathem.  Annal.  XLl,  260. 

315.  Ueber  die  Integrale  partieller  Differentialgleichungs- Systeme  beliebiger  Ord- 

nung.   L.  Königsberger.    Grelle  CIX,  261. 
Vergl.  Hypergeometrische  Reihe  409, 410.  Invarianten theorie  419.  Mechanik  469, 
460.    Wärmelehre  529. 

DiflinremtUlqiiotieat. 

316.  Ueber  Functionen  einer  reellen  Variabein,   welche  Derivirte  jeder  Ordnung 

besitzen.    L.  Maurer.    Mathem.  Annal.  XLI,  377. 

317.  Die  Nullwerthe  höherer  Ableitungen  gewisser  zusammengesetzter  Functionen. 

Fr.  BogeL    Grün.  Archiv  2  B.  XI,  14. 

Differensengleielumg. 

318.  Zur  Theorie  der  Differenzengleichungen.    W.  Heymann.    Grelle  GIX,  112. 

Dreiaeksgeometrie. 

319.  Snr  quelques  propri^^  du  triangle.    Molenbroch.    N.  ann.  math.  8er.  3, 

XI,  121,  179. 

320.  Gonstructions  et  formnies  relatives  au  triangle.     G.  A.  Laisant.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  XI,  209. 

321.  Sur  la  g^omätrie  du  triangle.    £.  Valdäs,    N.  ann.  math.  Ser.  3«  XI,  249. 


Elastidtit. 

322.  Des  pertorbations   locales  que  produit  au-dessous  d*elle  one  forte  chaige, 

r^partie  uniformäment  le  long  d*une  droite  normale  aox  denx  bords, 
k  la  surface  sup^rienre  d*nne  poutre  rectangulaire.  J.  Bonssinesq. 
Gompt  Bend.  GXV,  5.    [Vergl.  Nr.  47.] 

323.  De  la  forme  gän^rale  de  la  loi  du  mouvement  vibratoire  daos  an  milieu  iso- 

trope.    E.  Mercadier.    Gompt  Bend.  GXV,  1264. 

324.  Botating  elastic  solid   cy linders  of  elliptic  sertion.    G.   Ghree.    PhiL  Mag. 

Ser.  5,  XXXIV,  70,  154. 

325.  Flexure  of  long  pillars  nnder  their  own  weight   M  F.  Fitz  Gerald.  Phil. 

Mag.  Ser.  5,  XXXIII,  428. 

326.  Struts    ond   tie-rods  wiüi   lateral    loads.      J.   Perry.     Phil.   Mag.   Ser.  5, 

XXXIII,  269. 

327.  On  the  resistances  to  transverse  strain  in  beams.      B.  G.  Nichols.    PhiL 

Mag.  Ser.  5,  XXXlll,  397. 

328.  The  influence  of  flaws  ond  air-cavities  on  the  strength  of  materials.  J.  Lar- 

mor.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXIII,  70. 

329.  On  the  dÜBcuIties  of  coustructing  a  theory  of  the  collapse  of  boiler-flaes. 

A.  B.  Basset    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXIV,  221. 

Elektridttt. 

330.  The  „Elastic  Medium*'  method  of  treating  electrostatic  theorems.  W.  H.  B ragg. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXI V,  18. 

331.  An  electrolytic  theory  of  dielectrics.     A.  P.  Ghattock.    PhiL  Mag.  Ser.  5, 

XXXIV,  461. 

382,  8ome  points  in  electrolysis.    J.  SwinbTitne.     Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXII,  1. 
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Potential. 

504.  Table   of  zonal   spherical    barmonics   and  Illustration  of  its  use.    J.  Perry. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXO,  512. 

505.  The  vector  potential.    A.  Schuster.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXII,  9. 

Quadratische  Formen. 

506.  Anwendung  der  Modul- Systeme  auf  einen  geometrischen  Satz  und  auf  das 

Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen.    £.  Netto.   Crelle  CX,  184. 

Quadratische  Beste. 

507.  Zur  Theorie  der  quadratischen  Reste.    K.  Bei  eh.    Grün.  Archiv  2.  B.  XI,  176. 

Vergl.  Zahlen theorie  551,  552. 

Qnatemionen. 

508.  Quatemions  as  a  practical  instrument  of  physical  research.    AI.  Mac  Aulay. 

Phü.  Mag.  Ser.  5,  XXXlü,  477. 


Beihen. 

509.  Sur  les  s^ries  ä.  termes  positifs.    V.  J am  et.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  XI,  99. 

fVergl.  Nr.  236.] 

510.  Sur  la   convergence  des  sdries.     A.   de  Saint- Germain.     N.  ann.  math. 

Ser.  8,  XI.  267.    Compt.  Rend.  CXV,  1268 

511.  Ueber  die  Reihe  der  reciproken   Binomiaicoefficienten    Fr.  Rogel.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XI,  412. 

512.  Sur  la  serie  de  Fourier.    J.  de  Signier.    N.  ann.  math.  Ser.  3,. XI,  299. 

513.  Sur  une  classe  particuli^re  de  s^ries.    M.  d*Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

XI,  526.  —  Cömpt.  Rend.  CXV,  790,  904. 

514.  Demonstration  simple  des  formules  qui  servent  au  calcnl  des  tablesde  log^arithmes 

sinus.  U.  Laurent   N.  ann.  math.  Ser.  3,  XI,  119.  —  G.  Peanr  ibid.  889. 
Vergl.  Functionen  350.    Hypergeometrische  Reihe.    Zahlentheorie  548. 

Schwerpunkt. 

515.  Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Vierecken. 

R.  Hoppe.     Grün.  Archiv.  2.  R.  XI,  351. 

Singularitäten. 

516.  Einige    allgemeine  Sätze    über    die    einfachsten    Gestalten   ebener  Cnrven. 

Ad.  Kneser.    Mathem.  Annal.  XLI,  349. 

517.  Ueber  Singularitäten  verschiedener  Ausnahme -Ordnung  und  ihre  Zerlegung. 

J.  Eorteweg.    Mathem.  Annal.  XLI,  286. 

Stereometrie. 

518.  Sur  le  quadrilat^re.    F.  Farjon.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  XI,  41. 

T. 

Thetaftmctionen. 

519.  üeber  die  Jacobi^sche  Thetaformel.    Aug.  Gutzmer.    Crelle  CX,  177. 

Transformationsgmppen. 

520.  Ueber  die  Irreducibilität  complexer  Zahlensysteme.   G.  Scheffers.    Mathem. 

Annal.  XLI,  601.    [Vergl.  Bd.  XXXVII  Nr.  655.] 

521.  Ueber  den  analytischen  Charakter  der  eine  endliche  Transformationsgruppe 

darstellenden  Functionen.    Fr.  Schur.    Mathem.  Annal.  XLI,  509 

522.  Sur  les  groupes  infinis  de  transformations.  A.  Tresse.  Compt. Rend. CXV,  1003. 

Trisection. 

523.  Zur  näherungsweisen  Dreitheilung  eines  Winkels.    A.  v.  Frank.   Grün.  Archiv 

2.  R.  XI,  207. 
624.  DreitbeUüDg  jedes  Winkels  mitteUt  featet  Keeelschnitte.    W.  Panzer  bieter. 
Gran.  Archiv  2.  R.  XI,  »49,  40%.    \yw^.^^.  ^^l.^\J^^x.  ^Sä\ 
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649.  Ueber  aritbmetische  ProgresBioDen,  in  denen  Anfangsglied  nnd  Differens  theiler- 

fremd  sind.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  C,  1018. 

650.  Arithmetiflche  Relationen.    L.  Gegenbaner.   Wien.  Akad.  Ber,  (Abthlg.  IIa) 

C,  1054. 
551.  Ueber  das  Legendre- Jacobi*Bcbe  Symbol.     L.  Gegen bauer.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Abthlg.  IIa)  C,  855. 
652.  Ueber  den  quadratischen  best- Charakter.  L.  Gegenbaner.  Wien. Akad. Ber. 

(Abthlg.  na)  C,  1072. 
558.  £ine    neue    Darstellung   des  biqaadratischeu   Charakters.     J.  A.  Gm  einer. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  C,  1093. 

554.  Die  Ergänzungssätze  zum  bicu  bischen  Beciprocitätsgesetze.    J.  A.  Gm  einer. 

»  Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  C,  1330. 

555.  Ueber  den  arithmetischen  Charakter  der  zu  den  Verzweigongen  (2 ,  3 ,  7)  und 

(^t  ^«  7)  gehörenden  Dreiecksfunctionen.    R.  Fr  icke.    Mathem.  AnnaL 
XLI,  443. 

556.  Zur  Zahlentheorie.    G.  Speckmann.    Grün.  Archiv  2.  R.  XI,  439. 

557.  Crit^rium  de  divisibilitä  par  un  nombre  quelconque.   Fontes.    Compt.  Rend« 

CXV.  1269. 

558.  On  the  connezion  between  necurriug  formulae  inyolving  sums  of  dirisors  and 

the  corresponding  formulae  involving  difiPerences  between  sums  of  even 
and  uneven  divisors.    J.  W.  L.  Glaisher.    Phil.  Mag.  8er.  6,  XXXIII,  64. 

559.  Sur    une  question   de  la  thöorie  des  nombres.     D.   Mirimanoff.     Grelle 

CIX,  82. 

560.  Ueber  die  Verwendung  des  Rechenbretes  zur  Darstellung  beliebiger  Zahlen- 

systeme.   G.  V.  d.  Gabelentz.    Grün.  Archiv  2.  R.  XI,  213. 
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